NYPt  RESCARCH  UBRAR1E8 


3  3433  06274654  4 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


! 

!  i 

I 


Digitized  by  Google 


I 


Digitized  by  Google 


Ave 

A         I  * 

1  t 


^  I 


Digitized  by  Google 


I 


Digitized  by  Google 


In  unserm  Verlage  ist  so  eben  erschienen : 

LehrbuclL  den  Mathematik 


Uta*  oymribiäl  atfi  RmIsoIuiMi 

»  von 

H.  Doerk, 

Director. 

1.  Bande«  l.  Theil.   Zweite  Aufisge.    18  Sgr.  • 

»  «        A.pi.dfrT.B  ]ielirl|iiA4tev  J^rtÖimetOb  .  ^  ,  >  ' 

'     ■  '      '  i  •  . 

In  einigen  Monaten  erscheinen  in  zweiter  Auflage: 

Do^i  k,  Lehibuch  der  Mathematik  für 

lasieii  und  Realschulen. 


1111 


I.  Bandes  2.  Theil :  Algebra. 

II.  .['hi  Platiiinetrle  ud  i^ie  Trigtiioaetrle. 

1|-    f»     2.    „      Stereometrie,  sphärisoli«  Tr^onometrle  and 

uift!yttse!te  Geometrie.  * 

Dieses  Buch  hält  sich  stren*4  in  den  Grenzen',  welche  für 
unsere  Gymnasien  und  Realschulen  gegeben  sind,  jund  zeichnet 
-sich  besonders  dadurch  aus,  dass  es  präcis  in  den  Definitionen 
ond  klar  in  der  Darstellung  ist.  Es  fttllt  augleieb  die  wesentliche 
Lücke  aus,  welche  zwischen  den  Elementen  der  Mathematik  (w  ie 
sie  in  den  meisten  Lehrbüchern  ausgeführt  werden)  und  der  hubero 
Mathematik  besteht,  und  wird  dadurch  auch  den  Mathematik- 
Beflissenen  unserer  Bau- Akademien  und  Gewerbe- 
Institute  seli^  zu  eiuyC^ien  »ei». 

Berlin  Ihi  *  November  186D. 

Pf^eidmauusclm  Buchhandiuug. 


Verlag  von  F.  A.  Brockbaus  in  Leipzig. 

JielMriMicil.  der  fü^o^äSmle» 

Nach  dem  gegenwärtigen  Zustande  der 

Wissenschaft  für  Feldmesser,  Qlilitärs  und  Architekten 

l»eal:beitet  von 

.  Dr.  Jacob  HeussL 

Mit  ungefähr  500  in  den  Text  eingedruckten  Figuren  in  Holzschnitt. 
Erste  Hälfte.   8«.    Geh.    1  ThIr.  20  Ngr. 
Dieses  Werk,  hervorgenifen  darch  das  Bedürfniss  eines  geordneten  und 
Btafeamiasigen  üntern/BiaR  im  4ttr.  Gaodtafef  tehliflttfc,  eicb  strtng  ui  die  Fkraxig 

an  und  eignet  sich  "besonders  zum  Lehr»  iin4  Hülfsbuch  in  land-  and 
forstwirthschaftlichen  Anstalten,  Militär-  und  Bauschulen. 

Die  zweite  H&ifte  wird  der  ersten  schnell ,  nachfolgen  und  denselben 
Frdi  wi0  dieie  liabeiu 


Digitized  by  Qo 


Archiv 


der 


Mathematik  und  Physik 

mit  betanderer  Rücksicht 

auf  die  Bedfirfioisse  der  Lehrer  an  höberen 

UnterrichtsanstalteiL 


Hciausf egeben  « 


Jfahmm  Augmt  Chrumertp 


r 


SedmiiddreisBigBter  TheiL 


Qreifswald. 

d  A.  Roch's  VerlagsbachbaiidlaDg» 
Tb.  Kunik«. 

1861. 


Druck  der  KSnigl»  ÜnlTerticiii-^oelidrockot«!  Ton  F.  W.  Knttike 

hk'  Gnlfcwali. 


Digitized  by  Go 


f  • 


Inhaltsverzeicliiiiss  des  sechsanddreissigsten  Theils. 


Xr.  der 

Abhandlung.  Heft.  Seite. 

Arithmetik. 


II. 

% 

Die  Maxima  der  Function   .    von  Herrn  E. 

VI. 

A.  Nothg^edrangene  Abwehr.   Von  Herrn  Hof- 

18 

rath  Profesaor  Doctor  Octtinger*&n  der  Uni- 

4T 

B.  Auszug  ans  einem  Schreiben  des  Herrn  Gym- 

nasiallehrer Beschorner   in  Glatz   an  den 

L 

49 

II. 

Sur  les   formules  poar   In  mnltiplication  des 

fonctiona  elliptiquc«  de  la  premi^re  eap^ce« 

Par  Monsienr   Dr.  G.  F.  W.  Baehr  k  Gro- 

II. 

135 

Noch  ein  Beitrag  zur  Bcrechnun«^  den  mittleren 

Zahluof^tlerminca    bei    Ratenzahlun|2^en.  Von 

Herrn  Doctor  L.  R.  Schulze,  Gymnasiallehrer 

177 

XV, 

Weitere  Ausführung  der  polltischen  Arithmctilc. 

Von  Herrn  Dr.  L.  Oettingcr,  Grossherzoglicli 

Badischem  llofrnthe  und  ord.  Profeaior  der  Ma« 

thcmatik  an  der  Universität  zu  Frciburgi.  B. 

II. 

189 

JXl»  Weitere  Ausführung  der  politischen  Arithmetik. 
Von  Herrn  Dr.  L.  Oettinger,  Grossherzoglich 
Badtschem  Hofrathe  nnd  ord.  Professor  der  Ma- 
thematik an  der  Universität  zu  Freiburg  i.  B. 
(Fortsetzung  von  Bir.XV.)  Hl.  265 


n 

Nr.  der  * 
Abhandlung. 

XXI.    Merkwürdige  Zerleun^  Ton 


Heft  Seite. 


in  acht  puadrate.    Nach  Prophet  and  Cayley  - 
'    niitgetheilt  von  dem  Ilcrauageber  ....    fll.  381 
X\I.   Bemerkenswerthe  Umformung  von 

(ßo'  +  *o*+<^o*)(fliff,  +  *i*9+<?i<?«) 
Von  dem  Herausgeber  III«  382 


Nr.  XWII.  Von  Herrn  Julius  Bode  in  Uort- 

m. 

382 

XXII. 

Verzeichniss  der  bic  jetzt  im  Archiv  ansezeig:- 

ten  Fehler  in  Schrön'a  siebensteHigen 

Logarithmentafeln.     Stereotyp  -  Au«- 

III. 

384 

XXIV. 

Vebcr  das  Aufaachen  der  reellen  Wurzeln  eines 

1 

Gicichungs-Polynotns.  Von  Hrn.  II.  Schramm, 

Assistenten  für  höhere  Alathcmatik  und  Geo- 

däsie am  k- k.  Jounnciim  zu  Gratx  .    .    .  . 

IV. 

420 

XXVn.  Weitere  Ausführung  der  ])olitigchcn  Arithme- 
tik.   Von  Herrn  Dr.  L.  Oettinger,  Grossher- 

/  zuglich  Badischero  Hofrgthc  and  ord.  Profcssof 

der  Mathematik  an  der  Universität  zn  Frei- 
barg i.  B.  (Fortsetz.  Ton  Nr.  XVf.)     ....    IV.  453 

/ 

♦ 

Geometrie. 

t. 

I.   Ueber  rcciproke   Linien   und   Flächen.  Von 

Herrn  E.  Bacaloglo  in  Leipzig     ....   I.  1 

HL   Bemerkungen  über  Koppe'g  Obelisken  und  Witt- 

ftieiu!«  Frigmatoid.  Von  Herrn  C.  A.  Bret- 

"^schneider,  Professor  am  Gyuinasium  zu 
Gotha  I.  18 

IV.  Auflösung  einiger  Questions  der  nouTelles 
Annales  de  MM.  Tcrqaeoi  et  Gerono.  Mit- 
,     getheiit  von  Herrn  Ooctor  OttoBöklenzu 

S u  1  z  a.  N.  im  Königreich  Würtemberg    .   .    I.  23 


d  by  Google 


I 


m 

Nr.  der 

Abhandlung.  .  Hfift  Sfiiifl. 

IL   Ueber  die   Rclttifitcatlon  der  Linien   aof  den 


Flachen.  Vo»  Herrn  Doctor  Otto  B  ü  k  I  e  n  %a 

Suis  a.  N.  Im  Königreich  Wärtemberg  .   .  L  11 

X<  Die  Triaection  des  WinkelH.  Vnn  Harrn  K  g hl  - 

mey,  Subrector  io  Perleberg   1.  123 

IC.   Nachachrift  dea  Heraaageberaaa  ▼oratehen-  •  ' 

dem  Aoftatge     ^   I.  124 


Xin.  Xitchtrag  aa  der  ALhandhing:  „Ueber  die  In- 
haltsbercclinung  der  Körper^'  in  ThI.  \X\I1. 
Kr. XXIV.  S.241.  Von  Herrn  Dr.  Ligowaki, 
Lehrer  an  der  vereinigten  Artillerie-  und  In- 
genieur-Schnle  ond  am  See-Cadetten -Inititot 

in  Berlin   II  lÄi 

■  I 

XYHI.   Ueber  die  Entfernungen  der  ro crk  würdigen  Pank te 

dei   ebenen  Dreieck»  von  einander.  Von  dem  ,  . 

Herauageber  III.  315 

XIX.    Einige  merkwürdige  Ausdrücke  für  die  dreiaei" 

tige  Pyramide.   Von  dem  Hcrauageber  ♦    .   Hl.  356 
XX.  '  Berichtigung  zu  der  Abhandlung    de«  Herrn 
Bacalogio   über  Fuaspunktcurven  und  Fuaa- 
pnnktflächen  in  Tlieil  XXXV.  Xr.  V.    Von  Herrn 

Doctor  Magener  in  Poaen  HI.  375 

XX.    Nachschrift  zu  vorstehendem  Auf« atze.  Von 

'Herrn  E.  B.acalogloinLeipaig    .    .   .    .    III.  379 
XXV.    Beitrag  für  den  Unterricht  in  der  Reliefper- 
gpective.   Von  Herrn  Doctor  Burghardt,  Di- 

rector  der  Realschule  In  Nordhauaen  .  .  431 

XXVIII.  Grösse  des  den  Grundflächen  einer  abgestumpf- 
ten Pjrrnmide  parallen  Schnitt« t  welcher  die 
Pyramide  nach  einem  gegebenen  VerhttltDtaae 
io  zwei  Theile  theilt.    Von  dem  Herau  sgeber    IV.  503 

Trigonometrie. 

Vif.  Lagenbeslimmungen  auf  der  Kugel,  eine  Er- 
gananng  der  epharischen  Trigopometrie ,  mit 
besonderer  Rücksicht  auf  Geodäsie.  Von  dem 
Heranageber  ...       •  I. .  51 


Nr.  der 

Abhandlung.  ;  tt«ft.  Seite» 

>  ItXVI.    Ableitung  der  Formeln  far  JeeSiau«  andCo»i«' 

nu»  der  Suroroe  »weier  Wiakeiit     Von  Herrn   • 

Doctor  Eduard  Schräder  in  Grai     .   .    .    IV.  44T 


Geodäsie. 

VII.  Ltgenbcgtimmnngen  auf  der  Kogel,  eine  Er- 
gänzung der  gphärischen  Trigonometrie  mit 
besonderer  Bücltsicht  auf  Geodäsie.  Von  dein 
Herauageber  I.  51 

VIII»  Ueber  Länge  und  Breite,  rcdBcirte  Länge  und 
reducirte  Breite  aof  dem  dreiaxigen  EUipsoid. 
Von  dem  Herausgeber  .   «    .  |.  79 


Mechanik. 

XVn.  lieber  die  Bestimmung  der  Constanteu  bei  der 
Kettenlinie.  Von  Herrn  Alezander  LSffler 
in  Wien  IH.  823 


Astronomie. 

TX.    Gnnmonik  für  jede  beliebige  Ebene  im  Kaume, 
mit  Rücksicht  auf  die  Anwendung  der  neueren 
^  Geometrie  zur  Ausführung  gnomonischcr  Cou- 
structionen.    Von  dem  Herauageber    .    .    .    \.  101 


P  h  y  s  i  k> 

XXIII.  Beiträge  zur  Theorie  der  Beugung  des  Lichts. 
Von  Herrn  Eugen  Loromel,  Professor  in 
Schwjz  IV.  385 


Uebungsaufgaben  für  Schüler. 
XIV.   Siebenondiechzig  geometrische  Uebungsaufga- 


Nr.  der 

Abhandlnng.  Heft.  Seite« 

ben  Tftn  FlRrrn  Dnrtor  Otto  Böltlnn  in  SnI» 

a,  N.  im  Königreich  Würtemberg  II.  186 

XXI.    Zwei  arithmetische  Uebungaaufgaben  von  dem 

Herauageber  III.  381 

(M.  ».  oben  Arithmetik  XXI.) 

Literarische  Berichte 

r 

C\hh    .      .  '  I.  1 

CXLII  II.  l 

cxm.  III.  1 

CXLIV   IV.  1 

*)  Jede  einzelne  Nummer  der  Literariachen  Berichto  ist  für  sieh  bt« 
»«nders  paginirt  ron  Seite  1  an. 


y 


f  ml 


^Digitized  by  Google 


1» 

Ueber  reciproke  Umea  und  FläelM« 

Herrn  E,  B acaloylo 
in  Leipzig* 


Die  nächste  Veraiiiassung  zu  diesem  Aufsätze  gab  eine  in 
den  Berichten  der  Pariser  Akademie*)  ausgesprochene  Vermn- 
tbuiig,  es  gebe  lür  diese  Flächen  eine  bloss  analytische,  al)er 
keine  geometrische  Heciprocität.  Indessen  führte  eine  nähere 
Untersuchung  der  genannten  Flächen  und  die  Ausdehnung  der 
Peciprocität  auf  I/inien  zu  einigen  Resultateri,  welche,  indem  sie 
die  geometrische  iieciprncität  derselben  aufs  DeutUclij^td  darthuD« 
Dicht  ohne  jedes  Interesse  zu  seio  scheinen.  « 


Zwei  ebene  I^lnien  würden  demnaeh  reclprokc  sein,  irenn  ihre 

fesf  ectiveo  Coordioatea  x  uod  jf^  Xi  und  ^  durch  die  Keiationea 

r 

t  > 

w  ^=='»^>  «i=*^"y 

(2)...  .  .  .  .  «=«5^^.  y-^,^-yr 

*)  0»«iaa  Boanet,  Coinp.t.  read,  d«  TAcsd.  des  «c  de  Pa- 
ria, B.  42.  S.  486.  18&6. 
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Damar  folgt  smSchtts 

1)  Einer  gegebenen  Linie 

(3)  n^,y)-0 

entspricht  nicht  eine,  sondern  ein  ganzes  System  reciprol^er  Linien* 
weldie  sich  bloss  durch  einen  Tsriabeln  Parameter  Ten  einander 
unterscheiden.  • 

2)  Die  Gesammtheit  dieser  letzteren  Linien  hat  ein  gemein- 
schaftliches System,  von  einander  wieder  durch  einen  Tariabelp 
Parameter  sich  unterscheidender  reciproker  Linien,  woronter  auch 
die  gegebene  Linie  (3)  sieb  befindet. 

3)  Da  durch  die  Variation  von  m  der  Werth  von  t,  (resp.  or)  . 
alleiii  uoandert  wird,  so  i'ol<;t,  dass  die  einem  und  demselben  Cur- 
venpunkto  entsprechenden  Punkte  des  reciproken  Systems  auf 
einer  zu  der  A  - Achse  parallelen  Geraden  sich  belioden. 

4)  Ans  derZnsammensetsnng  derWertbevon  yi,  y  läset  sieh 
Folgendes  sehliessen:  legt  man  die  Berührenden  an  swel  sich  ent- 
sprechende recipreke  Pnnlcte»  so  sind  die  HShen»  in  welehen  die 
F-Aehse  von  denselben  gesehmtten  wird*  den  respediven  Ordf- 

;naten  Jener  Panlcte  gleich,  aber  ron  entgegengeaetaten  ZeiflheQ; 
hieraus  folgt  aber  femer: 

6)  L'efft  man  eine  beliebige  der  A'-Äcbse  parallele  Gerade  G 
und  an  den  Üurchschnittspunkten  dieser  mit  jeder  demselben 
Systeme  gehörenden  reciproken  Curve  die  Tangenten  an  diese 
letztere,  so  laufen  alle  diosc  Üerührenden  in  einem  gen  issen  Punkte 
jP  der  F- Achse  zusammen,  dessen  Ordinate,  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  genommen,  selbstverständlich  die  gemein- 
schaftUchc  Ordinate  der  jenen  Durchschnittspunkten  entsprechenden 
reciproketj  Punkte  ist.  Der  in  den  Elementen  der  analytischen 
Geometrie  lür  die  Ellipse  angeführte  Satz,  worauf  die  Construetion 
der  Tangente  beruht,  und  welcher  auch  für  die  beiden  andern 
Kegelschnitte  gilt,  ist  ein  specieller  Fall  de;:  obigen  Satzes;  indem 
ein  Kegelschnitt  mit  einem  variabeln  Parameter  ein  reciprokes 
Curvensystem  bildet. 

6)  Denkt  man  sich  die  Normalen  an  die  oben  erwähnten  Durch- 
schnittspunkte,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  successiven  Durch- 
schnitte  derselben  eine  Parabel,  deren  ßrennpanJ^ft  der  Pnnl^t  P, 
lind  deren  Scheiteitaogente  die  Gerade  G  ist. 

7)  Niefat  jedes  System  von  Curven 

(4)  /(s^.yji,  a)=sO, 
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« 

w«lcbe  VOD  einander  doroh  ^nen  Tariabeln  Parameter  sieb  astlep* 
■ebeiden«  beeitst  aaeb  eloe  gemeinscbaftßcbe  recip?ofce  Garn; 
diee  findet  nar  in  «eTern  statt,  ala  die  durch  Sebetttntien  der 
Wertbe  (1)  Von  ,  in  (4)  erbaltene  DiferentiaW^ebvng  eine 
reelle  Corte  darstellt  Da  die  Integration  nicbt  immer  angänglicb 
ist,  so  kann  man  anch  zur  Anfllndung  der  gesnebten  Glelebunsf 
xi,  direkt  ans  (2)  und  (4)  eliminiren;  Ifisst  sieb  dann  der  Pa* 
rameter  ,  dorch.  gehörige  Wahl  von  ni,  ans  der  Endgleiebong 
fbrtscliafen»  so  «teilt  diese  Glelebnng  die  gesnebte  redproke 
Cor?e  dar. 

8)  Die  Ordnung  einer  Reciproken  ist  mindesten s  G;Ieich  der 
Anzahl  der  Maximal- und  Minimalpunkte  der  urspriingiiclif  n  Turve, 
indem  jedem  dieser  Punjcte-  ein  Durchscbaitt  der  Reciprolteo  mit 
der  F'^Achse  entspiiclit. 

•  * 

,  0)  lleseiebnet  w  die  gemeinselkaftlicbe  Abseisse  aireier  anf 
swei  redproken  Corren  übenden  Punkte,  ai,  \  ^  4ie  Ceei^ 
dbiaten  der  diesen  Punkten  respective  entsprechenden  redproken 
Punkte^  so  wird  die  Neigung  der  Berührenden  an  diese  ietateie 
lespedive  durch  die  Formeln  s 

Ax\  dLs*  "~ni 

bestimmt^  so  dass  dieselben  als  gleicbgeoeigt  auf  der  JT- Achse 
«idi  ergeben. 


IQ)  Es  Ist' 


Hieraus  folgt,  wenn  ^|  die  Krflmmungshalbniesser,  iV^  JYi  die 
Normalenlftugen«  di,  dsi  die  BogenelemeDte  zweier  entsprechenden 
Punkte  keaeicbnen: 

(fl)  .  .  „,  =  m»(H-g)l(l+^^l  =  m».^'.^% 


oder  anch 

f 

1* 


(7)  ^a***^*"ai»'~'" 
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und  *  • 

da:  dxi      dx  dxi    •  m  tu 

^  rf^^ 

di  dsi 

d«r  geometriacb«  Sbn  dieser  drei  Cileicimi^^eii  ist  leiofct  sv  sehen. 

11)  Es  ist  ferner 

80  dsss 

da: 

(9)  _  p^^-^    oder"  ^  d*  , 

also  verhalten  sich  die  Quadrate  der  Bsgsneleniente 
wie  die  Projectionen  der  KrfUnmiiqgslialbBiesser  suf  die 
F- Achse.  ^ 

12)  liezeichneu  dF,  dF^  die  eutäipreciieodeo  Flächenelemente, 
so  ergiebt  sich: 

a:  "^^'^ 

/m\         rfFt     arirfyi  _  ^d^i  dar,     d^i  rf«y 

—  Iii,  —  ^  —     d^  dx  -  dx  T^S^* 

13)  Bsseicbnen  o,  c»|  die  CoDtlngeoswinlKel  zweier  recipro* 
keo  Cttrren,  dS,  dSi  die  FiScbenelenenle,  dF,  dVi  dieTolo- 
meDelemente  der  durch  Drehnng  jener  GuTFeii  um  die  JT- Achse 
entstsndeneii  RotationsItScheD,  so  findet  man 

d  V  _       dx  m  dFi    _  m 

mdS^  *~  4» '  dt^  ~  Astdxdxi '   midäg*  "  indxdxi ' 

worans  - 

dV  ©.diS» 


 dVi'- mi.dSi** 

14)  Die  Natur  der  reciproiceo  Cnrven  einer  gegebenen  Corres 
steht  io  engem  Zosammenhaoge  mit  der  Lage  der  (rechtwinkelig 
gen)  Coordinatenachsen  in  B<»Qg  anf  die  ietitere.  So  findelmaii 
^  fiir  die  Hyperbel 


Digitized  by  Google 


i 


Baeaiogi9:4  Vtb^  rtciproke  Unien  um  Fläekm,  5 


* 


das  Sjrstoni  der  reclproken  UyperUeln. 

%        A2  —  *  » 


iad«Bi  dc!r  von  iler  Torigen  blops  diireli  di«  VeHanacbiiDg:  der  Coor- 
Aoatoii'Aeliseo  «leli  imlmeheidenden  Hyperbel 

das  System  der  redproken  Sttipeen 

*■(?). 

eotopricbt  ist  dabei  sn  bemerken,  dass  in  beiden  Fällen  das 
Produkt  ^i=:d:6**  was  schon  aus  der  analytischen  Geometrie 
bekannt  ist 

Dae  reoiproke  Oarveasyetem  der  Parabel  |p*s2a«  bilden 

die  gleichseitigen  Hyperbeln         =  — ^5  der  Parabel  jy^^latf 

eDtapreehen  aber  die  reciprokea  Parabela  «i'^-^^i* 

15}  Aua  (1),  (ä),  (5)  kana  naa  auf  die  Natar  der*  aingotlreD 
Poakteo  eotspreeheaden  redproken  Punkte  acfalieasea«  So  findet 

mau  z.  B.»  dass  im  Allgemeinen  einem  ]^|^  «in  Uebergang  vonr 

der         JT- Seite  auf  die  entspricht;  einem  Wendepunkt 

entspricht  eine  Spitze  u.  s.  f.  Dieselben  Fermefai  kOonen  über- 
haupt dann  dienea,  die  Reciproke  einer  gegebenen  Gnrre  zu  con« 
struiren,  wenn  die  analy  tische  Ableitung  derselben  unausführbar 
ist.  So  findet  man  fOr  die  Heciproke  der  Curve  {x'^-{-y^)^ 
.=:<Ar«-|-6V»  a>6v2,  die  Gestalt  Ta^LFig.1.  Die 

um  den  Winkel,  dessen  Tangente  Js^nCn  die      Achse  ge» 

beigten  Geraden  TT  aind  Asymptoten  derselben. 
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Bafiüiogio:  IJe^er  reciprolse  Uniett  und  Ftächeu. 

■ 

Zwel.Pttchen  sind  elnaodw  reciprok,  w««b  ihre  mpeeHvto 
Goordtoaten  darch  di«  Reiafioneo 

(13)  .  .  .  Si^mp,  ffi^n^,  h^pof^fg^s. 

dz 

Terbunden  «Ind»  wo      g  die  paitieUao  DiffermitialqaotieQtoii  ^» 

dx 

^  uod  »ir  n  zwei  Constanteo  bezeichnen.  Daraua  folgt: 
(13)  .  .  07  = //^i,  3f  =  it9i«  »  =  J9i«i  +  <^lfi— *i; 
9i  bezeichnen  die  DifferentialquotienteD  ^< 

Die  für  reciproke  !jir)ieti  aufgestellten  Sätzo  1)  bis  inchisive 
8)  la.'^seii  sich  an!"  I  liirlien  fast  wfJrtlich  fiberf raLj<'i).  Es  ist  dalM'i 
zu  liemerkt'ri,  (l;is8  reci[»roke  lion  von  zv\<m  x  aiiabeln  [Parame- 
tern abhängen ;  dass  die  einem  und  demselhen  Punkte  entsprechen- 
den reriproken  Punkfe  auf  ciDri  derÄ'F-Ebene  parallelen  Fhene 
«ich  hefiiidt^  n ;  »kiss  1  an^rnteii  durch  Herilhrungsebeueu  und  die 
Parabel  von  0)  durch  zivei  parabolUcbe  Cylinder  - 

xa  eraetzen  ist;  pt  q,      y,  Z|  aind  als  conatant  zu  betrachten. 

1)  BezeiobaeD  ferner  ^i»  yi  und  s',  y';  Xi',  ^i'  twei 

reeiproke  Punktenpaare«  ao  werden  die  Cosinoa  der  Neigungen 
der  BerdhrungsebeneD  an  den  Punkten  ^»  y  und  Xi ,  yi  gegen 
die  JfF- Ebene  resueetive  dnreh 

1  1 


l 


anagedrtfckt.  Hierana  der  Sata;«  Denkt  man  aicb  etnen  geraden 
elliptiaeben  Cylinder 

and  au  jedem  Punkte  der  reapectiven  Onrebacbaittalinlen  deeael- 
Wn  mit.  awel  einander  reciproken  Fliehen  deo  enteprecbenden 
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feeiprokto  PtonH  «o  sind  die  B^rMiningtebMitfn  an  dtoM  letstera 
ghfeb  geneigt  gegen  die  ^F-Ekwe  und  Ihre  I^eigung  eoastant. 

2)  Die  Punktenreihen  mit  gleichgeneigten  Berfihrungsebenen  bil- 
den auf  jeder  FlHche  ein  besonderes,  von  der  Lage  der  JICF-Ebetie 
abhängiges  Curvensysteni.  Die  gemeinschaftliche  Differentialglei- 
chung der  horizontalen  Projection  dereeiben  ergiebt  eicb  duicb 
DiffereotiaüoB  aus  der  Gleichung 

(14)  ......  ,  .pS+^^sCenatante. 

Man  findet  nimlieb 


(14*)  ......  (pM-kf^^^pr-^fM^^O. 


.     .  .     ■»  •>  I 

'  =  •  '  =  rfp '  '=^dJdy  gesetzt  w.rd.  r«r  die^  ab- 
wickelbaren Flächen  aerlegt  eicb  veretebende  Gleicbnog  in  die 
beiden  folgenden;  . 

wo  das  -f  oder  — •  2eichen  an  nehmen,  je  nachdem  s  positiv  oder'  • 
uegatir  ist  Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  diese  Relationen 
die  Eraeugenden  der  abwickelbaren  Flächen  cbarakterieirettj  so  dass 

für  alle  Punkte  einer  Erzeugenden  ^  =  -  =  Constaute  ist. 
3)  Man  ündet  nach  bekannten  Sätzen: 

woraas 

(15)  aiV(f<— #«X«-i^~0  =  l- 

Hieraus  fi>!gl;  wenn     q'  und  ^  •  9t'  Haaptkrflilimnngsradlea. 
der  enlspreebenden  Pookte  beseiebneos 

(Iß)  .  .  w'.«iei'=m«it»(l+/^*  +  9T(H-l»i^  l-9i*)*. 
edcr  aneb 

.  .  •(i-fpH^V  dW+ftV"*^* 

Dies  giebt  die  beiden  SlUae: 

Die  beiden  tfasptkrOmmingsradien  einer  reeipreken  Fliehe 
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iind  gleicbaiüg  od«  uigl«ichaH%,  je^nacUMoi  «nt- 
«preehandeii  KtamimitigarftdieD  der  «raptflogliclwB  ¥\MAm 
selbst  gleicbarfig  joder  uDgleidiertig  sind; 

und: 

projtcirt  mso  die  vier  HanptkHIniinaogsradien  sweier  sich 
entspreebendeD  Punkte,  aaf  die  Z-Acbse  eod  dsno  auf 
sieb  selbst,  so  ist  das  ProdelLt  der  vier  Prejectieoen' 
constant. 

4)  Es  ist  ferner,  wenn  dt\  dF^  die  eDtsprecbendeo  Fläehea« 
elemente  bezeichnen: 


oder»  weDii  J2*  =  ^^',  Ri^^9iQi  gssetst  wird; 

es  verhalten  sieh  deiiinach  die  Fläclenoltnnente  wie  die 
Projectionen  der  goometrischen  Mittel  der  Haupti^rüm- 
*  niUDgsradien  auf  die  Z- Achse. 

5)  Beseiehoeii  dFi  dVi  die  entspreehendeD  parallelepipedl- 
seheo  VelnmeiieJemeote«  so  folgt  ans  (18): 

(19)  .  .  ,  dlFtflFiss,  ^'i 

•  •  • 

der  geometrische  Sinn,  dieser  Formel  Ist  leieht  so  (assee. 

6)  Für  m  =  7t,  was  der  specielle  ü^louge'sche  Reciprocitäts 
fall  ist,  ergieht  sich  i 

^^P^^pL    oder    2^.42^  =  -l, 

und  auch 

so  dass  der  Leitstrahl  ao  einen  reciproken- Punkt  senkrecht  zur 
.horizontalen  Tangente  an  dem  entsprechenden  Punkte  steht,  oder 
aeeb»  die  dsrch  jenen  Leitstcalil  gelegte  Vertikaiebene  steht  senic« 
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tmki  ataf  4er  BfrOhfangtebMe  de»  «itepieclieiKleD  Punktes.  Be- 
trachtet UMiB  den  Coerdlnatenanfang  als  Pol,  so  heben  die  den* 
selben  Flltebenponkte  entspreebeDden  Punkte  der  reeiproken  nnd 
der  Fiieepanktfläche  dasselbe  Axiniaib* 

7)  Die  reciproken  Flächen  der  abwickelbaren  Flächen  redaci- 

ren  sich  auf  krumme  Linieo;  denn  es  findet  lür  jene  Doch  die 

Relation  '  '  •  . 

# 

statt/  Pfir  die  Kegelflicben  sind  diese  Llnkm  ebene  Cnrfen; 
denn  es  folgt  ans  der  Gombination  der  Gleichnng  .  . 

pC«  -  «) -Ksf — = »— y 

mit  (12): 

ff 

♦  • 

9  Den  beiden  Paraboloiden 

Ü  9 

entepreehen  reepeetive  die  beiden  flyperbolelde 

oder  dörch  geh^ge  Wahl  der  Aehaen 

*  • 

Z.usätae.  1)  Ana  Formel  (9)  erglebt  aieb,  wenn  cÜ  das 
Zeitelement  beseiehDet,  woraus 


\dtj  \dtj  _dx.(l^ 


(20)   ^  ^  •  j-  ' 

folgende  meebanlsebe  Eigenschaft  der  reciproken  Linien: 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  snecesiive  auf  zwei 
reciproken  Curven  mit  einer  den  Bogenincrementen  dsy  dt^ 
proportionalen  Geschwindigkeit,  so  verhalten  sich  •  die 
Draek«  anf  diese  Kunreo.  an  den  «ntspreohenden  Punl^ten 
wie  die  Cosinus  der  Neigungen  der  reepectiven  Tangen-  > 
len  gegen  die  JC-Aehae. 
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Hie  dareh(14),  (14*)  cbamkterltfirtoii  Edtvimi  bfiHm  aiick 
•tne  aoalog«  necbanisebe  Ei^aBiehalt 

Denkt  man  sich  einen  auf  einer  Fläche  liegenden  mate. 
riellen  Punkt,  welclx  r  der  Wirkung  einer  constanten,  der 
2r- Achse  parallelen  Kraft,  z.  B.  der  S(  h\M?re,  ontenvorfen 
ist,  so  ist  der  Druck  auf  jene  Fläche  cotistant,  weno 
der  Punkt  auf  den  Curven  der  gleicbgeneigte n  Tan- 
gentialebenen sXch  bewegt;  folglich  sind  auch  die 
Drucke  auf  zwei  reciproke  Flächen,  die  ent^prechendeo 
Curven  der  gleichgeneigtea  Tangen tiaiebenen  entlang, 
'  einander  gleich. 

3)  Die  Gleichung  (14)  a«lb«t  kann  als  die  eodlicbe  Gleichung 
der  borisontaien  Projecttonen  dieser  letzteren  Curvee  lietrachtet 
werden,  nachdem  man  den  aus  der  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
erhaltenen  Werth  von  z  darin  sulietituirt  bat.  Man  findet  aof  dieee 
Weise  in  Bewg  auf  die  Flftcben  avreiteD  Graden 

(21)  Ax-^Bif^^Cz^^Wz  =  E 

die  Gleiebnng  x 

wo  k"^  eine  Constante  bedeutet.  Daraus  folgt,  dass  die  betrach- 
teten Curven  die  .Durclischnittslinien  jener  Flächen  mit  geraden 
Cy linderflächen  zweiten  Grades  eind.  Um  die  Natur  dieser  letz- 
teren näber  zu  bestimmen,  ist  es  nur  nutbig  in  (21)  die  jeder 
Fläche  nreiten  Grades  zukommenden  Vorauaaetauagen  ifi  maeben. 
Aiadann  ergeben  eich  för  daa  Eliipeoid 

und  die  beiden  Paraboloide  * 

^    «a  •  - 

respeclive  die  elliptiacbea  Cyiinder 

wenn  ^'  =    gesetzt  wird,   k  und  k'  können  von  0  bis  ao  wach* 

aen.  Es  ist  ferner  itt  bemerken,  dass  erstere  Gleichung  von  e 
unabhängig  ist,  und,  wenn  A,  ^  die  beiden  Halbachsen  der  durch 
dieaeibe  dargeateUten  EUipae  beaelafaBenp  daa  Verbtttniw 
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odflr  aiieh 

Blaii  findet  fcrnar  ftfr  die  beides  Hyperiieleide 
die  GJelchaogen: 

vvekbe  eUiptiscbe  Cyliader  darstelleo,  so  lange  j^^^«  liyperbo-  , 

litebe  aber,  wenn  a>jk'<6,  wae  aecb  mit  der  Natur  dieser 
FUcben  foUl^ommeo  dbereiaetimmt.  k'  kann  respective  von  0 
bia  a  vad  von  b  bis  od  wachsen.  Man  kann  übrigens  leicht  ein- 
eeben»  dass  für  beide  Hyperboloide  die  Maximalwertbe  der  Nei* 
gungsfvinkel  den  Minfanalwertbeo  Yon  k'  entspreelieo  ead  tinge* 
kehlt  Bei  allem  Voraogegaogenea  werde  a>6  veraaageaetat 

4)  Wenn  zwei  reciproke  (jirven  sieb  t^ciiueiden,  so  bähen  die 
den  Uuichi^chnitten  respeticve  entsprecbendeii  reciproken  Punkte 
eine  ^gemeinschaftliche  Berubrendo,    Bezeicbnen  nänilit  h  Xi , 
und  a-^y  y^i  die  respectiven  Coordinaten  dieser  letzteren  Punkte, 
X,  y  die  des  Durcbscbnittspunktes  der  reciproken  Curveu,  so  ist: 

woraea  die  Gleicbaag  der  gemeiaacbaftlicbeo  Tangente: 

AeftDÜchea  findet  atatt  aieh  aebaeideode  redpreke  FiSebeo« 
BeieiehneD  nieder  jf»  t  die  Coerdiaaleo  eiaee  4er  Doieliaehidtle» 
paakte  dieeer  Flickem  s^iyi^Piqi  und  x^^hm^  ^  ^  respectt- 
vea  reeipreken  Pdektw  eatepreebendeii  GeotdlaataD  lutd  partfelleB 
Difiereatial^etleateB,  ao  iats 


■0  dasa  die  GleiclMing  der  gaMiMtkafUfekeii  Ber^kraegeektea 


1 


Digitized  by  Google 


18 


BaemUfU:  DU  Maxima 


od« 

*       *  II 

m    '  n 

Der  geometricche  Ort  der  raccessiveD  DorchschnittsHnien  die- 
ser gemeinschaillichen  BertHirongsebenen  ist  eine  abwickelbare 
Fläebe,  weiche  die  iMidee  reciprokee  Fliehen  nmh'filtt*  ; 

! 


II. 


Die  Maxima  der  Function 

» 

Herrn  Baealoglo 
in  Iieipsig. 


ImBd.  CX.  der  Annalen  der  Physik  toh  Peggeoderff 
(Jallheft  flir  1860)  habe  ich  geieigt.  wie  sieh  die  Blaxiina  dee 
gebeugten  Liehtee  beetirnmen  lassen.  Die  Bestimmaeg  der  91a-, 

zima  der  Function  — — ^  ist  dazu  erforderiicb,  und  wurde  a.  a.  O. 

4m 

genügend  beeproelM*  Dieselbe  echeiot  mir  Indessen,  aveb  vem 
lelB  matheBatieohen  Standpnnkte  aas  betrachtet,  interessant  ge» 
mig  an  sein,  am  dea  Gegenstand  eines  besenderen  Ao&ataee  son 
bilden.  «» 


Die  dea  Maxims  der  Fanetlen  — — .  entsprechenden 

sc 

Warthe  des  Begener  beaita'en  dl«  merkwürdige  ftlgen- 
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Schaft,  gleich  dei  Tangeote  deaselbeo  zu  sein.  Denn 

man  iiudet* 

a.  

a:        xcoax  —  sin« 


ond  als  Bedingung  des  Maximums 
1)  tangor. 

Dass  die  entsprechenden  Werthe  von    Maximalivertbe 

sind»  ergiebt  sich  aas 

sin«  ' 

iodem  ßr  a?cos«— siü:i:  =  0  der  zweite  Differentialquottent  das 
en^geogesetzte  Vorzeichen  hat  vod  dem  der  Fanetion 

Man  wird  erkennen,  dase  «  eine  gewisse  Anzahl  n  von  bal* 

ben  Kreisurofäogen  enthält,  und  wenn  z  einen  Winl^el  <^  bezeich- 
eel;  80  ist  •  . 

9  •  •  •  « =  n^c-f-^  =  taogz. 

•  ■ 

Cm  aiis  dieser  GieichiiDg  eine  algebraische»  aar  Berechnung 

von  z,  zu  erhalten»  wird  man,  da  ist»  ^— s  in  eine  eonver* 
geate  Reibe 


X-COtgl-       ^  +— g  ^+.... 

* 

oder 

3)  .  .  .  (»+4>-^  =  i-ä^+j^-5^+.... 

tDtwickeln.  Da  dieHeihe  eine  ziemlich  stark  lallende  is(^  eo  btt»« 
■um  gleich  mit  dem  ersten  Gliede  abbreehea  und  ee  wird 


^)  •  (ii+i)ar— l> 

ffiemis  mit  Aaascfalims  dier  negatl?en  Werth»  von  %\ 
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14  Bacalogto:  Die  Maxima 

oder»  wenn  man  die  WurzeJgrösae  in  eine  Keiiie  entwickelt: 

]  11  1  r3       1  1.3.5 

,   .           '  J             2  4'       2 '4.6       2'4:f)  8 
d?:s(]|-f  |)sv—  ~  

Uin  den  Grad  der  Aonlherm^  dieMt  Pemel  sn  bereehneii, 
darf  imn  ovr  die  richtige  Gleicbiiiig 

7)  («  +  i)»— arj  =  ~  — « 

auf  losen,  wo  «  eliie  poeitiTe  ZaM  ist  und  die  Samme  der  Ter- 

nachlltesigten  Glieder  der  Reflie  3)  bedeotet ,  d.  i. 


.  1 
Aue  7)  felgl: 

oder 

1  11 

«i»(ii+4)«+«' 


(•+»1  +  1  [(»+»5+gl" 
IL?        1  ^-^'^ 

5*4.6   2*2:0 


TT   «  .  «1 
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der  Funetkm 

9 


woran«  in  Vnctittdnng  mit  6): 


^  1  1.3p      1  1  1 


«k— *<•+! 


[1+ — ^-+ — 


» «„t' +  it .  +  » . 


8((*  +  4)5+|]'     [(«+«1  +  1]'  K«+.i^+|l« 

« 

oder  anch»  wenn  die  in  den  Klammem  stehenden  geometriaehen 
Reiben  aommirt  werden: 

« 

1  1  1  1   ' 

'*"(«+4)»  f(«+4)«)«-4  («+i)«+e-t(ii-|.i)«+f]»-4- 

ähnliche  Weise  ergiebt  sich  s 

x^-'X^i^  1  r  J  ir~B\ 

+i — ^^^*+ — — * — +  J 

•  1  r.  1  *  1 

 n — +  ir~r^  ;r~r-+"l' 
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oder  aacb 

4  * 

.     1  1  I  1 

^  (it-f-4)*  •  [in  4  2  "■(!•  +  i)ir+ «•[(« + 4)« 

Berechnet  (uao  aUo  e  aus  dei  Giaielimig  ' 
.     ^  II 

 •=s:*-gs» 


genaa  bis  aaf  0,0000U3  fär  den  imgaiistlgsteB  l"«!!  msI,  nid  ad- 
dirt  dto  AMdrock 

'^^"*"[(ii+4)«]£(n+i)*+«l^ 

m  dem  aas  ß  oder  6)  mit  demelbeD  Schirfe  gefimdeDfln  Werthe 
von  »9  so  oflliXlf  mao  oiooti  von  dem-  wabreo  Warthe  em  eine 
Grtae  diforirenden  Werth,  wekho  Ueber  ist  als  die  Diffareim 


t  («  +  4)  2 1 1  [(« + i)    -  4  M  [(«  +  i) -  2 1 
 l   

.  uii+i)|+|i{[(»+i)»+«r-4}|[(»+i)«+«]»-2) 

der  in  den  Unji^lcichangen  9)  und  10)  rechts  stehenden  GrOssen, 
also  für  n  =  l  klüiuer  als  2".  ii^s  ist  demnach  der  vollständige 
Ausdruck  für  x 

1^  .  «=*(«+4)» 

1  1.3  1.3.5 

[(••+1)5]*  [(«+4)5r 

=<?»+i)| 

[0.6366198  .  0,2580117   0.2091368   0.2118998   0  2404633  T 
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Die  in  den  Klammern  stehende  Reihe  ist  leicht  /u  berechnen, 
und  da  jedes  Glied  derselben  i^rüsser  ist  als  die  8unnuc  saniiut* 
lieber  foltrender  (Glieder,  so  kann  man  mit  demjenii^i'u  (^licfle  ab- 
brecJi*'ti,  \velche«  die  ue\viirischte  Annahrun«;  triebt.  Hei  der  lie- 
rechniiijg  des  CorrectituKsiiiiedes  wendet  man  den  aus  der  Reibe 
lolgenden  genäherten  Werth  von  .r  und  nöfhitjenralls  di»»  bekannten 
ADnäberungsiuethoden  an.         braucht  ubrigena  kaum  bemerkt 

IQ  werden,  ilaM  man  die  gefondenen  Resultate  mit  noltipli- 

dren  muss,  um  dieselben  in  (•raden  ausgedröcict  so  erhalten.  Aaf 
dieee  Weise  ist  folgende  Tabelle  berechnet. 


Wcrthe  von  x  ausgedrückt  iu 


Theilen 
HalbnuMserB 


Graden 


Diflo/ciucn 


Entsprechende 
Maxiuial- 
wcrthe  Toa 
 mnx 


\ 
% 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

11 

12 


4.493408 
,7.720256 
10. 904130 

14.()66m 
17 . 2-207t3ü 
taO. 371306 
23 . 51^453  * 

811599 
32.956304 
36.100022 

39 . 244427 


267«  27'  12" 
4420  37'  20" 
6-24«  45'  36* 
8050  56'  r 
986«  40*  36'' 
11670  11'  23» 
1347«  33'  55* 
15270  51'  9" 
17080  4/  44" 
18880  151  4^ 
20680  24'  48» 
2-248^  32'  25" 


2. 
3* 

3 


A 

4 


I         •  ! 

'  185<^  10'  10"  ! 
182<^  8'  8" 
1810  lO*  25" 
1800  44'  35* 
180"  W  47" 
\m>  '1-1'  :i2" 
1800  17'  14'; 
I8O0  13'  35'' 
180«  lU'  .;9" 
180O  9'  5" 
180?  7' 37" 


Für  »>6  genügt  schon  die  abs^ekürzte  Formel 


'  13)  . 


X 


(2«  +  l)^— ^ 


0.6366198  0.2680117 


(2«  +  l)»V 


-0.21723 
4^0.12837 

—0  09132 
fO.  07091 
^0.06797 
-1-0.04903 
»0.04248 
fO.O:i747 

— o.o;m2 

^0.03033 
—0.02769 

+  Ü.U2547 


l 


Eh  ist  zu  bemerken,  da&s  die  Maxiiualivertbe  der  Function 


sina; 


«SS  nach  1)  a«ch  dnreh  « ss  cos ausgedrflekt  werden  k6n- 


nen,  aUo  proportiotial  dem  (/osinus  der  entsprechenden  Wertbe 
von  X  sind. 


TJieil  XXX Vi. 


18     Uretscl^uetäer:  Bemtrkungm  über  A'oppe's  Oöeiisken 


III. 

Bemerkangen  über  Koppe's  Obelisken  ond  Wittstein's 

Prismatoid. 

Von 

Herni  Cm  Bretsckneidert 

Prof,  ma  Gjiiina«iun>  su  Gotha. 


In  einer  vor  wenis^en  Wochen  erschienenen  kloineu  Monosra- 
phie  hat  Herr  Professor  Witt  stein  der  elemetitaren  Stereometrie 
eine  repht  schlitzbare  Eiweiteriing  verliehen  durch  Ivinlühriing 
eines  neuen  Körpers,  der  von  ihm  Prismatoid  genannt  uird  und 
noch  bedeutend  allgeiiieiner  ist,  als  der  früher  von  Koppe  ange- 
lichene  Obelisk.  Die  Schwierigkeiten,  ivelche  letzterer  einer  ele- 
mentaren und  dabei  doch  allgemeinen  und  strengen  Behandlung 
entgegensetzt,  sind  bekannt  und  beruhen  vornehmlich  auf  der 
Nothwendigkeit,  die  sogenannte  Neben-  odor  £rgänzungi>iigur  in 
BeUinoht  zu  zieb«iL  Herr  Professor  Wittste  in  hat  sich  deshalb 
veianlasst  gefunden,  eine  Dantellang  aofznsncben,  bei  welcher 
jene  Figur  gänzlich  ans  dem  Spiele  bleibt <  und  Ist  dadurch  auf 
das  Prismatoid  geleitet  worden*  Auch  ich  habe  in  Unterrichte 
jene  Schwierigkeit  empfunden  und  daher  schon  seit  Jahreo  die 
ItthaltsbestimrauDg  des  Obeliskee  auf  einem  gans  anderen  Wege 
gegeben,  als  dem  ven  Koppe  eingeschlagenen.  Der  Beweis»  m 
dem  Ich  gelaogt  war,  und  der  fiBr  den  Obelisken  wie  flir  das  Pris- 
matoid gleichmSssig  gilt«  ist  so  allgemela  tmd  streng  und  dabei 
doch  so  lasserst  einfach,  dass  ich  ^  fOr  unmOgUch  hielt»  dass  * 
er  nicht  auch  Anderea  bekannt  sein  sollte.  Indessen  habe  ich 
darch  eine  Vergleichaog  vieler  neu  erseliieneBen  Lehrbflcher  der 
Geometrie»  so  wie  aadi  darelf  den  Inlwlt  des  Wittetein 'sehen 
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Scbriftchens,  die  Ueberzeugung  gewonnen,  dass  dem  nicht  so  ist, 
uod  theile  deshalb  im  Folgendeo  meine  Art  der  Darsteliuog  des 
fraglichen  Gegenstandes  mit. 

I 

1. 

Parallelogramnie,  I)reiecke  und  Trapeze,  fJa  sie  sämmtiich  aus 
einem  Parallelstreiien  geschnift*  ti  u erden  künnen,  moi^on  der 
Kurze  halber  Streifenfiguren  heisseii,  und  die  in  ilmeri  durch 
die  Mitten  der  ISchenkeiseiten  zu  den  Grundiinteu  gezogenen  Pa- 
rallelen sollen  Mittellinien  genannt  werden. 

Ui  iittn.  die  Orandfllehe  cfoer  Pyranild«  «ine  IStreifenigw 
9oi  man  legt  dmh  die  llittilliiiie  der  letateren  und  die  Spitae 
de«  KOrpe»  eine  Ebene»  00  mag  die  dadot eh  enteteheade  MiaitC- 
fig«  die  Mittel rigur  dea  nvpprB  helsaep»  in,B.  OAB  Taf.  L 
Pig.  2.);  oad  ea  lat  aagenblieklieb  bewleaeii,  dasa*  die  Elieae  der 
leüteren  veo-  den  aveeer  ihr  tiegeoden  Kanten  oder  Eelnm  der 
fvramlilehe  (a.  B.  C  «der  EF)  gleicbweit  abataht.  Denkt  man 
aieh  daher  durch  dieae  Kanten  oder  Ecken  atrei  Parallelebenen 
tat  Mittelfigur  gelegt,  «0  lat  der  aenkreebte  Abstand  deraelben 
ven  einander  das  Deppelte  von  dem  Abstände  Jeder  von  Ihnen 
md  der  Mittelfignr^  nnd  mag  die  snr  letitereti  augeerdnete 
Ufihe  genannt  werden* 


Jede  Pyramide»  urelcfae  auf  einer  Streifenfiger 
atebt»  ist  das  boppelte  einer  zweiten  Pyramide^  wel9be 
die  Mlttelfignr  der  erVten  nod  deren  aiigeerdneteHöhe 
reap.  au  ihrer  GruadflSehe  und  Höhe  hat 

Revveis.  Ist  die  (iniiuinäche  der  liCL'*  lifnien  Pyramide  ein 
Dreieck  CEF  (Taf.  1.  Fig.  2»  a))  so  ist  das  Volumen 

OCABzrz  \OCBFz=zlOAB,\h, 

wenn  man  mit  h  die  OAB  augeorduete  Hülie  bezeichnet.  Also 
.wird 

Ist  aber  die  Grundfläche  der  gegebenen  Pyramide  ein  Paral- 
lelegrnmm  eder'Trapez  (Taf.  1.  Fig.  2,  b)),  so  zerlege  man  den  Ktir- 
fer  dneb  die  Diageoalebene  0€F  in  iwei  dreiseitige  Pyramiden. 
Denn  bat  «mn  imeb  den  eben  Bewieaenen:  . 
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also : 

* 

3. 

In  einer  Ebene  sei  ein  beliebiges  mEck  gegeben  {AHCD  Taf.  l 
Fig.  3.),  und  in  einer  zweiten  zur  vorigen  parallelen  Rhene  ein 
beliebiges  »/Kek  (/./Yf;.  Heide  Figuren  seien  mit  eh);in(U»r  durch 
Dreiecke  verbutjden .  von  denen  jedes  eine  Seifeiilinio  <le.s  eine« 
Vielecke«*  zur  drutailiiiie  und  eine  tipitr.e  des  antleren  Vieleckes 
zur  Gegenspitze  hat.  Der  aul"  .solche  Weise  von  den  l)ei<ien  \'iel- 
ecken  als  (Jruiulflftcheu  und  die«*en  Dreiecken  als  Seitenflächen 
eingeschlossene  Körper  wird  von  \^itl^■te^l  l^risniatoid  ge- 
nannt; der  senkrechte  Abstand  heider  i«rundtlachen  von  einander 
die  Hohe  desselhen.  Im  Allgemeinen  wird  die6>er  Körper  min 
Seiteodreiecke  enthalten.  Wenn  aber  zufallig  eine  oder  mehrere 
Seiten  <ler  einen  Grundfläche  eben  so  vielen  der  andereo  parallel 
werden,  so  falle»  die  2U  die«en  Kauteopa^ren  gehörigen  Paate 
von  Dreiecken  iu  eine  einzige  Ebene  zusammen  and  bilden  in 
ihr  ein  Parallel ogramni  oder  Trapez.  Im  Allgemeinen  kann  man' 
daher  sagen:  »»ein  Prism'atoid  ist  ein  Körper,  der  von  zn'ei  belie- 
bigen« einander  parallelen,  Vielecken  als  Grundflaehen  und  rop 
lauter  Streifenfiguren  als  jSeiteufläcben  eiugeschlosaen  Ut.*' 

Wird  ein  Prismatoid  von  einer  durch  die  Mitte  seiner  Hrdie 
parallel  zw  den  Grundflächen  gelegten  Fbeue  geschnitten,  so  erit- 
steht  eine  Figur,  weiche  so  viele  Seifen  hat,  als  der  Körper  Sei- 
tenflächen, und  Vielehe  Mitteltigur  heissen  mag. 

Der  Inhalt  des  Priamatoldea  iat  gleich  der  Summe 
eines  Prisma  and  einer  Pyramide,  welche  mit  jenem 
▼  on  gleicher  Höbe  sind,  von  denen  aber  das  Prisma 
die  Mittelfigur,  und  die  Pyramide  den  üeherschuss 
der  halben  Summe  der  (Grundflächen  über  die  Mittel- 
figur zur  Grund  fläche  hat. 

Beweis.  Mao  nehme  In  der  Fläche  der  HIttelflgnr  ifMtfi 
(Taf.  I.  Flg.  3.)  einen  beliebigen  Punkt  O  an  und  «wbe  von  ihm 
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Vtlä  Wd4ii(eiH  v  l'fmmaiiHä»  Ü 

» 

nach  allen  Ecken  des  Körpers  Cierade.  Es  entsteht  dadurch  eine 
Anzahl  vuii  ebenen  Dreiecken,  deren  jedeti  eine  Kunte  det»  K6r* 
pers  zur  Grundlinie  und  zwei  dieser  Verbindungslinien  zu  Sehen« 
kein  hat  Die  Flächen  dief^er  Dreiecke  zerlegen  da»  Prbmatoid 
zunächat  in  «o  viele  Pyramiden,  aU  Grenzflächen  vorhanden  aiiid, 
and  swar  bilden  die«»e  Grenzflächen  die  einzelnen  Grundllelieii 
der  Pyramiden«  wllireiid  O  die  gemeinaane  Spitze  ist  Die  In- 
halte afimnitlieher  Pyramiden  sind  aber  äugen  bücklieb  geifanden. 
Denn  suerat  babeo  die  auf  der  unteren  Grnndfläehe  ABCD  G 
und  auf  der  oberen  EFG  =  jjr  -  stehenden  Pyramiden  die  halbe  Hobe  .  # 
den  Pfiematoide».  Nennt  man  also  letztere  A,  «o  ist: 

OABCD^],Gh,  OEFG^ljfh. 

^^Die  auf  den  SeiteoliicheD  stehenden  Pyramiden  ahef  werden 
Ton  der  Mlttelftgur  des  KCrpevs'  so  geseheltte«,  dam*  der  in  Jede 
Pyramide  fallende  Theil  deiselben  die  Mittelflgur  dieser  Pyramide 
ist*  Man  hat  also  nach  9.: 

OCEFz^lh.Ocd, 
a.  s*  w. 

£s  Ist  also  die  Summe  der  auf  sämmtlichen  Seitenflächen  atehen- 
den  Pyvamiden  gleleb 

^  lh{  Oab  +  06c  +  Oed  +....)  =  !A  •  ^ , 

wenn  man  die  Flrirhc  der  IMUtelliiifur  abcdefg  luU  M  bezeichnet. 
Das  ganze  Priiimatoid  P  ist  deiuuacb  gleich 

• 

Mit  diesem  Bevreise,  der  last  unmittelbar  der  Messen  An- 
scfaannng  entwmNiien  wird,  und  daher  selbst  niederen  Lehranstal- 
ten« wie  Gewerbesehuten  u.  s*  w.,  augänglieb  g^mnehl  werden 
kann,  dürfte  meiner  Ueberzeugung  nach  wohl  allen  Ansprüchen 
genfigt  werden,  die  man  iiei  einem  Gegenstande  von  so  elemen- 
tarer  Natur  i^nd  so  weit  greifender  Anwendbarkeit  erbeben  kann. 
Dntf  Wcttei«  hieraber  kann  in  dem  Wittstei^i' sehen  SchtlAchnn 
nachgesehen  werden*). 

*)  l>fi«  friHttinluiil.  Erw  «iiiinuig         cletneiiliircn  Stor<M)iinii  ii" 

Von  r  !i    \V  i  Ltüleiii.    Ilüiiii»« er,  Ii  a h  n 'sehe  Hufhiichhandlung.    '24  S. 
4.    (10  CjJr.).  •  . 


I 
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AnflöBung  einiger  Qaestions  der  noDToIles  Aniiales 

de  MM.  Terquem  et  Gerono. 


A.  Ueber  denOrt,  von  welch  em  aus  ein  Kegel  zvve  i- 
ten  Grade««  unter  eiuem  rechten  Winkel  gesehen  wird. 

O  Ist  die  Spitze  des  Kegels  m««^ -f- n V  = 
'^(l'VD  Punkte  aof  demselbeD«  Mao  aefse  zar  Ab- 

kfirsQDg: 


80  AiidaD,  weil  die  Pimkla  M  nod  Jf  aaf  den  Kegal  lltigea.  UX-, 
geade  Glaieiiaogea  atait: 


.\litj;ethoUt  Von 


Herrn  Doctür  Olle  B9klen 

XM  Soll  a*  N«  In  Ktinigreiali  Wilrlemberir. 


Dta  Gieicbungeii  der  Bbaoan,  welefa!^  den  Kegel  ia  den  Oeraden 
OM  and  Oit  berühren,  aiad: 


3)  zssojf'i'bjff   zs^a'x-^ b'y»  < 

Aoa  I)  und  2)  erfailt  maa  dweb  *  Efbninaliea  anerat  von  h,  und 
daaa  von  e: 
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\ 

Aebnlich  sind  die  Gleichungen  für  n'  uiul  b' ;  mithin  sind  die 
zwei  Wurzeln  von  3)  gleich  a  und  a',  und  diejenigen  von  4)  sjleich 
b  und  6'.  Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  da^is  die  Tangen- 
tial-Ebenen  2;  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  iindet  die  Be- 
dingUDg^leichung  statt:  ^  ■  - 

5)  aa'4*6^'f  ls:0. 

Aus  3)  erhält  man  für  das  Produkt  beider  Wurzeln  das  Glied 
ohne  a,  also: 


ebenso  ans  4): 


mttbin  nach,  5); 

Sollen'  aber  die  BerUhrangslinien  OM  und  Oilf'  auf  einand» 
senkrecbt  ateben«  ao  Auas  die  Gleicbung  atatt  finden: 


7)  ^+5'  +  »-0. 

oder  ' 

Ana  0)  ergibt  aleb  der  Sals  (LebraStae  nnd  Anf gaben 
von  Magnna,  6»32L): 

Die  Durchschnitt!>rmie,  von  zwei  zu  einander  senkrechten 
Tanüiential  -  Eheneri  eines  Kegels  von»  zweiten  Grade  be- 
wegt sich  ebenfalls  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades. 

Pa  die  Tangential*  Ebenen  (Emedgendea)  dea  Enengnagake* 
geia  aenkreeht  ateben  aof  den  Grsengenden  (Tai^ntlal-EbMtn) 
dea  gegebenen  Kegels,  ao  laaaen  aieb  dnreb  Uebertragung  anf 
den  Erglasnngnkegel  ana  manchen  Sfttien  Ober  den  Kegel  nene 
alMten,  «robei  man  an  bericküicbtigen  bal»  daas  einet  dnrcb  die 
SpÜie  gehenden  Geraden  (Ebene)  ^ea  eraten  Kegels  eine  dnrcb  die 
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Spitze  fij^ehende  Ebene  (Geraden)  des  zneiten  entspricht  (C  h  as  l  es, 
Ac.  de  Bruxelies  1830).  Wir  ieiteii  aUo  aus  dem  vorigeu  Satz 
diesen  ab: 

Die  Ebene  von  xw^l  za  einander  senkreehteti  Erzeugen- 
den eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  umhüllt  auch  einen 
solchen  Kegel. 

Aus  8)  folgt: 

Die  Durchscbnittsiiiiie  von  zw  ei  Tangential  -  Ebenen  eines 
Kegels  vom  zweiten  Grade,  deren  Berührungsiinien  auf 
einander  senkrecht  steheo,  bewegt  sich  auf  einem  Kegel 
zweiteil  Grades. 

Mit  Hfilfe  des  Ergänzangskegels  findet  man  weiter: 

Die  Ebene  aweier  Erzeugenden,  deren  Taugentiai-Ebenen 
auf  einander  senkrecht  stehen,  umhüllt  einen  Kegel  zwei- 
ten Grades.  n 

Für  die  sphärischen  Kegelschnitte  (Durchschnitte  eines  Ke- 
mels mit  einer  concentrisciien  Kugel)  ergibt  sich  hiernach  folgende 

Zusammenstellung: 

Die  Spitze  eines  von  zwei  Bügen  grusster  Kreise  gebildeten 
rechten  Winkels,  welche  einen  sphärischen  Kegelschnitt  umhüllen, 
beschreibt  einen  zweiten  sphärischen  Kegelschnitt.  Der  Quadrant 
eines  grüssteo  Kreises,  dessen  Endpunkte  sich  auf  einem  sphäri- 
schen Kegelschnitt  bewegen,  umhüllt  auch  einen  solchen  Kegel- 
schnitt Zwei  .weitere  Bogen  grSsster  Kreise,  welche  den  ersten 
sphärischen  Kegelschnitt  In  den  Endpunkten  des  Quadranten  tan- 
giren,  schneiden  sich  ebenfalls  auf  einem  sphärischen  Kegescbnitt. 
Wenn  swei  tu  einander  rechtwinklige  Bögen  grösster  Kreise  einen 
sphärischen  Kegelschnitt  tanglren,  so  umhilllt  ein  dritter  grOsster 
Kreis,  welcher  durch  die  Berfifaruogspunkte  geht,  wieder  einen 
sphärischen  Kegelschnitt 

B.  Von  der  Aufgabe:  „den  Ort  au  finden,  von  wel- 
chem aus  ein  Kegel  zweiten  Grades  unter  einem  gege- 
benen schiefen  Winkel  gesehen  wird'S  theilte  nikir  Herr 
Profitfesor  Banr  an  der  polyteehnischen  Schule  In  Stuttgart  fei- 
gende LSsung  mit 

Gleichung  des  Kegels : 


Digitized  by  Go 


lUr  nouvedies  Atmaies  de  UM.  Terquem  et  Gerono.  ^ 

Gleichunf^  der  Tangential  -  Ebene  im  Punkte  x^i  nach  den  lau- 
lenden  Coordinaten      .     >  *i  J  ^ 

uxi-\-vyi-i^wii=.Ü  mit  der  üedingung  i4t**-|-i^D'^-f  Ci^*  =  0. 

Dto  beiden  dvrch  einen  Punkt  xffz  an  den  Kegel  getegten  Tan> 
gMitial- Ebenen  liefern  also  vier  Gleichongen  folgender  Art: 

iiia;+©i^>4i»iZ  =  0, 

2)  ' 

Der  Winkel  t  swiecben  beiden  Ebenen  wird  gegeben  dareb  fol* 
gende  Gleiebnng: 

C0lS8«S        ■        .  —         -    ■ — jrrr^   ,j 

oder  auch 

Aus  l)  ergibt  sieb: 
ferner  findet  «ieh; 

■ 

C(«0|iii— foitii)*-!-  tit«t)* 
oder  irefSiOgei): 

* 

Setzt  man 

— 2^ii|iis — 2^V|Va  —  "iCwiw^  =  P 

und  acbreibt  die  swet  weiteren  Gleicbangen,  welche  sieb  aa§  der 
letiten  dttfch  Verfaneebiiiig  der  Bttebetabe»  ableltmi  laeaen,  ae 
bat  man: 
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^(»1«;^— ^(«•iMj-- ir^Mi)*  =Wi«^ 
Iii  Folge  denseo  geben  die  CSlelcliiiDgett  4): 


Die  dtei  letsten  Glieder  geben«  wenn 


iet:  ' 


 —  2  Jt/|  Mg  —  2  Z>'  r t  f .2  —  2  Cwi  tgg  P 

weöliuib  diese  Glieder  ersetzt  vverdeu  könneu  durch: 

"~V3?+G?^Jf  -"Aä*»+4^V* 

Hiernach  verwaodeit  sich  o)  in 

Ersetit  man  demgeuSss  in  ^  die  Ausdrucke  mit  »,  e,  «  dareh 
Ihre  Ptopertlonalen*  so  eriiSIt  man  als  Glelebung  des  Teriangten 
Orts: 

0= g5  { (Ä + + (C+  +Xil  -f  il)3J»l«tg««-««-^-f^ 
oder  naeb  der  Bedevtoog  von  Ri 

+  4ii^c(^  +  ^  +  +»»)cotg»« . 
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Oer  Kegel  tot  also  vom  vierteo  Grade,  weil  er  ebeDsowobl  dem 

\VUel  üc— e  «le  den  Wickel  t  genügt. 

« 

C  Eine  Ellipse  erzeugt  durch  Drehung  um  eine  in 
ihrer  Ebene  befindliche  Gerade  eioeo  Wulst«  deseen 
Schnitt  mit  einer  doppelten  Berührungs-Ebene  sieb  anf 
einer  zur  Drehungsaxe  seukreehtenEbene  in  ztveiElllp* 
sen  projicirt»  welclie  einen  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkt In  der  Drehungsaze  haben. 

Beweis.   (Von  Herrn  Professor  U  a  ur).    Der  Kegelschnitt 

1)  0=iir*+^s^+2Ca»H-3i>«-f2£x-|-jfr 

wird  von  der  Geraden  z  =  mx  berührt,  vrenn  die  Gieichung 

zwei  gleiche  und  reelle  Wurzeln  hui,  d.  h.  wenn 

uod  beide  Werthe  vuri  m,  welche  aus  letzterer  Gleichuni,'  folgen, 
werden  gleich  gross  aher  eutgegeogesetzten  Zeichens,  wenn 
EI}=KC;  es  wird  nämlich:  .  ^ 

£»- BK  -  C&^€ßK  -  CE^^BEß  =  £ '  CE:^:^  ' 

Unter  dieser  Voraussetrang  erhalten  die  bctden  ans  dem  Ursprung 
an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangentes  Ton  entgegengesetzten 
Seiten  her  gleiche  Neigung  gegen  die  «-Axe.  Die  Halbmesser 
der  ParaltelkreiHe,  in  welchen  der  Wnlst  tod  einer  im  Abstand 
t  ?en  der  .ry-Ebene  zu  letzterer  parallelen  Ebene  gesehnitten  wird, 
werden  durch  die  Wurzeln  folgender  Gleichung  nach  r  angegeben: 

* 

Setzt  man  2  =  mx  und  a;=:rcostf,  so  ergibt  sich  als  Polarglei- 
chung der  Projektion  der  Scbnlttkurre  der  Ebene  z^mx  mit  dem 
Wulst  folgende  zwischen«  r  und  ti: 

0  ==  ( J  +  2Cmco8t<  +  Bm^cos^u)r^  +  '2(/>-f.£}ncQs  u)r  +  &, 
indem  man  In  1)  «srceetc  und  zs&mreesi»  setst. 
Man  setze 

„_  E  ,  BE  ,  B  AB— CD 
P  g.  t  =  a»"*  =  Z?  <ig-iU> 
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und 

wodarch 

.  .         AE-~  CD  fB    M\     ,  ÄE 

wkdy.fo  verwaodelt  sich  die  vorige  Giei«ba»g  in  folgende« 

0  =s  (l-^^ein  ^a\^U  coe  u  eo8«-|-«*co8^)r*— S/n-C  1  +  e  coe«  ccis  u) 

^  (1  -|-  «  cos  o  co£i m)*— c^sin  *a «in     J  r* 

— |ir  I  l-K^cofiocosH-f  io«eiDtt-|-l-|-ceeeoeiieif -^ceiDosiDtt  l^fii* 


]-f  ece8(a=Fti)* 


Diess  ist  ili»'  («leichung  zweier  Kegelschnitte  mit  geiucinschaft- 
Ucbein  i^rennpunkt  iiii  Ur^prun«^,  deren  Axen  mit  der  -|-a;-Axe 
nach  entgegengesetzten  Selten  hin  den  Winicel  a  machen. 

D.  ElneFigar  bevregt  aicii  aJiAe  Verändefrnig  ibret 
Geatalt  aa,  daaa  drei  Gerade,  deraelbea  Je  eine  kreie- 
£volTeate  ambdllen;  aladann  Ist  dieaa  aucb-be'i  jeder 
Wkeiteren  Geraden  in  der  Fignr  der  Fall. 

\.  Wenn  isich  ein  Po!y!»on  ohne  Veränderung  sei- 
n  e  r  Ij  e  s  t  a  1 1  (  M  o  h  1  a  Ii  e  r  s  e  i  n  e  r  (>  i  < )  s  s  e  )  ,s  o  bf  w  e  g  t ,  d  a  s  s 
von  drei  nicht  in  Einer  Ecke  z  u  s  a  m  um*  1  o  >  s  o  r»d  tMi  Li- 
nien (ienselben  (Seit«»n  oder  Diag o  na  I  e  »1  )  sich  jede  ura 
ei  nen  in  i  h  r  ii  el  i  ii  d  I  ic  h  e  n  festen  Punkt  dreht;  so  dreht 
sieb  auch  jede  andere  Linie  des  Polygons  um  einen 
in  ihr  befindlichen  festen  Punkt.  Die  Drehungspuiikte 
!«ätn in ti ic her  in  Einer  Eck<*  zusaninienstossendeii  Li- 
n  i  e  n  I  i  ege  n  a  u  I  einem  Kreit»,  d  e  r  d  u r c  h  d  i  c s  e  E  c k  e  g  e h  t. 
Man  erhält  somit  fü  r  jede  Ecke  des  P  o  l  y  2  o  ri  s  einen 
Kreis;  alle  diese  Kreise  haber^  einen  geiuuiusaiaen 
Du  rch  s  c  h  nittspunkt. 

Man  nehme  zunächst  an,  dass  zuei  durch  die  Ecke  A  des 
Polygone  gebende  Linien  aiob  uai  feste  Fnnkte  drehen ;  da  bei 
der  angegebenen  Bewegung  das  Polygon  seine  Gestalt  beibehal- 
ten soll,  so  müssen  die.Winkei  aller  in  A  zusaromenstossenden 
Linien  konstant  bleiben,  woraus  nit  Hülfe  dea  Satzes,  dass  glei- 
eben  Peripbeciefriaiteta  gfteicbe  Bifen  entepreeben,  aogleieb  folgt. 
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alle  durch  A  ueberiile  Linien  au  h  \\\\\  l'este  Punkte  drehen 
luüäiäent  welche  aui  (l<»r  Peripherie  eiiie^  Krei^e^s  ()ur<!h  A  liegen. 
Wenn  si<  Ii  »un  eine  durch  eine  andefe  Kcke  B  des  Polygons 
flöhende  Lirtie  ebenfalls  um  titiieii  le.sfen  Punkt  dreht,  so  müssen, 
da  riaeh  dem  Vorhergehenden  am  .1  Ali  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht,  allo  in  B  zu.samineii8to8si»nden  Linien  sich  un»  feste 
Punkte  drehen,  «iie  ebenfalls  auf  Einem  dui  rli  U  gehenden  Krei^ie 
liegen.  Es  sei  ('  eine  dritte  Ecke.  I>ie  Linien  CA  und  CB  dre- 
hen sich  um  feste  PnuLle,  al.so  tliuii  es  auch  alle  »ihrigen  durch 
ü  54ehenden  Lhiieii  u.  s.  f.  INLin  nehme  irj^end  drei  von  den  durch 
die  Ecken  des  Polygons  gehenden  Kreisen;  dass  sich  dieselhen 
in  Einem  Punkte  schneiden,  lässt  sich  sehr  leicht  beweisen.  Zu  ei 
derselben  und  ein  vierter  Kreis  schneiden  sich  somit  auch  in 
Einem  Punkte ,  milhln  schneiden  sich  alle  vier  Kreise  in  Einem 
Pankte  a  s.  vr. 

2.  Dreht  sich  hei  der  im  vorij^en  Satz  genannten  Bewegung 
des  Polyiiorjs  heim  ücherga»ig  von  einer  Laj^e  in  die  andtTo  eine 
Linie  um  einen  Winkel  «r,  so  dreht  sich  auch  jt-<le  andere  Linie 
um  den  Winkel  «.  Man  uberzeugt  sich  davon  leicht,  wenn  man 
(iiitch  ein<in  fesfeii  Punkt  Parallelen  mit  alh-n  i^inieu  des  Poly- 
gons zieht.  Die  Winkel,  welche  <!iese  Parallelen  unter  einander 
bilden,  müssen  konstant  bleiben,  weil  das  Polyijon  seine  CJestalt 
nicht  ändert;  dreht  sich  also  Eine  solche  Parallele  um  den  Win- 
kel     öo ^drehen  sieb  auch  alle  andern  um  diesen  Winkel. 

3*  £«  seien  t,  r\  dre\  konstante  GrOaeen;  man  siehe  mit 
drei  Linien  dee  Poljf^ris  ParaUeieii  in  den  AhetSaden  nr,  r'«, 
f^^a,  welche  ein  Dreieck  leiden.  '  Oereb  weitere  Siehneg  vea 
Parallelen,  zunfiehet  doreb  die  Ecken  dieses  Dreiecke  und  dami 
doreh  die  neuen  sich  ergebenden  Scbnittpnakte  mit  den  entnpfe- 
ebenden  Linien  des  gegebenen  Pblygons,  erbllt  man  ei«  zweites, 
dem  ersten  ähnliches  und  •  fflr  jeden  Werth  von  tc  voltständig  be- 
stimmtes Polygon.  Der  Abstand  irgend  einer  i^ierfen Seite  oder 
ib^es  Urebnngspunkts  im  gegebenen  Polygon  von  der  ihr 
*  entsprechenden  parallelen  Seite  im  sweiteo  Polygon  iet  gegeben- 
darch  eine«  Anadrack  von  der  Form 

,4t,rw-f  Är'«  +  ci^a^aiar-^br'  +  er"), 

in  welchem  a,      c  konstante,  nur  von  den  Winkeln  des  gege- 
benen Polygons  abhängende  Grüsstn  s'mmI.    Der  aligemeine  Aus-  , 
druck  des  Ahstands  irjend  einer  Seite  ili  >  ziveiten  Polygons  von  ' 
dem  lesteu  ürehungspunkte  der  parallelen  Seite  ist  soudt  < 

# 

wo  A  doe  Konstante  bedeuleti 
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4.  Wenn  cine'gerade  Linie  in  einer  Ebene  sich  80  bcwc^,  dae^» 
ihr  Abstand  von  einem  festen  Funkte  proportional  ihrem  DrebuDgs. 
winke!  ist,  so  umhüllt  «ie  die  Evolvente  eines  Kreiäea,  dessen 
Mittelpunkt  der  teste  Ponkt  ist.  Unter  Drebun^^wlnkel  ist  der 
Winkel  verstanden,  welchen  die  Gerade  in  irgend  einer  Lage 
mit  ihrer  nrsprfiogUchen  Richtung  bildet»  wo  sie  durch  den  festen 
Punkt  ging. 

&  Wenn  sieh  die  beiden  in  3.  hetrachteton  Polygone  drehen»  • 
so  DtnlifiUea  die  Seiten  des  «weilen  Evolventen  von  Kreisen«  i^elche 
in  den  festen  Drehungspunkten  der  Seiten  des  gegebenen  Poly* 
gons  ihre  Mittelpanicte  haben ;  denn  die  Abstände  r*a,  r"a, 
ka  sind  dem  Drefanngswinkel  a  proportional.  Da  nun  durch  die 
Bestimmung  der  Constanten  r,  r',  v**  und  also  der  Abstinde  T% 
r'a,  r"a  dreier  SeiteO'  des  zweiten  Polygons  von  den  entsprechen* 
den  Drehnngipnnkten  aneh  der  Abstand  k,u  irgend  einer  weite* 
ren  Seite  von  dem  entsprechenden  Drehungspunkt  gegeben  Is^ 
so  folgt  hierans  der  oben  nnter  D.  mi^etbeilte  Sdts» 

Ann  der  obigen  Damtellong  gebt  noch  weiter  hervor:  Die 
Mittelpunkte  aller  Kreise»  deren  Evolventen  von  sol- 
elien  Geraden  des  Polygon«  nmkfillt  werden^  die  In 
einer  Ecke  converglren^  liegen  Je  anf  Einen  Kreise. 
Jeder  Ecke  des  Polygons  entspricht  also  ein  derarti' 
ger  Kreis.  Alle  diese  Kreise  haben  einen  geinelnsanen 
^  Schnittpunkt* 

6.  Es  ist  nicht  nothwendig,  dass  die  Abstände  ra,  r'a,  r"«, 
Att'alie  mit  a  verschwinden,  oder  dass  die  Geraden  des  Polygon« 
zugleich  durch  den  Ursprung  der  Kreisevolventen  gehen.  Man 

kann  z.  B.  statt  ru  auch  r(a — a')  setzen,  wo  a*  ein  konstanter  Win- 
kel ist;  dann  verwandelt  sich  !:ci  in  hu  -  rn' ;  die  Polygonseiteo» 
deren  Abstände  von  den  Kreisiuitlelpnnkteii  r(a— 7«')  und  /»— rs* 
sind,  umbiiiiea  auch  jetzt  noch  üreiscvolveoten. 

7.  Man  nehme  an,  die  Grössen  r,  n*,  r^,  seien  nicht  konstant 
sondern  Functioneo  des  IXrehongs winkele  a.  B.  =0^. Consta,' 
so  ist  anch  Jfc=:«p.const'  Hierauf  beruht  der  Satis  Wenn 'ein 
Polygon  ohne-  VevKndernng  aeiner  Gestalt  (aber  sei- 
ner  GrOsse)  sich  so  bewegt,  dass  drel.seiner  iSelten 
CuTven  umhüllen,  hei  welchen  der  Abstand  der  Tan« 
genta  von  einem  festen  Punkt  der  mten  .Potena  des 
Winkels  proportional  ist«  welchen  die  Tangente  mit 
einer  festen  Geraden  bildet,  so  umhflllen  auch  alle 
flbrigen  Seiten  des  Polygons  derartige  Onrven«  Die 
festen  Punkte  liegen  anf  Kreisen,  wie  in  Ö. 
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Eine  weitere  Verallgemeinerung  ist  diese:  Wenn  die  Functio- 
nen r\  r"  die  Form  haben  coost.  ^ a**. coust.-i-... so  hat 
aaeb  k  diese  Form. 

.  8.  Bei  Anwendung  der  Transformation  dnreh  reeiproke  Ra- 
dienvektoren auf  die  Figur  des  ersten  Satzes  verfraodelt  sich 
die  Ebene  in  eine  Kugel,  die  Seiten  des  Polygons  werden  z^h 
Kreisen,  die  einen'  gemeinecbaftlichen  Durcbecbnittspunkt  O  ha> 
ben,  die  Winkel  zwischen  zwei  Polygonseiten  und , den  entspre- 
chenden Kreisbogen  bleiben  sich  gleich,  mithin  hat  man  den  Satz: 
Auf  einer  Kugel  bilden  mehrere,  dnrcb  Einen  Punkt 
O  gehende  Kreise  mit  ihren  übrigen  Di^rchschn it- 
tea  ein  Kreisbogenvieleck»  welches  sieh  so  bewegt«  , 
dass  die  Winkel,  die  je  zwei  Kreisbogen  in  ihrem 
Durchschnitt  mit  einander  bilden,  konstant  sind»  und 
dass  von  drei  nicht  in  Einer  Ecke  zosammenstossen* 
den  Seiten  des  Vielecks  sich  jede  um  einen  in  ihr  lie- 
genden  festen  Punkt  (ausser  O)  dreht,  so  dreht  sieb 
auch  jede  andere  Linie  des  Vielecks  am  einen  in  ihr 
liegenden  festen  Punkt.  Die  Drehungspunkte  sämmt- 
licher  in  Einer  Ecke  zusammenstossenden  Linien  lie- 
gen auf  einem  Kreise^  der  durch  dieseEcke  gebt.  Man 
erhält  somit  für  jede  Ecke  des  Vielecks  einen  Kreis, 
welche  alle  eioen  gemeiosanien  Dnrobsebnittspnnkt 
haben. 


« 
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Ueber  die  Rektifikation  der  Linien  auf  den  Fläehea. 

Von 

Herrn  Doctor  Olfo  Bd'Jblen 

XU  Sulz  a.      iiu  Königreich  VVürtt* iii  hcr^;. 


1.  Gageben  sind  zwei  Flächen  oad  aaf  einer  der- 
selben liegt  ein  fester  Punkt,  ▼on  «reichem  ein  Faden 
Ton  unrerfinderlicher  Lftnge  ausgeht,  der  über  beid^ 
Flächen  gespannt  ist,  so  dass  er  auf  der  ersten  eise 
geodätische  Linie,  dann  eine  gemeinschaftiiche  Tan- 
gente der  zwei  Flächen  und  endlich  wieder  eine  geo* 
dätische  Linie  auf  der  aweiten  Fläche  bildet.  Wenn 
sich-  nun  der  Faden  um  dei^  festen  Punkt  dreht,  so  be- 
schreibt sein  beweglicher  Endpunkt  auf  der  sweiten 
Fläche  eine  CurTe»  die  der  Faden  flberall  rechtwink* 
II g  schneidet  A  sei  der  feste  Punkt»  AB  und  AC  sind  awei 
sehr  nahe  Lagen  des  Fadens;  wäre  der  Winkel  bei  B  schief,  so 
konnte  man  CD  senkrecht  auf  BC  ziehen;  dann  wäre  in  dem  ud- 
endlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreieck  BC/>,^/>  die  Hypote- 
.  nnse»  somit  grOsser  als  CD%  mithin  wtirde  ADi-DC  < 
AD-^fiB,  K  AB,  KAC  sein,. was  sich  mit  der  Bedingung  nicht 
▼ereinigen  lässt,  dass  A  C  ein  gespannter  Faden  sein  soll.  Dieser 
Satz  hat  auch  dann  noch  seine  (leltung,  wenn  sich  die  er^te  Fläche 
auf  einen  Punkt  reducirt;  man  erhält  dann  folgendes  Corollar: 

^»  Wenn  einer  Fläche  ein  Berühruitgskegel  um' 
schrieben  Ist,  nnd  jede  Erzeugende  des  Kegels  auf  der 
Fläche  durch  eine  geodätische  Linie  verlängert  wird, 
so  dass  die  Länge  der  Erzeugenden  und  der  geodätl- 


Digitized  by  Go  ^v,i^ 


d€r  Unten  auf  lät»  fläeken.  83 

•eheo  Linie  ^ananinieii  konstant  Ist,  so  schneiden  die  < 
geodätischen  Linien  die  Verbindung.«ilinie  ihrer  End- 
punkte auf  der  Fläche  rechtwinklig.  Lies^t  aber  der  feste 
Punkt  aof  der  «weiten  Fläche  selbst,  so  ergibt  sich  der  hokanute 
Satz  von  Gauss  (Disquisitiones) :  Die  von  einem  i^uiiict  einer 
Fläche  aus  gczag^encri  gleich  lans^en  geodätischen  J^inien  sehnet- 
den  die  VerbiodaDgaiioie  ihrer  Endpunkte  rechtwinklig, 

» 

Die  Gonverse  des  ersten  Safses  lantet  so: 

3.  Gegeben  sind  zwei  Flächen  und  auf  einer  der- 
selben ein  fester  Punkt,  von  welchem  ein  Faden  von 
uu  V  e  r  ?i  n  d  e  r  Ii  ch  er  Länge  ausgeht,  der  über  beide  Flä- 
chen so  ijespaiint  ist,  dass  er  auf  der  ersten  eine  geo- 
dätische Linie,  dann  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
beider  Flächen  und  endlich  auf  der  zweiten  auch  ©ine' 
geodätische  I^itiie  bildet.  Wenn  8ich  nun  der  EYidpunkt 
des  Fadens  auf  der  zweiten  Fläche  so  bewegt,  dass 
die  von  ihm  beschriebene  Cnrve  uherall  von  den»  Fa- 
den 8«'nkrecbt  geschnitten  wird,  so  hat  der  letztere 
eine  unveränderliche  Länge.  AB  und  AC  s\i\(\  zwei  sehr 
nahe  Lagen  des  Fadens  und  die  Winkel  bei  U  ihkI  C  rechte. 
Wäre  ntiti  AB*>  AC,  ho  könnte  man  aul  AB  den  Punkt  />  an- 
nehmen, so  dass  AO  =  AC.  Dann  mösste  nach  I.  der  Winkel 
DCA  ein  rechter  sein,  was  mit  der  Bedingung  nicht  übereinstimmt, 
dass  Winkel  BCA  —  W^  sein  soll.  Dieser  Satz  gilt  auch  dann 
noch,  wenn  sich  die  erste  Fläche  auf  einen  Punkt  reducirt;  es 
ergibt  sich  dann  die  Converse  von  2.: 

4»  Man  Terlftn^ere  alle  Ersengenden  eine«  BerQh» 
roQgskegels  einer  Flache  durch'  geodfttieche  Linien, 
tto  (daea  sie  die  Verblndnngalinie  ihrer  Endpunkte 
senkrecht  treffen;  dann  Ist  die  Summe  jeder ,  Ersen- 
genden  und  ihrer  geodätischen  Verlängerung  konstant. 
Liegt  der  feste  Ponkt  endlich  anf  der  zweiten  Fläche,  so  felgt 
dieser  S^ts:  Wenn  die  von  einem  Punkt  auf  einer  Fläche  aus 
gezogenen  geodätisehenLinien  die  Verbind ungnünle  Ihrer  Endpunkte 
rechtwinklig  treffen,  so  sind  sie  gleich  lang. 

Die  genannten  Theoreme  lassen  sich  noch  auf"  zuei  Art(  n 
•verallgemeinern,  die  aber  bloss  angedeutet  werden  mögen:  wir 
können  in  1.  statt  des  festen  Punkts  A  eine  beliebige  Curve  an- 
nehmen, von  deren  einzelnen  l*unkten  unter  rechten  Winkeln  ge« 
spannte  Fäden  v«»n  unveränderlicher  Länge  ausgehen.  Ferner 
Weiht  die  Beweisführung  dieselbe,  ob  der  gespannte  Faden  direkt 
auf  die  /.weite  Fläche  flbergeht,  oder  ob  er  vorher  eine  Heihe 
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von  ?nis(  lieii  liegeiHlon  I  hit  }i<  n  ,  jede  in  einer  geudätiscb^^ti  l^itiie, 
überschreitet;  die  alla<^meiuste  Fanauug  des  «r»t«H  SaUe«  und 
«einer  Douvorse  3.  iautet  aJsot 

5.  .GegebeD  Ut  eiue  Reihe  Ton  PIftcheo,  und  auf 
der  ersten  eine  Cnrve,  von  deren  einzelnen  Punkten 
unter  rechten  Winkeln  gespannte  Fäden  von  unver- 
änderüober  Lftnge  anegehen,  die  Ober  die  andere  ii  Flä- 
chen hjngebe/i  bis  zur  letzten,  so  dass  sie  auf  jeder 
Fläche  eine  geodätische  Linie  und  zwischen  je  zwei 
FIftchen  eine  gemeinsame  Tangente  bilden.  Diese  Fä- 
den schneiden  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  . 
auf  der  letzten  Fläche  rechtwinklig.  Umgekehrt: 
schneiden .  sie  diese  Verbindungslinie  rechtwinklig, 
so  sind  sie  von  gleicher  Länge. 

0.  Yjs  sind  zwei  Flärlion  gegeben  und  aul  der  ersten 
fWei  feste  Punkte  A  n  n  d  />.  Ein  l\aden  ist  durch 
einen  8tift,  dessen  Spitze  über  die  zweite  Fläche  hi«" 
gleitet,  so  gespannt,  dass  er  von  A  aus  gehend  sish 
.über  die  erste  Fläche  in  einer  geodätiscben  Linie  biegt, 
hierauf  eine  gemeinschaftliche  Tangente  heider  ITIi- 
eben  und  dann  wieder  eine  geodätische  Linie  aaf  de^ 
zweiten  Fliehe  bis  zum  Stift  bildet.  Der  andereTheil 
des  Fadens  besteht  von  da  aus  wieder  ans  einer  geo- 
dätischen Linie  auf  der  zweiten  Fläche,  aus  einer  ge- 
meinschaftlichen Tangente  beider  Flächen  und  an« 
einer  geodätischen  Linie  bis  B.  Wenn  ^ich  der  Stift 
bewegt,  so  dass  der  Faden  gespannt  bleibt«  so  bildet 
die  ron  ihm  beschriebene  Curve  mit  den  beiden  In 
jedem  Ihrer  Punkte  susammenlaufenden  Fadenstileken 
gleiche  Winkel*  Um  dless  an  beweisen«  nehmen  wir  (Taf^I. 
Fig.  4.)  zwei  sehr  nahe  Punkte  o  und  auf  der'  vom  SjaSt  he* 
schriebenen  Curre  an«  so  dass  also  oo'  eine  Tangente  Ist«  und 
liehen  om  senkrecht  auf  Ao* ,  o'm'  senkrecht  aof  Bo;  nun  ist: 

Ao+ßa^Aof'i'Bo'»  Ba:szBm''tm*Op  Ao^ s:iAm^m0' 

mithin : 

.tlo -i- ^m' -f  fn'o;=      -f  mo' -I- i^o'. 
Nach  1«  aber  ist: 

» 

AoszAm  und  Bm' ^  Bn^ ,  also  m'o=mo'. 

Die  ^beiden  mendllch  kleinen  Dreiecke  oo'm  und  aoV  hibeo 
also  die  Hypotenuse  oo^  gemeinschaftlich« .  und  die  Gathefemir  om' 
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and  o'm  gleich,  mithin  sind  sie   kon<^rueiit,  woraus  »ofcirt  dit 
Gleichheit  der  Winkel  m'oo'  and  mo'o  folgt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  sehr  leicht  ninkeliren.  ueiin  man  an- 
nimmt, dass  die  Curve  auf  der  zweiten  Flache  «jegelieii  ist  und 
von  derselben  unter  gleichen  Winkeln  die  beiden  Fadenstüeke  nach 
den  festen  Punkten  A  und  ß  der  zweiten  Fläche  t<o  ausdrehen, 
da^is  jedes  »Stück  zwei  i;eor]atische  Linien  auf  den  Flii(  Iumi  und 
zwischen  beiden  eine  gemeinsame  Tangente  bildet;  es  muss  nun 
die  Summe  der  beiden  Fadenstüeke  konstant  sein.  Der  Befreie 
Mgt  aus  dem  ^dritten  Satze* 

Mit  Rücksicht  auf  5.  gelangen  wir  ku  folgender  Verallgemei- 
oerung  von  6. : 

7.  Es  ist  eine  Anzahl  von  Flächet)  gegeben,  und 
auf  der  ersten  Aind  letsten  liegen  zwei  Curven;  ein 
Faden  geht  von  der  ersten  Curve  rechtwinklig  aus,  so  ' 
dass  das  eine  Stück  über  mehrere  der  gegebenen  Flä- 
chen gespannt  ist»  abwechshmgsweise  au»  geödäti* 
seheo  Linien  und  genieinscbaftlicben  Tangenten  be- 
stehend;  das  andere  Stfick  (^eht  von  der  aweiten  Curve 
rechtwinklig  ans  und  ist  auf  ähnliche  Weise  fiber  d^e 
andern  Flächen  gespannt;  der  Punkt»  in  welchem  beide 
Padenstlicke  susammentreffen»  beschreibt  auT  einer 
der  genannten  Flächen  eine  Cnrve«  mit  welcher  die 
beiden  Theile  des  Fadens  gleiche  Winkel  bilden. 

Bei  der  Bewegung  eines  gespannten  Fadens,  der  von  einem 
festen  Punkte  A  einer  Fläche  ausgeht,  sind  zwei  Fälle  zu  ufVter- 
scheiden:  der  gewöhnlichste  Fall  iü^t  der,  wo  der  Faden  in  jeder 
Lage  eine  andere  von  A  ausgehende  geodätische  Linie  bildet; 
die  Bewegung  kann  aber  auch  so  sein,  dass  der  Faden  auf  der 
Fläche  nur  Eine  von  A  ausgehende  geodätische  Linie  bildet. 
Kinn  isit  die  Ebene,  welche  durch  zwei  auf  einander  folgende  Lagen 
desjenigen  Theils  des  Fadens  bestimmt  wird»  der  eins  gemein* 
schaflllche  Tangente  beider  Flächen  ist,  eine  Oskulations*£bene 
an  Eadponkt  der  geodätischen  Linie  auf  der  ersten  Fläche,  also 
nermal  auf  dieser»  und  eise  Tangential -Ebene  im  Anfangspunkt 
der  geodätischen  Linie  auf  der  swelten  Fläche.  Dieser  spezielle 
Fall  trifft  zu,  wenn  beide  Flächen  die  Krfimmungsmittelpankte  Einer 
dritten  Fläche  enthalten;  alsdann  stehen  ihre  scheinbaren  Um- 
risse, von  jedem  Punkte  des  Raumes  aus  gesehen»  auf  einander 
senkrecht.  Die  Tangenten  aller  geodätischen  Linien,  welche  die 
gemeinsehallHche  Durchschnitts-  (ond  KrOmmungslinie)  beider 
Flächen  berühren,  tangiren  die  zweite  Fläche.  •  Der  in  L  gege- 
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beoe  Beweis  passt  auf  alle  FSlIe ;  mitbin  gilt  diesa  auch  ▼on  dem 
Beweis  des  Satzes  6. 

8.  Gegeben  sind  zwei  Fläclieii»  und  ant  der  ersten 
zwei  feste  Punitte^  und  C  Aufder  zweiten  ist  eine  Curve 
gezogen»  w.e lebe. die  Eigenschaft  bat,  dass  die  Differenz 
der  Längen  von  den  beiden  Fäden,  die  sieb  von  jedem 
tbrer  Punkte  aus  naeb  A  und  C  bin  spannen  las8eD, 
konstant  ist  Alsdann  wird  die  Curve  den  Winkel  der 
Fon  irgend   einem  ihrer  Punkte  ausgehenden  F.^iden 

'  Ii  al  b  i T eil«  Es  seien  (Taf.  1.  Fig.  5.)  o  und  o'  zwei  sehr  nabe  Punkte 
der  Garve»  mitbin  ist  oo'  eine  Tangente.  Wir  ziehen  om  senk- 
recht  auf  Äo',  und  o'mf  senkrecht  auf  Co;  nun  ist: 

Ao  —  Co  =  Ao*  —  Co',   Co  =  Cm!  \  m'o,  Ao'  =  Am  —  mo* ; 

somit: 

Ao  —  Cm'  — m'o  =  Am  —  mo'  —  Co', 

Naeb  I.  ist; 

Ao=iAm  und  Cm'^Co',  also  auch  m'o  =  mo\ 

Die  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreiecke  oo'ei  und  oo'm' 
.  haben  somit  die  Hypotenuse  oo'  gemein»  nnd  die  Catheten  m*o 
und  mo'  gleich,  sind  also  kongruent ,  woraus  sich  sofort  die  Gleich- 
heit der  Winkel  m'oo'  und  mo'o  ergibt.  "  • 

Es  leuchtet  von  selbst  ein»  dass  dieser  Sat^,  sich  ebenso 
umkehren  läset  wie  6.  und  verallgemeinern  wie  7. 

9.  Die  Sätze  6.  und  8.  gelten  auch  dann  noch,  wenn 
sich  die  er^le  Fläche  auf  zwei  feste  Punkte  A  und  B 
reducirt.  Diese  Punkte  können  entweder  ausserhalb 
der  zweiten  Fläche  oder  auf  derselben  liegen.  (Der 
letzte  Fall  wurde  vom  Verfasser  früher  behandelt  bei  Seh iTim lieh 
HL,  welcher  Aufsatz  in  die  nouv.  Aonales  von  Terquera  uod 
Gerono»  1859^  überging.) 

1€l  Auf  einer  Flftcfae  ist  eine  Curve  gegeben;  eineD 
Tbeil  dieser  Curve  umfasst  ein  geschlossener  Faden 
von  unfer&nderlicher  Lftnge,  welcher  durch  einen 
Stift  gespannt  ist,  dessen  Endpunkt  auf  einer  zwei- 
ten FiScbe  sieh  bewegt  und  auf  derselben  eine  Curve 
beschreibt,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  mit 
den  in  jedem  ihrer  Punkte  zusaninienstosseuden  Thei- 
ien  des  Fadens  gleiche  Winkel  bildet.  Lm  sich  hiervon 
zu  überzeugen,  wende  man  den  Beweii»  des  Satzes  6.  auf  Taf.  1. 
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Flg.  4  «B»  Die  Cam  ilB  itt  gegebeu ;  gespaoMe*  Fadcir 
bMcbrelbt  auf  dei  sireiteo  Flftche  die  Cahre 

* 

Zu  beraerken  ist,  das»  die  Summe  der  von  o  ausgehenden 
Fadenstuclce  weniger  der  Summe  der  von  o'  aussgehf  nder>  gleich 
der  Differens  der  uinapannteB  Bögen  der  gegebenen  CinTe  ist«  oder 

4,  oC—  (o*B  -I-  o'/>)=;  ADC—BCD; 

diese  Gleichon^  gilt  nicht  bloR«:.  wenn  die  i'uitkttj  o  und  n'  un> 
endlich  nahe  bei  einander  sind,  sondern  für  eine  beliebige  Lage 
derselben  auf  der  Curve.  in  Tai.  1.  Fia-  5.  ist  die  Curve  00'  auf 
der  zweiten  Mäche  so  beschrieben,  dass  die  Differenz  der  von 
0'  ausgehenden  gleich  der  Differenz  der  umspannten  Bogen  der 
gegebeueu  Curve  ist,  oder:  , 

qA-oC-  io*D  —  o'  ^) = ADB^  DBCi 

man  .erhält  dann  folgenden  ieicbt  zu  beweisenden  Satz : 

11.  gegeben  sind  swei  PiScbeD,  und  auf  jeder  eine 
Curve»  Wenn  die  letztere  die  Eigenecb^aft  bat,  daee* 
wenn  jnee  von  zwei  beliebigen  Punkten  derselben  ans 
geepannte  Fäden  siebt»  welche  die  erste  Curve  tangi- 
ren,  die  Diffeiess  der  vem  ersten  Pnokt  ensgebenden 
Fadene^lieke  weniger  der  Differenz  der  vom  sweiten 
Ponkt  ausgehenden  gleich  der  Differenz  der  umspann- 
ten Bögen  ist»  so  balbirt  sie  den  Winkel  beider  Faden- 
stOcke.  Die  Umkehrung  Ton  10.  und  11.  ergibt  sich,  weiiu  ver- 
ausgesetzt wird,  dass  die  in  0  suiaBiDieDtreffeiiden  FadenetOeke 
gleicbe  Winkel  mit  der  Curve  oe'  bilden. 

Wenn  man  den  gespannten  Fäden  verschiedene  Längen  gibt, 
so  entsteht  eine  Reihe  von  Cnrven  00',  die  sich  aus  Einer  Cnrve 
Aß  ableiten  fassen.  Die  nach  10.  abgeleiteten  Curven  bilden  Ein 
System  und  die  nacb  11;  abgeleiteten  das  andere«  Beide  Systeme 
sind  ortbogonal.  Wenn  beide  Curveo  AB  und  ao'  aiiTEIner  Fläche 
liegen,  se  liefern  die  8itie  10.  und  11«  ,  mit  ihren  Umk^rungen 
diese  Tbeoreme: 

12.  Wenn  ein  Theil  einer  Gurre  auf  einer  Klicbe 
von  einem  durch  einen  Stift  gespannten  Faden  um- 
schlossen wird,  so  beschreibt  dieser  Stift  auf  dersel- 
ben Fläche  eine  Curve,  welche  den  Nebenwinkel  der 
Fadenstücke  balbirt,  umgekehrt:  haibirt  eine  Curve 
den  Nebenwinkel  der  geodätischen  Tangenten,  die 
sich  von  jedem  ihrer  Punkte  an  eine  zweite  Curve 
sieben  lassen,  so  ist  die  Summe  dieser  Tangenten  und 


■ 


Digitized  by  Google 


88  Bükisn:  VsUr  m$  MASHMto» 

4mm  ron'ihmmn  aiehl  «nifteblosAtMK  Tlieil«  dmt  aw«!« 

13.  Auf  t'iTier  Fläche  liegen  zwei  CiirvriM  letztere 
hat  die  Ei^etiüchaft,  dass,  weno  man  von  zwei  belie- 
bisren  Punkten  derselben  aus  au  die  erste  geodätische 
Tangenten  zieht,  die  Differenz  der  voin  ersten  Punkt  , 
ausgehenden  Tangenten  weniger  der  DiCrerenz  der 
vom  zweiteu  Punkt  ausgehenden  gleich  der  Differenz 
der  unispännten  Bögen  der  Curve  ist.  Dann  halbirt  die 
zweite  Curve  den  Winkel  der  von  jedem  ihrer  Punkte 
ausgehenden  geodätischen  Tangenten.  Umgekehrt: 
halbirt  die  zweite  Curve  den  Winkel  der  von  einem 
Ihrer  Punkte  a fi  die  erste  gezogenen  geo d äti sehen  Tan- 
genten, so  ist  die  Differenz  der  von  irgend  einem 
ihrer  Punkte  ausgeheiiden  geodätischen  Tangenten 
weniger  der  Differenz  der  von  einem  zweiten  Punkte 
ausgehenden  gleich  der  Differenz  der  umspannten  Bö- 
gen der  ersten  Curve. 

Wir  woIIm  michst  dieSüio  10.  — 13.  auf  die  Flächen  zwei- 
teo  Grades  anfranilen;  nnd  zwar  sei  die  erste  Fläche  ein  Ellip* 
seid  (p)  und  di«  svrelt»  ein  eiamaatHges  ÜypwhtloM  Qi,),  wekhM 
diese  Gleichengen  entspreehen: 

Das  homofofcale  xweimaiitiige  Hyperboloid  (v)  onteprieht  der  Fovtn«! 

Die  GlelobiiBg  der  geedütufhett  Llnlee  auf  (^)  iit  (siehe  den  Alf-  x 
sats  des  Ver&iisers  Uber  elliptische  Goordioaten»  direblv. 
Tbl.  XXXIV.  Nr.  XIX.  3eite  312.): 

I  ist  der  Winkel,  welchen  die  geodätische  Linie  im  l^utikt  (ojuv) 
mit  der  Krümmungsiinie  jtt  =  const.  aut  (^)  macht;  a  ist  die  grosse 
Halbaxe  des  einniantligen  llv  [»<^rlioloids  (a),  welches  alle  Tangen- 
ten der  geodätischen  Liuie  berühren.    Die  vorige  Gleichung  gibt:. 

■ 

mithin  gehen  durch  den  Punkt  (pf^v)  auf  (q)  zwei  geodätische 
Idaieii,  welehe  mit  der  KrOmmuiigslloie  f»sseoast  giekbe  Wis- 
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kel  hiUlen  und  deren  'rangenten  da8  lioiiuifolrale  Hy|>erl>oloid  {u) 
l>erülireij;  uehörig  verlSfiffert  werden  also  diese  zwei  geodäfiMciieii 
Linieu  den  Dviroh^chiiitl  der  Flächen  (a)  und  (^),  odt  r  die  Krüm- 
aiuQgsliDie  a  =  const.  aut  (^)  berühren,  somit  können  wir  deit 
Satz  12.  anweaden  und  erhaUen  nachstehendes  Theorem  von 
Cbasles: 

13.  Wenn  ein  Theil  von  einer  Kriiniinangslinle  auf  einer  cen- 
triscben  1  lache  zweite!»  Grades  durch  einen  iieschlossenen  Faden 
foo  unveränderlicher  Länge  ninspannt  \^ird,  df»r  durch  einen"  Stift 
gespannt  ist,  so  beschreibt  der  Endpunkt  dieses  Stifts  auf  der- 
selben Fläche  eine  andere  die  erste  einschliesi»enUe  Krü'mniungs- 
Hiiie  desselben  Systems. 

Wir  wollen  annehmen»  ADCB  (Taf.  L  Fig.  4.)  «el  die  erste 
and  oo'  die  zweile  Krfinimungslinie,  welche  nach  13.  hescbriehen 
ist  Beide  liegen  aof  JDCB  ist  der  Durcbscbnitt  des  Ellip- 
9otds  {q)  und  des  bomofokalen  Hyperboloids  (a).  Da  sfimmtliche 
Tangenten  der  geoditiachen  Linie  oA  (a)  berühren,  ao  ISaat  sieh 
uf  oA  ein  Pankt  finden«  ao  daaa»  wenn  man  In  demaelben  die 
Ttneente  von  oA  aleht  und  dieaeihe  Ton  ihrem  BerObmngsputikt 
aaf  (a)  aus  durch  eine  zweite  geodätische  Linie  von  (ä)  verl5n> 
gert,  letztere  durch  einen  festen  und  gegebenen  Punkt  «  auf  (a) 
•ebt  Ebenso  lässt  sich  auf  der  geodätisrhen  J^inie  oC  ein  an- 
derer Punkt  bestimmen ,  welcher  die  Eigenöchaft  hat,  dass,  wenn 
man  in  ihm  die  Tangente  von  aC  zieht  und  dieselbe  von  ihrem 
BernhrnnjrK{n]nl<t  auf  (a)  auch  durch  eine  geodätische  Linie  ver- 
längert, 1(  t/tere  <iurch  einen  zweiten  legten  und  gegebenen  Funkt 
auf  [svhi.  Das  üleiche  \  erfahren  lässt  sich  auf  jede,  ADCB 
IfriihrtMidr  Lcodätische  Linie  von  (q)  ausdehnen,  n»an  kann  also 
von  einem  Punkt  auf  o' D  (o' ß)  durch  eine  gemeinsehaitlii  ho  Tan- 
gente dieser  Linien  und  der  Fläelie  (a)  und  dnrch  eine  vom  Be- 
rührungspunkt auf  (a)  auspellende  geodi) tische  Linie  nach  dem 
nämlichen  festen  Punkt  a  (0)  gelangen.  Es  lässt  sich  nun  die 
Unikehrong  des  Satzes  6.  anwenden,  und  wir  haben  folgendes 
Theorem  (welches  Ob  aal  es  aafgestellt,  alier  anders  bewieaen  bat, 
UoQville  1846): 

Ii.  Es  sind  zuei  liomolokale  Flachen  (q)  und  («)  gegeben. 
Aul  (a)  liegen  zwei  teste  Punkte  «  und  6,  und  ein  Faden  ist  durch 
einen  Griffel  t,  dessen  Spitze  über  (q)  hingleitet,  so  gespannt, 
Jasper,  von  n  aaagehend,  sich  über  (a)  in  einer  geodätischen  Linie 
biegt,  dann  eine  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Flächen  und 
Inernnf  auf  (q)  eine  geodätiache  Linie  bildet  bis  s.  Der  zweite 
TM  den  Fadena  swiacban  $  und  b  beateht  ebenao  der  Reibe  nach 
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aiw  'mner  geodätischeo  LiDie  von  (g)^  einer  gem^nsameo  Tao* 
gente  von  (^)  und  (a)  und  einer  geodStiechen  Linie  anf  (a)  bie  6. 
Wenn  eich  der  Griffel  #  anf  (p)  bewegt,  so  daM  der  Faden  immer 
genpamit  bleibt,  se  bescbreilit  der  Pnnlrt  «  eine  Krfimronngslinie 
anf  (Q)f  welche  den  Nebenwtnlcei  der  beiden  in  t  znsararaenlan* 
fenden  Fadenstflclce  halbirf. 

Die  verschiedenen  Consequenzen  dieses  Satze«  findet  man  am 
angegebenen  Orte  und  in  der  analytischen  Geometrie  des  Ver* 
ra8.<<ers  S.  213.  Aus  der  Umkehrung  des  Satzes  8.  geht  hervor, 
dass  die  Rrflmroungslinieo  des  andern  Systems  auf  {g)  beschrie- 
ben werden  durch  zwei  von  irgend  einem  Punkt  derselben  aus- 
gellenden  gespannten  l'äden»  welche  (o)  berühren  und  deren 
Winkel  (nicht  Nebenwinkel)  von  der  Krfimniangslinle  halbirt  wird. 

Man  kann  den  vorhergehenden  Satz  auf  folgende  Art  verall- 
gemeinern :  Auf  einer  beliebigen  Fläche  A  ist  eine  Kriinimun<?s- 
Jinie  Lrf  ^^ebon:  man  ziehe  alle  diejenigen  geodätischen  Linur), 
welche  diese  Knimnningslinie  tangiren  ;  die  Tangenten  von  jeder 
solchen  geodätischen  Linie  bilden  eine  entwickelbare  Fläche; 
alle  diese  entvtickelbaren  Flachen  umhüllen  eine  zweite  Fläche  B, 
welche  zu  der  gegebenen  Fläche  A  in  einer  merkwürdigen  Be- 
zieh|ing  steht.  A  und  B  enthalten  beide  die  Krümroungsmittel' 
punkte  von  einer  und  derselben  dritten  Fläche;  die  scheinliaren 
Umrisse  von  A  und  B  stehen  auf  einander  senkrecht»  von  wel* 
ehern  Punkt  des  Raumes  aus  sie  auch  gesehen  werden  mSgen. 
(Analytische  Geometrie  des  Verlassers,  S.  58.)  Diess  voraus- 
gesetzt, lege  man  um  die  Krfimmungslinie  auf  A  einen  durch  einen 
^»tift  gespannten  Faden;  letzterer  beschreibt  sodann  auf  il  eine 
zweite  Curve.  Diese  iSest  sich  nun  noch  auf  nnendUch  viele  an- 
dere Arten  beschreiben»  Indem  man  auf  B  zwei  beliebige  feste 
Punkte  annimmt,  und  zwischen  ihnen  durch  einen  Stift  einen  Faden 
spannt,  dessen  beide  Tbeile,  wie  vorhin  bei  («)  und  (t^),'So  jetzt 
zwischen  B  und  je  eine  geodStische  Linie,  eine  gemeinacbart- 
licbe  Tangente  und  wieder  eine  geodätische  Linie  bilden.  0er 
Endpunkt  des  Stifts,  in  welchem  beide  Thelle  auf  A  zusammen- , 
stossen,  l>escbreibt  die  genannte  Curve.  Der  Beweis  ist  dem 
obigen  des  Chasl es' sehen  Satzes  durchaus  ähnlich  und  die  Ver-. 
allgemeinerung  besteht  darin,  dass  an  die  Stelle  von  zwei  bomo- ' 
fokalen  Flächen  zweiten  Grades,  die  sich  gegenseitig  in  einer 
Kriimmuogslinie  schneiden,  überhaupt  zwei  solche  orthogonale 
Flächen  gesetzt  werden  ,  welche  die  Krüntmungsmiitelpunkte  Einer 
dritten  Fläche  enthalten.  Nur  sind  jetzt  die  durcb  den  gespannten 
^  1  aden  beschriebenen  Linien  keine  Krilmmungslinien  mehr.  Die 
Verallgemeinerung  lässt  sich  übrigens  auch  weiter  treiben»  iudeiu 
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alle  an^eliihrfeo  Schlösse  und  Ansf^ffi runden  unverändert  bleiben, 
selbst  dann,  wenn  die  ursprüngliche  Curve  ;iuf  der  Fläche  A  keine 
Krumniungslinie  ist   Hieraus  ergibt  sich  nachstehender  Sats: 

I4f^.  Auf  einer  Fliehe  let  eine  beliebige  Cnrve  ge- 
geben; ein  um  sie.  gelegter  Faden  i«t  durch  e}nen  Stift 
gespannt;  welcher  eine  sweite  Curve  auf  der  nS]nli> 
eben  Fläche  beechreibt  Diese  letztere  Curve  Iftset 
sich  noch  anf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  be- 
achreiben  mittelst  eine«  durcli  einen  Stift  swiseben  ' 
zwei  festen  Punkten  gespannten  Fadens,  welche  festen 
Punkte  beliebig  angen  nnimen  wenden  können  auf  einer 
von  entwickelbaren  Flächen  umhüllten  , orthogonalen 
Fläche.  Die  entwiekelbaren  Flächen  werden  gebil- 
'  det  von  den  Tangenten  aller  die  gegebene  Carve  auf 
der  Fliehe  berfihrenden  geoditischen  Linien. 

Die  Sätze  12.  und  13.  nebst  ihren  Unikehrungen  tühren  auf 
j  einige  Fragen,  weiche  mit  der  I\ektilikation  der  Curven  zasam- 
menhSngen.  Wenn  nämlich  auf  einer  FlätJie  eine  (airve  gegeben 
ist,  und  es  lässt  sich  eine  zweite  Curve  auf  der  Fluche  bestim* 
men,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  den  Nebenwinkel  der 
von  irgen*!  einem  ihrer  Punkte  an  die  erste  Curve  gezogenen  geo- 
dätischen Tangenten  halbirt,  so  lässt  sich  zu  jedem  Bogen  der- 
selben aui  unendlich  viele  Arten  ein  zweiter  Bogen  finden,  von 
der  Art,  dass  die  Dlflerenz  beider  BGgen  durch  die  Längen  geo- 
dätischer Linien  ausgedruckt  ist  IHe  Rehfiilhatlon  der  gegebenen 
Corve  ist  somit  auf  die  RekÜflkatlon  geoditischer  Linien  der 
Fläche  lurfickgefihrt  Ist  a.  B.  B  (Taf.  I.  Fig.  4.)  die  gegebene 
1  Corve  und  oo'  die  aweite  oder  abgeleitete  Curve,  welche  die  Eigeo- 
achaft  besitzt,  dass  eie  den  Nebenwinkel  der  geoditleeben  Tan- 
genten oAt  oC  halbirty  so  kann  man  au  einem  gegebenen  Bogen 
AC  der  ersten  Cnrve  auf  unendlich  viele  Arten  einen  aweiten, 
etwa  DBt  finden,  so  dass  die  Oiferena  der  Bogen  AC  und  DB 
I  gleich  der  Oifferens  geoditischer  Linien  bt.  Zu  diesem  Zwecke 
I  siehe  man  in  A  und  C  die  geoditischen  Tangenten,  welche  eich 
in  ö  schneiden,  konstruire  die  durch  o  gehende  abgeleitete  Curve 
so',  nehme  auf  ihr  Irgend  einen  andern  Punkt  an,  siehe  die 
geeditieehen  Tangenten        und  o'D,  so  ist 

I  Bogen  AC  -  Bogen  BJJ  =  oA^  oC—io' B^o'D). 

! 

I     Um  diees  «i  beweinen,  verlingeni  wir  die  Curve  flbet  A  naA  B 
hineus,  bis  sie  sieh  schlicsst,  oder,  wenn  es  ^ne  nieht  geeeUee" 
'   ame Corve  ist,  bis  In's  Üaesdtiofae,  und  nennen  m  das  eadRcbe  oder* 
msndfioheSliok  der  l'ertaettmqi  awinohea  il  und  fi,  eo  Int  nneh  1%a 
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oA'^QC'-'{o*B-^o*D^:=iAD~CBs^hi^mk  AC^  Bogen  BD. 

Wende«  wir  dieselbeit  Betraclitungen  auf  Taf.  !.  Fis^.  5.  an,  s« 
finden  wir,  dass,  wenn  sich  die  Curve  oo'  kimsti nirefi  lässt,  welche 
licti  W  iiikel  (nicht  iNebenwinlctl)  »1er  vou  irgend  einem  ihrer  Punkte 
an  eine  gej^ehene  Curve  gezogenen  ceodStischen  Tangenten 
halbirt,  man  zu  dem  Bogen  AC  aui  unendlich  viele  Aiten  einen 
z*veiten  D/i  b('stitnnit;ii  kann,  so  dass  die  Differenz  beider  Bögen 
gleich  der  Uiäei<jnz  von  geodätischen  Linien  ist.  Man  hat  nämlich: 

Bogen  AC  ~  Bogen  ßDszoA-^oC^  {a'B  4-  e'i>>. 

Der  Beweie  Ist  dem  Törten  darcbaoe  filmlich.'  Angenommen, 
die  abgeleitete  Corre  m»'  sehneide  die  gegebene  in  x  (Tat  Ii  Fig.  7.), 
so  sind  die  von  x  an  gezogenen  geodätischen  Tangenten  gleich 
Noll,  wie  auch  der  von  ihnen  eingeschlossene  Bogen  gleich  Null 
ist»  nithiii  hat  auio  In  diesem  «pesielle«  Fall  die  GteUnng: 

Bogen  :rA  —  Bogen  xC=^oA  —  oC. 

Die  Curve  oo*  In  Tat  L  Flg.  5.  liefert  also  nach  13w  alcht  hloss  daa 
Mittel  an  jedem  Bogen  der  gegehenen  Curve  einen  aweiten  zn  , 
finden,  deasjMi  Diflerena  vom  eisten  aloh  durch  geodUiaehe  Linien 
aasdrileken  liest >  sosdero  man  kann  auch  jeden  Bogen  der  ersten 
Cvrve  In  swel  Theile  theilen,  deren  Differenz  gleidb  dem  Untei^ 
acbMe  nweler  geedillacben  LInM«  lat  Wir  haben  sonaoh  dw- 
sen  Salat 

*  15.  Gegeben  ist  eine  beliebige  Curve  aut  einer 
Flüche  und  ein  Bogen  derselben;  a»an  i^iehe  die  geo- 
dätischen Tangenten  an  seine  Endpunicte  und  durch 
ihren  S  c  fi  n  i  tt  |>  u  n  k  f  die  Curve,  welche  den  Wink*  I  der 
von  jedem  ihrer  Putikte  an  die  ersten  gezogenen  geo- 
dätischen Tangeiiten  halbirt;  so  t  heilt  die  zweite 
Curve  den  Bogen  der  ersten  in  zwei  Theile,  deren 
Differenz  gleich  dem  Unterschiede  der  an  seine  End- 
pu  nk  te  gezoge  nen  geodätischen  l'angen  te  n  ist. 

• 

A  ntid  B  in  Taf.  L  Fig.  6.  sind  zwei  laste  Pmjite  auf  einer 
Pläehe»  von  welchen  geodätische  Linien  ansgehen;  Ad-{  Bd 
t=iAö-{-Bb;  dann  liegen  nqch  dem  Voi  hergehenden  die  Punkte 
6  imd  d  auf  einer  Cnrve,  welche  den  Nebenwinkel  der  vim  b  oder 
d  ausgehenden  geeditischen  Radlen»¥ehtorcB  halbirt,  und  die  wir 
*Cnrve  des  ersten  «Systems  nennen.  Wegen  der  Gleichheit 
der  Winkel  ebd  md  ^Ob      im  dem  nnendlieh  blelneB  Omliek 
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«^S3«|;  «beiMo  i«t  oicaW;  lidil  mm  alM  oc^  so  Inbm 
die  Drefocke  iiiiil  lufe  die  Seltea  gleich  und  eind  koiignieiit» 
aleo  halbirt  «edie  Wioicel  bei  a  and  e,  eemit  ist  Ba—Aa^Be^Ac, 
d.  b*  ae  ist  ein  Element  der  Carre»  für  welche  die  DiH^renn  der 
naeh  A  vmd  B  gesogenen  geodlitieeheo  Radien- Vektoren  honstant 
lat  und  die  vrlr  Curve  den  a weiten  Syateme  nennen.  Nnn 
aiehe  nutn  die  liinie  welche  den  1/Vlnkel  AbB  balbirt«  nnd 
ferüngere  Ab'  naeh  c'»  se  halbirl  die  VerbladungsUnie  ec'  eben» 
fiille  die  Winkel  bei  e  und  e';  dnreb  e  alebe  man  die  -Rndien* 
Veitloren  Aeg  uad  B^ft  ao  Jtataieb  dnrcbCengruenn  von  nnand* 
Heb  kleinen  Dreiecken  auf  ibnliche  Art  haehweiaen»  dann  die 
Dniehaehnittapttnkte  /  ibnd  n%  i»d  nnd  4' ;,  e and  t%  k,b  und 
anf  Cnr?en,dee  aweiten  Syatena,  und  nndererneita  die  Pnnkte 
a  'und  b'\  n,  e  nnd  f,  d»  b  und  gi  l,  a nnd  m;  i nnd  J( anf 
Gnrven  dea  ernten  Syntema  liegen*  Bierana  folgt  dieaer  Sata: 

16.  Zieht  man  auf  o  i  n  e  r  Fläche  ein  vollständiges 
geodätisches  Viereck  ABghfc,  so  da«8  Bh—  Ah^Be— Ae 
ist»  üo  findet  die  llelatioo  statt: 

'  '  Af^^Bf^Ag^Bg. 
Ana  dienen  Gleichungen  folgt  umnittelbar: 

hff'-hf=zeg^ef, 

d.  h.  die  Punkte  h  und  e  liegcTi  auf  einer  Curve  den  sWeiten  {Syateam 
nicht  bloss  för  ^  und  B  als  Brennpunkte  (Convergenapnnkte  der 
geodfttiacben  Radien* Vektoren) j  aondeni  nach  fiSr  f  nnd  ff  aia 
.  Bfenopnnkte. 

Man  kann  dem  Satz  16.  eine  allgemeinere  Fassung  geben,  wenn 
man  statt  der  Punkte  A  und  ß  eine  beliebige  Curvc  auf  der  FlSche 
und  statt  der  nach  ihnen  gezogenen  Radien -Vektoren  annimmt, 
dass  die  Verlängerungen  der  Seiten  des  Vierecks  eghf  geodätisclie 
Tangenten  dieser  Curve  sind;  la^^t  man  ferner  zwei  Seiten  des 
Vierecks  in  Eine  xusaiumenfailen,  so  ergibt  i^ich  ioigende  Erwei- 
terung von  15. : 

17.  Wenn  man  (Taf. I.  Flg. 7.)  an  die  Endpunkte  einen 
beliebigen  Cnrrenbogens  auf  einer  FlSche  die  geodi* 
tiaehen  Tangenten  oA  nnd  oC  zieht,  durch  o  die  Curve 
dea  zweiten  Systems  ox  (welebe  den  Winkel  der  von  jedem 
ihrer  Punkte  ap  die  Curve  AC  gezogenen  geoc^ätlscheD  Tangen* 
ten  halbirt)  und  endlich  die  geodätische  Tangente  fxfff 
ao  liegen  die  Punkte  /'und  g  auf  einer  Curve  den  erste 
Syateain  (welehe  den  Nebenwinkel  der  von  jedem  ibuer  P&nkia 
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an  die  Cur\e  AC  gezogenen  geodätischen   Tangenten  balblrt). 
Abo  \»%  (12) : 

Bogen  Am  —  Bogen  Cx  —  Af^  fx — (Cg  -f  gx). 

In  15.  ist  das  Problem  der  Bisection  der  Carvenbügen  auf  den 
Flächen  aufgelöst;  durch  fortgenetzte  Theilun«^  erhält  man  die 
Losung  der  Aufgabe,  einen  Bogen  in  2,  4,  8,  16 —  TbeÜe  zu 
tfaeilen,  so  dass  die  Differenz  je  zw  eier  solcher  Theile  eich  durch 
geodätische  Linien  ausdrucken  lässt.  Liegt  die  Curve  auf  einer 
Fläebo»  deren  geodätische  Linien  rektificabel  sind,  wie  die  Ebene, 
die  entwidselbaren  Flächen,  so  haben  wir,  algebraisch  susgedrüclcty * 
folgende  Aufgabe  behandelt:  Ein  Integral  von  gegebenen  Grenzen 
in  swei  andere  zn  serfilUen»  deren  Oifferens  eine  algebraische 
OrSsse  m  ist.  Oder,  wenn  man  das  Element  der  Curve  mit  ds 
boEelchnety  mit  a  und  b  die  gegebenen  Grensen,  und  x  dU^muge 
Grense  ist,  welche  der  Biseetion  entspricht : 

In  Sats  17.  ist  sodann  eine  weitere  Eigenschaft  derjeni<^en  Punkte 
angegeben,  in  denen  stob  die  geodätischen  Tangenten  der  TheH- 
punlite  des  Curvenbogens  schneiden.  Es  foli^t  daraus. unmittelbar, 
dass,  wenn  man  einen  Curvenbogen  in  4,  8,  16....  Theile  tbeilt» 
durch  fortgesetzte  Bisection  die  Durchschniftspunkte  der  geodä- 
tischen Tangenten,  welche  je  zwei  auf  einander  folgenden  Tbeil- 
inankten  entsprechen«  gIdchfaIJs  auf  einer  Carre  den  sweiten 
^Systems  liegen. 

Aus  dem  Vorhergebenden  ergibt  sich  ferner,  dass  die  beiden 
Arteii  der  Krümmuni^slinien  einer  centriseben  Fläche  zweiten  Gra- 
des nach  unserer  Benennung  Curven  des  ersten  und  zweiten 
Systems  sind.  Betrachten  wir  z.  B.  auf  dem  Eüipsoid  eine  Krfim> 
mungslinie,  welche  die  beiden  Nabelpnnkte,  die  auf  Einer  Seite 
der  i^rossen  Axe  liegen,  einschliesst,  und  sei  AC  e\n  Bogen  der- 
8.  Iben  (Taf.  I.  Fig.  7.);  um  diesen  Bogen  zu  theilen,  ziehe  man 
die  geodätischen  Tangenten  Ao  und  Co ;  durch  o  eine  Krüra- 
mungslinie  des  zweiten  Systems  ox,  so  ist 

Ax-^Cx^Ao^Co; 

zieht  man  ferner  die  geodfitiscbe  Tangente  fx^,  so  ist  auch 

Ax-  Ca^^Af-^^fx"  Cg -gx. 

Es  liegt  hier  nahe,  A  und  C als  Endpunkte  eines  Quadranten 
der  Krfimmungalinie  zu  wählen.   Man  erhält  durch  diese  Con- 
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struktion  nuf  jedem  Quadranten  einen  Pnnkt  x\  die  geodätischen 
Tangenten  der  Krü'inmungslinie  in  d'e»<en  *vlar  Punkten  bilden  ein 
geodätisch««  Vierseit,  welches  der  Krämmungaliiila  umschriebe« 
ist  and  deeaeti  Ecken  auf  Einer  zweiten  Krümmaagalinie  liegen. 
Deberhauftt  lassen  sich  der  ersten  Krummongslinie  anendlicb  viele 
aeodätische  Vierseite  umacfareiben,  deren  Ecken  alle  auf  der  swei- 
(•o  KruntoiangaliBie  Hegen  and  welche  isoperimetrisch  sind. 

Es  kaim  ferner  der  Quadrant  eines  sphärischen  Kegel« 
sdbniUs  sein,  so  sind  oA  nad  oC  BSgen.  grOsster  Kreise,  und 
die  Gleichung 

Inst  die  Aulgabe,  auf  dem  Quadranten  eines  sphärischen  Kegel- 
schnitts einen  Punkt  7«  bestimmen,  welcher  denselben  in  zwei 
Theile  trennt,  deren  Difffrenz  sich  durch  Kreisböi^en  ausdrücken 
lasst.    nurch  fortgesetzt*^  IJi^sectiori  orfirilt  man  die  Theilung  des  ^ 

Quadranten  in  4,  8         TIumI»',  so  dnss  die  Diffprenz  je  zweier 

sich  auf  eycfiscbe  Integrale  rcducirt.  Dehnt  man  «lieso  Theilung 
auf  alle  vier  Quadranten  aus,  so  s^elanpt  man  zu  den  dem  sphS-  » 
fischen  Kegelschnitte  umschriebenen  Vier-,  Acht-,  etc.  Selten, 
deren  Ecken  jedesmal  auf  einem  zueiten  homolokalen  sphärischen 
Kegelschnitt  liegen,  auf  dessen  ünifan»  die  Ecken  aller  isoperi- 
metrischen Vier-,  Acht-,  etc.  Seiten  beeren,  welche  sich  dem 
gegebenen  sphärischen  Kegelschnitte  umschreiben  lassen. 

Wenn  AC  (Taf.  L  Flg.  7.)  der  Quadrant  einer  Ellipse  ist,  so 
f erwandeln  sich  die  geodätischen  Linien  in  Gerade;  die  iiinle  «aar  ^ 
ist  eine  bomofokale  Hyperbel  und 

Ast—Cm^Ao  —  CQ^^  der  Üifferena  der  Ualbaxea. 

(Sats  von  Fagnani).  Zieht  man  weiter  durch  /  nnd  g  die  bomo* 
fokalen  Hyperbeln,  so  ergibt  sich  die  Tfaeiinng  des  Quadranten 
der  Eülipse  In  vier  Tbeife>  nnd  so  kann  man  welter  fortfahren» 
(Siebe  den  Anfsats  des  Terfassevs  im  Avebi^  j.Ueber  eine  fii- 
genscbaft  der  Ellipse,  Tbl.  XXX.  Nr.  XLL) 

Ferner  wolleu  wir  annehmen  (Taf.  l.  Fig.  7.)  A  sei  der  Schei'* 
tei  einet  Hyperbel,  oC  die  Asymptote,  also  o  ihr  Durchschnitt  mit 
der  ,Scheite!tans:ente ;  ferner  sei  ox  die  durch  o  gehende  homo- 
tokale  Ellipse,  so  erhält  man  gleichfalls  den  aussjezeichnett  r»  * 
Punkt  x\  zieht  man  dessen  Tangente  fxfj  und  durch  /  und  y  zwei 
weitere  bomofokale  EIMpsen,  so  ergibt  sich  eine  ähnliche  Thei- 
lung der  Hyperbel,  wie  bei  der  Ellipse,  üeberhaupt  ISsst  sich 
mittelst  homofokaler  Kegelschnitte  eine  Reihe  von  Autgaben  luaen, 
wie  folgende: 
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7a\  jofieiii  liegen  eines  Keürplsrhiiitts  einen  amlern  zu  ^«tini- 
nicn,  so  (iass  die  Differenz  beider  Bögen  rektilikabel  ist.  Al^f*- 
braisch  ausgedrfiflct :  Die  A<lfi5tif»ii  (Subtraktion  ctr.)  elliptischer 
Integrale  aweiter  Art  aussruf uhien.  Einen  Kegeisehnitt^ibogen  ii» 
2,  4,  8,....  Theile  zu  thcilcti,  80  dass  die  fJifTerenz  je  zweier 
rektifikabel  ist.  Diess  ist  di/>  Bist  t  tioTi  ilnr  cllljitlsf  hen  Integrale, 
wie  man  sie  analytisch  behandelt  findet  in  den  iiecherches  sur 
Ie8  lonctions  e  1 1  i  j»  t  i  q  ues  vcmi  Abel  (Crelle  II.  S.  1-26,),  — 
Einem  Kegelschnitt  isoperimetrische  Vielsicife  zu  uiuscbreihen 
(Liüuville,  1856.  S.  7.).  (Archiv,  7.  Bd.,  Siitze  von  Chas- 
Tes.)  —  Ein  iiitcrossaiifrr  Aufsatz  voti  Zehtuss  (Sch  I  r»  m  i  I ch  V.) 
über       gewisses  matbeuiatiscbes  Prinzip  ist  auch  auzutühreo. 

Die  bier  ahgedenteten  LSsungen  von  Aufgaboo  besebrUoken 
«Idi  aber  nicht  blon«  auf  die  Kegdueboltle,  aonderii  ate  debnan  • 
alcb  auf  alle  diejenigen  Curven  ana»  in  welcbe  aieb  homofokale 
Kegelaehnitte  verwandeln»  wenn  man  die  Ebene  derselben  auf 
Irgend  eine  entwiclcetbare  Flicbe  ' biegt  Ebenao  laaaen  alcb  die 
genannten  Probleme  Qber  KrOmmnngalinien  von  FlScben  aweiten 
Gradea  Aber  aphSriacbe  Kegelacboitte  auf  elimmtlicbe  Curven  aua* 
debnen»  in  welcbe  aie  aicb  verwandeln  >  wenn  ihre  Flächen  gebo- 
gep  werden,  S.  den  Anfaata  des  Verfaaseraim  A rcb  i  v,  Tbl.  XXXII. 
Nr,  III.  Aber  drei  geometrische  Tranaformationen  (Trans- 
formation dareh  Biegung  der  Flächen). 

Schliesslich  mögen  noch  an  einem  speziellen  Beispiel  einiii^e 
,  Andeutungen  gegeben  werden,  wie  die  hier  mitgetheilte  Metbode 
der  Kektiükation  von  Linien  wich  verallgemeinern  und  vielleicht 
auf  die  Complanation  der  Flächen  ubertragen  l.'isst.  F.inem  8phä- 
Toidsei  ein  Bertibiungskegel  umschrieben »  der  Mantel  dieses  Kegels 
und  der  voii  ihm  nicht  eingeschlossene  Theil  der  (H*erfläche  des 
Sphäroids  von  der  Beruhrungscurve  an  sollen  zus:iniiiten  aus  einem 
unendlich  diinnen,  unansdehnbaren ,  aber  volikonnnen  biegsamen 
Stoff  bestehen,  welcher  also  eine  geschlossene  Fläche  bildet,  die 
das  Spliäroid  wie  ein  Beutel  umhüllt.  Diese  einhüllende  und  ge- 
schlossene Fläche  soll  an  der  Spitze  des  Kegels  durch  einen  Stift 
gespannt  sein,  der  sich  bewegt,  so  lässt  sich  üflculuir  mit  Hülfe 
der  vom  Stilt  beschriebenen  Fläche  zu  jedem  Abschnitt  der  sphä* 
roidischen  Fläche,  welcher  ausserhalb  des  Berührungskegels  liegt, 
auf  unendlich  viele  Arten  ein  zweiter  Abschnitt  linden,  so  dass 
die  Differenz  beider  Abschnitte  gleich  dem  Unterschied  der  Män- 
tel von  den  betreffenden  Berfibrungskegeln  ist.  Es  handelt  sich 
also  nur  darum,  die  vom  Stift  beschriebene  FiSche  zu  finden. 
Bewegt  sich  derselbe  in  einer  durch  die  Axe  des  SphSroids 
gehenden  Ebene,  so  beschreibt  er  vermOge  der  Symmetrie  der 
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beiden  Theile,  in  welche  die^e  Bbeno  die  {^eruitinte  »inhtillende 
und  uRspurifile  Fläche  theilt,  eine  der  pnfsjirechendcn  Meridian- 
kurve honiolukale  Ellipse;  mithin  lieseiireilit  der  Stift  überhaupt 
ein  honiorokales  S^bäroid,  woraus  der  Satz  folgt: 

18.  Gegeben  slnil  zwei  horaofokale  Spbiroide;  ir- 
gend awei  Punkte  des  grosseren  sind  die  Spitzen  von 
Ketteln,  welche  das  kleinere  berühren;  dann  ist  die 
Differenz  der  hierdurch  avf  der  OherflSche  des  kiel* 

nereii  s^ehildcten  äusseren  Abschnitte  gleich  der  Dif- 
fereuz  <l er  Kegelmäntel. 

Fär  weitere  Betrachtungen  in  dieser  Rtcbtung  dürfte  fslgen* 
der  t$at^  Ton  Werth  sein:  Bewegt  sich  die  Spitze  des  Berfih- 
mngskegels  eines  Ellipsoids  auf  einen  zweiten  homofokalen  Ellip* 
seid,  so  ist  die  Normaie  des  letzteren  die  Axe  des  Berfibmngskegels. 
Denn  legt  nisn  durch  die  Kegelspitse  das  homofokale  einmantlige 
Hyperboloid,  so  sind  dessen  Erzeugende  die  Fekailhiien  des  Be* 
rührangskegels.  (Chasles^  Aperen  historlqne,  Übersetzt 
von  Sohnke,  S. 425.  und  Jacobi  hei  Liouville.) 


VI. 

A.   Nothgedrungene  Abwehr. 

Toa  Herrn  Hofrath  Profottov  Doctor  Oettioger  an  der  Unireriiitru  kii 

Freiburg  i.  B. 

Herr  Ür.  Schlechter,  Lehrer  am  G3rninasiuni  zu  Bruchsalt 
gibt  im  dritten  Hefte  T heil  XXXIV.  dieses  Archivs  Nr.  XVI. 
S.  291u.fr., eine  Methode  über  Bestimmung  der  Zeit  fOr  mittfere 
Zahlungstermine  an,  und  vindicirt  ihr  die  Eigenschaft»  dase  sie 
die  einzig  richtige  sei.  Er  nimmt  Gelegenheit*  dabei  über  mein 
Werk  über  poUtlsche  Arithmetik  (Anleitung  zu  finanziellen  und 
jttidisehen  Raehmwgen)  zu  sprechen»  und  sagt»  da  ieh  nieht  so 
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glQcklich  war,  die  von  ihm  angeblich  richfige  Auflösung  zu  finden, 
ckM  ich  einerseits  einen  „Verstoss"  und  andererseits- eine  Son- 
derbarkeit begangen  habe,  well  ich,  xwar  das  ttiditlge  andeu- 
tend und  erkennend,  doch  nicht  die  Schlnssbraft  gehabt  habe* 
das  Richtig -Erkannte  dnrcfasufiihren* 

Ich  hahe  in  fier  That  nimmermehr  i»ee;laubt,  je  u\  die  Lage 
zukommen,  mich  nothaedrmifren  ^egen  einen  derartigen,  durch 
nichts  hervorgerufenen  Angriff  vertheidigen  zu  nnQssen^  und  sehe 
mich  daher  veranlasst,  Folgendes  za  entgegnen. 

Als  Minimum  der  Forderung  sollte  man  mit  Hecht  an  Jeden, 
der  \vie  Herr  Dr.  Schlechter  in  einer  wissenschaftlichen  Zeit- 
schrift iM'lehrcnd  utuI  hahnbrecheiid  aufzutreten  gewillt  ist,  zu 
stellen  befugt  sein,  dass  er  einerseits  die  Literatur  desjenigen 
Gegenstandes,  worin  er  heiehrend  und  tonangebend  auftritt,  genau 
kennt,  umigstens  so  vollständig,  dass  ihni  die  wichtigeren  Vorar- 
beiten nicht  unbekannt  sind,  andererseits,  dass  er  den  Inhalt  der 
Schriften,  über  die  er  schreibt,  celesen  und  richtig  aufgefasst' 
habe  und  niuglichst  genau  wiedergebe. 

Ueber  diese  einfachen  Vorbedingungen  schelnt^sicb  aber  Herr 
Dr.  Sehlechter  ohne  Weiteres  wegsusetsen»  denn  er  scheint  in 
der  That  die  einschlagenden  und  von  mir  theliwelse.  besondere 

hervorgehobenen  Momente,  ja  sogar  den  Paragraphen  meinet  Wer- 
kes, worin  {die  von  ihm  so  sehr  betonte  Aufgabe  abgehandelt 
wird,  gar  nicht  zu  kennen. 

HKtte  nun  Herr  Dr.  Schlechter  §§.  2H.-^^.  meines  Werke« 
gelesen»  irorio  das  Verhältniss  der  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen zu  der  mit  Zinses -Zinsen  ansflBbrlich  behandelt  and  dnrcb  den 
Calotl  nachgewiesen  wird,  dass  so  oft  die  Warthe  an  versehie- 
denen  Zeiten  billiger  Capitalien  unter  einander  verglichen,  oder 
aof  Irgend  einen  beliebigen  Zeitpnnkt  (also  aaf  mittlere  Zahlungs- 
termine) zarflckgeführt  werden  sollen«  nnr  dann  richtige  Resultate 
gewonnen  werden,  wenn  die  Rabattirung  oder  Admasslrang  darch 
Zinses-Zinsen  geschieht,  und  dass  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen  unrichtige  Resultate  liefere  und  liefern  mfisse; 
hStte  er  den  Inhalt  der  §§.  44.— 49.  beachtet,  wo' die  verschiede- 
nen Methoden  (Plnkhard*sche,  Hoffmann'sche  und  Leib- 
nitz* sehe)  sorgfältig  geprüft  und  die  Richtigkeit  des  Eben  ge- 
sagten an  ausführlichen  Beispielen  verdeutlicht  und  namentlich  das 
ünsi*  here  \un\  Schwankende  in  den  Begriffen  der  frühem  iVIatbe- 
matikiT  nher  diesen  Punkt  (§.49.)  nachgewiesen  wird;  hätte  er  das, 
was  ich  iu  der  Vorrede  S.  6.  u.  IT.  über  Anwendung  der  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  und  Zinses  •  Zinsen  besonders  hervorhob. 
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Terglieh«D,  m  hfitte  er  sich  nimroermebr  zu  den  von  ihm  gemach- 
ten Aeossernngen  hinreissen  lassen  können.  Diese  Aeusserun- 
geii  sind  aber  in  der  That  um  so  unerklärlicher,  als  tn  ^  10.  S.  97. 
^  meines  Werkes  die  von  ihm  so  sehr  belobte  Aufgabe  zwar  kurz, 
aber  ganz  vollständig  durch  Zinses  Zins-Hechnimi^  behandelt  und 
lMiD«Hii  ist«  dsM  der  mittiereZabJoitgsterinio  {x)  aus  der  tileieliung 

JfL  .JL  .      j.        _  r,-f  y^^r,  »-»n  ' 
1,0p  1,0p«  ■'^  1,0/?»  ■•""••i.Op»^""^  Wp' 

bestimmt  werden  müsse  (und  auch  bestimmt  ist),  weiin  ein  rieh»  * 
tiges  Resnltat  erhalten  werden  soll,  wobei  7\,  7"^,  Ts»---* 
die  einzeln  billigen  Summen  und  p  den  ZinsfusvS  bedeutet.  Zu* 
gefugt  ist  noch  in's  Bosotidere,  dass  nur  die  eben  angegebene  Me- 
thode ein  richtiges,  dagegen  die  in      15.  meines  Werkes  aoge- 
^bene  ein  unrichtiges  Keaultat  liefere. 

Angeslelito  dieser  fhatsachea  «eheiiit  Herr  Dr.  Schleebter 
,  die  efaMteliligesdeii  SteHen  and  Paragraphen  meines  Werkes,  wo- 
rOber  er  ehi  so  QDllebsaines  «nd  seKnellfertiges  Orthdl  ftllt,  gar 
nielit  SU  kennen.' 

Schliesslich  glaube  ich  bemerken  zu  sollen,  dass  wenn  Herr 
Dr.  Schlechter  sich  die  Mühe  geben  wollte,  die  angeführten 
Stellen  und  Paragraphen  meines  Werkes  zu  lesen  und  richtig  auf- 
zufassen, er  zu  einem  andern  Resultate  und  zu  der  Ansicht  ge- 
langen wird,  d;iss  die  von  ihm  gegebene  Anflnstnig  eben  so 
falsch  urjd  unrichtig,  als  die  von  ihm  bekämpfte  ist,  denn  sie 
beruht  auf  demselben  unrichtigen  Frincip,  nämlich  aiil  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen,  die  ungeachtet  der  von  ihm  auf- 
geführten angeblich  innern  Gründe  in  der  gebrauchten  Anweo- 
idung  auf  ein  unrichtiges  Resultat  führen  muss. 

Frelbiirg  L  B.  im  Joll  1860. 

0r.  L.  Oettinger. 

B.  AuBiug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Gymna- 
'  siaUehrer  Beachorner  in  Glatz  an  den  Heraua- 

'  geber« 

So  eben  habe  ich  den  Aufsatz  des  Herrn  Gymnasiallehrers 
Dt.  Schlechter  in  Heft  3.  Theil  XXXIV.  Ihres  geschätzten 
Archivs:   ,,Uebei'  mittlere  Zahlungstermine  mit  ein- 

TJwü  XXXVI,  4  ' 
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fachen  Zinsen"  durchgelesen»  n'orin  der  geehrte  Verfasser 
p.  *293.  sagt:  „Mao  «rkennt  also  aus  dieser  Entwickelung,  dass 
der  mittlere  Zablongsttimin  nicht  allein  voD  4w  Zeit*  nach  wel» 
eher  die  Kapitalien  aa  eatricfifon  sind,  «nd  vod  ihrer  Gr08a% , 
sondern  aaeb  vom  Zinsfusse  abhängt."  ^  mm  ^  Gegen  diese 
Wahrheit  werden  Vetatüaaa  gcaiaaht  in  allaa  oiir  hierdbar  he* 
kaDBten  Schriften." 

Ich^hin  erfreut,  Herrn  Dr.  Sehlechtar  aia  Werk,  und  awav 
eina  dar  badentendaten  dar  biar  baiflbrtan  Gattnng  von  War- 
ken nennen  an  können,  in  welchem  der  von  ihm  mit  Recht  ge« 
.rügte  Verstosa  nicht  gemacht  wird. '*-l>r.  Schellen'*)  behandelt 
in  Abaehnitt  IX.  J.  33.,  !2.  aeinea  ausgezeichneten  Handfanchaa: 
MÜlethodisch  geordnete  Materialien  fflf  den  Unter- 
rieht  Im  thaaretiachan  und  praktiaehan  Reehnen**  dfg» 
Aufgaben  fibar  den  mitttaren  Zahlungstermin  vollkammen  richtig, 
indem  er  den  Schfliar  aaerat  aua  daa  Kapitallan  ig,  k^,  U^.***, 
waleha  aacfa  raap.*o,  6,  c...  Jahraa  au  nable»  atad,  die  haaran 
Warthe  bereduiea  und  aodann  folgeadaraMuidMi 

achliaaaen  llaat: 

«I  bringt  in  a Jahr. dieaelb.Zina.  wie         aa|  in  1  Jahre; 

^         #>    »»  C     ,t  ,*  ft       ft  CXj 

i  ■  • 

»  •  • 

«i-fMa-l-^'l'-» «  »       >t       »>    „  axi-t-ÖNt-HMt-l'***  >f  1  M 
Dies  giebt: 

«Xi_-f6x2  +  CX3  -H  ....  • 
*i  +       «8  +  •••• 
Seist  man  in  diaaer  Gleichung: 

100*       •  lOüÄ, 

so  erhält  man  die  Gleichung  10}  pag.203.,  wie  aie  Herr  Do^ar 
Schlechter  hargeleitet  hat. 

Glatz,  den  10.  August  lö^. 

Baach  er  aar,  Gyninaaiallebrar. 


*)  Dlrecler  der  Baalsehnie  sn  Goln. 
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Lagenbestimmongen  auf  der  Kugel,  eine  Ei^finsang 
dar  aphärischen  Trigonometrie,  mit  beaonderer  Räck- 

riebt  auf  Geodäue. 

Vim 

dem  Heransgeber. 


I. 

Die  Lage  eines  Punktes  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  r  am 
den  Mittelpunkt  O  bescbriebeneii  Kugeifläche,  den  %vir  durch  Ä 
bez^icbneo  wolleo,  wird  btetbant  dönsb  seine  drei  Coordbiaten 
o:,  ^,  z  In  Betttg  saf  eis  dnrcb  den  Bfittelpnnkt  O  als  Anfang 
gelegtes  rechtwinkliges  Ceerdinatensystem ;  oder  durch  die  drei» 
nicht  abersteigeoden  Winltet  ct^  ß,  y,  welclbe  der  Fon  dem 
Mittelpanlcte  O  aus  u-Ach  dem  Punkte  A  gezogene  Halhniesser  OA  , 
der  Kugel  respective  mit  <leii  positiven  Theilen  Her  Axen  der 
a: y  y y  z  einschliesst;  oder  endlich  durch  seine  Länge  und  Breite 
L,  B,  wo  die  Länge  in  der  Ebene  der  xy  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  an  durch  den  rechten  Winicei  (xy)  hindurch  ' 
nscb  dem  positiven  TbeHe  der  Axe  der  y  hin  von  0  l>is  dßO^ 
gezahlt  wird»  die  Breite  dagegen  absolut  nicht  grösser  als  90^ 
geDommen,  aber  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wird»  jenach- 
dem  der  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Ebene 
der  afp  liegt. 

All*^  drei  Lagerihesfiiiiiiinii<;eri  Kommen  \m  Wesentlichen  auf 
Oass^elbe  hinaus,  und  di<-  lM'stiiniiiiihL!>stnc!ce  nach  der  einen  Me- 
thode lassen  sich  ininioi  !it  aus  (ion  Bestimmung88tficlcen  nach 
einer  ili-r  beiden  anderen  Methoden  ableiten,  weil  zwischen  den 
<]>  rossen 

^>  !f»  2»  «>  ß$  y;  L,  B 

die  foigendsto  Qleichnagan  hestehsa»  von  deren  ganz  allgemeiiisa 
em^tmw.       aaf  der  Stella  ihvseugt: 
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x=rcosa,  a^rnosLcoaii,  C08«  =  co8/^co8i5, 

wo  man  also  snr  Beatimnrarig  von  X,  B  ana  jf,  s  oder  er,  fi»  y 
'die  Formeln: 

2) 

z 

ar         cos«       .  -  _     y  co8^ 

^•*'=?^S;S  =  ^5iÄ'  ""^-rco8B-co8ß' 

4 

hat,  bei  denen  man  nicht  ausser  Acht  lassen  darf,  dass  die  Breite 
B  dnrch  die  erste  Formel  jederzeit  vollkoromeii  und  ohoe  alle 
Zweideatigkelt  bestimmt  wird»  weil  naeh  der  Voraussetsnni; 

istj  daas  man  sieh  aber  bei  der  Bestlmmnng  der  LSnge  L  aa  die 
folgenden  R^ln  an  halten  hat: 

Wenn 

w  oder  eoa«  nnd  y  oder  cob|9 
positiv  positiv 

negativ  *  positiv 

negativ  negativ 
positiv  negativ 

iatf  so  ist  respective: 

0  <L< 

.  1800  <  I.  s  •  . 

2700  <  X  <  3000. 

In  dieser  Abhandlnng  habe  Ich  nnn  lediglich  die  Lageobe* 
Stimmungen  auf  der  Kugel  im  Auge,  welehe  die  Geodäsie  unter 
Voraussetzung  der  Kugelgestalt  der  Erde  sich  snr  Aufgabe  macht. 
Bei  diesen  Lagenbestlmmongenj  die  natOrlicb  wie  alle  Lagenbe- 
stimmangen  nur  relative  seio  können,  werden  im  Ailgemeioeo 
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ImiiMr  flwel  PookAe  «af  Kvgd  Ihrer  Lage,  nach  als  geg«be» 
•der  iMfcaeDt  angenenmee  end  dorcfa  .geeignete  Meaaangeo  die 
*  Lage  eines  dritteii  Poaklee  baetemt,  «vetflbfr  Mer  die  lelgenden 
aÜMren  Erünterangea  oStMg  aeio  dOrftea.  BeceiclineD  wir  die 
iMideo  gegebenen  Pnnirte  doirch  Ao  eifd.ili,  aad  den  seiner  Lage 
nach  sa  heatinmeadeD  Panirt  darch  so  elnd  lür  die  beiden 
«nten  Pankte      und  Ai  die  GNtaeen 

^«  Sb»       ^*  A>f  f^V  ^9  Bq 

and 

«i»  Jfk»  »Ii  «I.  ßi>  m  h>  Bi 

gegeben,  und  aus  denselben  sollen  für  den  dritten  Punkt  ^a^die 
Grdssen 

^>  sb«  h;  «ii         ^«  ^  ' 

anf  Grund  geeigneter  Messungen  abgeleitet  oder  bestimmt  wer- 
den. Diese  Messungen  werden  aber  immer  in  oder  an  dein  durch 
die    drei    Punkte  A^y  Jj,         bestimmten  sphSrischen  Dreieck 

A^AiA^,  desü^en  Winkel  und  gegeDfiberstsbende  6eiteu  wir  im 
Folgenden  durch 

Ao»  Aj,  A«  ai^d  Aq,  «i, 

bezeichnen  wollen,  vorgenommen,  und  kiinneii  nur  Winkel,  und 
Seiten  dieses  Dreiecks  sein.  Da  aber  die  Lage  der  beiden  Punkte 
Aq  und  Ai  als  gegeben  betrachtet  wird«  so  ist  in  dem  Dreiecke 

A^AiA^  die  Seite  jederaait  gegeben,  well  nach  einer  hekann» 
ten  Fenael 

3)  cos     =  cos    cos  «i  -|-  cos    cos  -f  -  cos    cos  yi » 
eder  aneh  dete  Ohlgen: 

4)  «„^^faa-t^a^isä, 

eder,  «He  Meht  erhellet: 
8)      coe%satnfiosln^-|'eoe(Iito— i;>i)coeü^coail| 

ist;  und  es  brauchen  ai.so  in  dem  Dreiecke              irmner  nur 

noch  zwei  Stücke  gemessen  werden,  um  in  Verbindung  mit  der 

bekannten  Seite  die  zur  Lagenbestimmung  des  Punktes  A^ 
erforderlichen  Elemente 

»%f  fc>  1%'^  ^>  B% 
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berechnen  %\\  können.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  überhaupt 
sechs  hierher  ^efi-rende  Aufsahen,  weil  die  »wei  gemessenen 
Stücke  nur  die  folgenden  sein  künoeti : 

1.   A(|  und  Ai ; 


«o 

3» 

3. 

und 

«1 

oder 

A| 

und 

f» 

At 

♦» 

A| 

» 

A»;  • 

5. 

»» 

«b 

•» 

A, 

M 

6. 

«0 

»$ 

As 

»* 

«1 

*f 

A^« 

Zur  Auflösung  aller  dieser  Auf<>aben  reichen  allerdings  die 
bekatoten  Hölismittel  der  sphärischen  TrigOAomettie  vollständig 
hin ;  aber  es  ist  dazu  stets  die  Verbiodung  mehrerer  sphärischer 
Dreiecke  und  also  aach  die  Anwendoog  mehrerer  Aufgaben  der 
sphäriscbeo  Trigonometrie  nötbig;  auch  mnea  man  dabei  meiatens 
dne  Figur  var  Augen  haben,  weil  immer  eioe  graasere  Anzahl 
varaehiedener  Fille  eintreten  kann»  deren  gehörige  Ctiteracbei- 
diiog  nicht  wohl  andern  möglich  lat«  ala  durch  den  Anachlnaa  an 
eine  Figur,  waa  jedenfalle  wenigatena  f&r  den»  der  im  Geiate  der 
neueren  Wiaaeuachafl  an  ganz  allgemeine  analytlache  Betrach- 
tungen und  überall  an  ganz  allgem'eine,  alle  FSlIe  umfaaaende 
Rechnungen  gewohnt  int,,  und  dieaalben  allen  Qbrigen  Betracb- 
'tnngaweiaen  vorziebt,  aehr  stOrend  und  Ifiatig,  auch  dem  Geiate 
dea  neueren  Calculs  wenig  entsprechend  iat.  Ich  hin  daher  ge« 
neigt,  ea  fiSr  eine  nicht  unwesentliche  VervoHatSndigung  der  spbi- 
rtachen  Trigonometrie  zu  halten,  wenn  ea  möglich  sein  aoIHe, 
awedcmüaaige  und  elegante,  ganz  aHjgemeio  gültige  analytische 
Formeln  zu  entwickeln,  durch  welche  die  obigen  Aufgaben  auf* 
gelost  werden,  ohne  eine  Verbindung  mehrerer  sphärischer  Drei- 
ecke und  ohne  den  Anschluss  an  eine  Figur  nuthig  zu  machen, 
und  zugleich  auf  eine  solche  Weise,  das8  die  gesuchten  Grossen 

^t»  3f%f  Hi      hj>  m  ^*  ^% 

ao  viel  als  möglich  ganz  unmittelbar  und  vOllig  independent  aus 
den  gegebenen  Stücken  abgeleitet  werden  kOnnen.  Solehe  For- 
meln ,  die  ich  in  mehrfacher  Beziehung  für  merkwürdig  und  wich- 
tig halte,  beabsichtige  ich  in  dieser  Abhandlung  zu  entwickeln. 

Dabei  ist  es  aber  keineswegs  meine  Absiebt,  die  obigen  sechs 
Aufgaben  in  der  angegebenen  Weise  hier  vollständig  aufzulösen, 
was  in  Weitläufigkeiten  führen  Würde  und  auch  völlig  unnOthig  ist» 
indem  es  vielmehr  vollständig  genügt,  nur  eine  dieaer  aechs 
Aufgaben  auf  die  in  Rede  stehende  Art  zu  losen.  Denn  wenn 
man  dieae  ^ine  Aufgabe  geloat  hat,  so  bat  es  keine  Schwierig- 
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ktk,  «He  Alnri|||«D  tut  dieselbe  zarQckiqllihren,  wtif  man  «os.deD 
Men  gi^elf^Dei)  oder  vielnelir  gemessenen  Stfieken  den  epbä- 

rinclieD  Dreiecks  A^AiA^  in  Verbind ong  mit  der  gegebenen  Seife 
§^  immer  die  beiden  Stflcke,  welche  in  Verbindung  mit  der  ein 
Qr  eile  Mal.  bekannten  Seite  die  Grand  läge  der  in  Rede  stehen* 
den  Anfgabe  bildeten,  nach  den  bekannten  allgemeinen  Permehi 
der  spbSrischen  Trigonometrie  ableiten  nnd  In  ganz  allgemeinen 
analytischen  Ausdrücken  darstellen  kann,  »ohei  eine  Untersehei- 
doDg  verschiedener  Ffille  und  ein  Aiischiiessen  an  eine  Figur  ehern 
so  weniu;  wie  eine  Verbinduii«:  mehrerer  sphärischer  Dreiecke  er- 
forderlich i8t,    weil  man  ja  nur   tla.^   eine   sphärische  Dreieck 

ÄqAi^j^  in  BetrachtuDi;  zu  ziehen  hat.  Zu  der  einpu  Fundamen- 
tal-Auf  ualie ,  auf  ivelrhe  allo  unsere  ohi^en  Aulii^ahen  auf  die  so 
eben  anp;egebene  Weise  zuriickijetuhrt  »vrrden  krmnen,  uähle  ich 
hier  nun  die  erste  dieser  Autgaben»  wenn  näinliob  in  dem  spbä- 

riecben  Dreiecke  AqA^A^  die  beiden  an  der  gegebenen  Seite  oder 
Basis  liegenden  Winkel  Ao  nnd  Ai  gemessen  worden  sipd, 
«reiche  bekanntlich  besenilers  Air  die  Geedisle  ven  der  grüssteo 
Wichtigkeit,  ja  eigeAtlich  die  Aufgabe  ist,  auf  weiche  alle  geo- 
dlHschen  Messungen  und  Rechnungen  zurückkommen. 

Wenn,  %vie  in  der  zweiten  Aulgahe,  die  beiden  Seiten  und 
fli  gegeben  .sind,  so  werden  die  beiden  Winkel  A^J  und  A|  mit- 
telst der  bekannten,  ganz  aligemeiu  gültigen  Fprmeln 

•) 

cos  «To  —  .         <^0S  cos  OoCOS  0% 

^         sinsisina^  ^  smoQsIno« 

oder  durch  andere,  ans  lier  sphiiiisuhen  1  rigoiioiuetrie  bekannte 
Formeln  bestimmt,  wodurch  dann  die  zweite  Aufgabe  auf  die 
ertite  zurückgeführt  ist. 

Wenn,  wie  in  der  dritten  Aufgelle,  die  Stficke  Aq  und  0|  oder 
kl  Bn4  «0  gegeben  sind»  se  hat  man  aar  Bestimmiing  des  Win- 
k^  At  oder  Aq  die  bekannten  Formeln: 

^  X.      cotoi  sin  ct2  —  cos  Ao  Cosa« 

7)  .     .     .    .    cot  A,  =5  '  =T-^  2  » 

sin 

«der 

^ .       cot  %  ^i>^  ''s  ~  ^Os  A^  cos  02 . 

7^1     .     .     .     cot  An  =  i — >   f 

'  ^  sin  A| 

dttvh'  weMie  die  dritte  Aufgabe  wiederum  auf  die  erste  zurück- 
geführt ist. 


Ö6  Gruner t:  Lagtn^nUmmimgm  oufderMuBBl,  eHu  ßrgäfnnmt 

WdDD«  wie  in  der  vierteil  Anfgabe»  die  Stficke  und  oder 
Ai  und  A^  gegeben  sind^  so  werden  die  Winkel  Ai  oder  A« 
durch  AttflQenng  der  Gleichung  , 

8)  .   /  cosA^zscosa^ftlnAo'ttinAi — coiiAo*co8A| 

oder  der  Gleichung  « 

8*)  .   .  coe A^scoea^flin Allein Ao—eosAf  »OOS Ao 

gefunden  und  dadurch  die  vierte  Aufgabe  auf  die  erste  zurück« 
geführt 

Wenn,  wie  in  der  fBnflen  Aufgal»e«  die  SlOeke  Aq  und  Oo 
oder  Ai  und  a|  gegeben  sind,  so 'findet  man  A|  oder  A^  durch 
Auflösung  der  Gleichung 

9)  .  .  eot ffo^in a  cot Ae.siwAi  -|-  ceeea . ce« A| 

oder  der  Gleichung  ^ 

9*)  .  .  eotaieinoascotAi.ein  Aq-I- ceetfs.eoeAo» 

wo  nun  wieder  die  erste  Aufgabe  unmittelbar  Anwendung  finden  kann« 

Wenn,  wie  in  der  sechsten  Aufgabe,  die  Stücke  üq  und 
oder  ai  und  Aj  gegeben  sind,  so  findet  man  die  zur  Zurückfüh- 
rudg  aui  die  erste  Aufgabe  nüthigen  Winkel  Aq  und  mittelst 
der  Gleichungen : 

.  «0) 

.         singpsin A^  ,  ,a     ■  *  . 

sin Ao  =  — 5n^j — »  sinaüCotaj  =  cotAj.smA|+cosob.c_o8Ai 

oder 

10*) 

.         sinaisinAa      .         ^  *a        a  .  * 

.  sinA|  =  — JjJ^I — »  8inaiCotaj=cotA2.siriA0-|-cosO|.cosÄo. 

Welche  von  diesen  Aufgaben  volli?  bestimmt  und  welche  theil- 
weise  unbestimmt  sind,  ist  aus  der  8pbärischen  Trigonometrie 
bekannt  genug  un<l  hier  nicht  weiter  zu  erläutern;  eben  so  wenig 
i^t  liier  noch  etwas  zu  sa^en  über  rlie  vielfarhen  anderen  liülfs- 
roittei,  welche  die  sphärische  'l'ri^ononietrie  zur  A Liflüsiing  der 
vorstehenden  Aufgaben  an  die  Hand  giebt.  Wir  haben  es  von 
jetat  an  nur  mit  der  Losung  der  folgenden  Aufgabe  au  thnn: 

Wenn  die  Lage  der  beiden  Punkte  Aq  und  Ai  auf  der 
Kui^el  bekannt  ist,  und  in  dem  durch  diese  beiden 
Punkte  und  einen  dritten  Punkt  ^  bestimmteu  sphärl- 
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sehM  Dreiecke  A^AfA^  die  beiden  Wlokel  ^^iAqA^^Aq 

oed  ^AqAiA^  =  A,  gemeeeen  worden  eind:  die  Lege 

des  Punktes  A2  auf  der  Kugel  su  beetlmmeo. 

Zur  Losung  liieser  Aufgabe  durch  ganz  allgemeio  gültige» 
eine  vullig  directe  Bestimmung  der  Lage  des  unbekannten  Punk- 
tes aus  den  gegebenen  Elementen  gestattende  Formeln  wollen  wir 
im  Folgenden  nun  übergehen,  indem  wir  der  Meinung  sind,  date 
diese  durch  ihre  Eleganz  sich  auszeichnenden  Formeln  als  eipe 
nicht  unwesentliche  Ergänzung  der  sphnriscbeii  Trigonometrie  be* 
trachtet  werden  dflrfen  und  für  die  Geod&sie  nicht  ohne  iiedea- 
tong  sind. 

n.  * 

Die  Auflösung  der  zweite»  unter  unseren  sechs  Aufgaben ,  der 
wir  zuvorderst  unsere  Aufnerkeaiiikeit  smveodeiiy  Ist  ofienbar  in 
d«n  drei  Gleicbaogen; 

Icosao=cosO|  coso^-i-  cosßi  coäß^-^coayiCOHYj^f 
coefl|  «s  eoet%eoee^-f  CO«  Aicoe^-I-  ooe|^  cee|^« 

«BthalteD»  miltelet  welcber  die  drei  geeucbten  GrOeeen  a,,  yt 
keetininit  werden  mtleeen.  Dm-  diese  Beetlmnrang  mit  mSgliclbster 
Lelebtigkeit  aeeanßlbren,  eelsen  wir  der  KQrse  wegen: 

.  (cos    —  coe  0^  cos  a J  eoe      (eoes^ — eoee|  ces  0^)  cos 

iiJ^?  * 

g     (cos  ßi  —  cos    cos  Oa)  cos  Op  -|-  (cos  ^0  —  cos  ^  cos     cos  Og 

sin  cr^'  ' 

^  (cos  fi  — cosyo  cos    cos  Op  -j-  (cos   — co^n  ce»  s^cos  et 

sinst*  * 

we  naMleh  A»  B,  C  bel^annte  Griiesen  sind.  Wett  nnn  eira- 
bar  nacb  L  3)  end  bekianten  Fonnelo  s 

cesab(eoscr|  —  costf^ceeai) 
-|'C08A>(cos/3|— coeAieose,)  ^  sceeog— eeeotsO» 

^  cos    (cos  fi  —  COS  ^0  cos  a^) 

eosa^(cosab^coeo|  eesos) 
-1- cos^o(co8^^co8^coäaa)  ^  =:i~cos4it*s=sin(%* 
€oey(i»(eoe  /o  ^  eeef^  eoeii^ 
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uiid  gfinz  eben  sa:  . 

eos    (eos  — cos  «i  cos  a^) 
-f  cos  jSj  (cos — cos    cos      J  =  cos  a >  —  cos    = 0, 

+  eos^i  (cos  —  cos  yi  cos 

eos  a£  (cos  «i    cos  Oo  ^os  S!i) 

+  cos  yi  (cos  yi  —  cos    cos  aj^ 

ist ;  so  bat  man  nach  'i)  offenbar  dio  zwei  folgeodeii  GleiebuDgen : 

ilcos«^  +  ^cos  A^-f  Ccosjfo  =  COSOt^ 

Acosai  +  Btoüßi  +  Ccosyi 

Ferner  setze  man  jetzt: 

1cosa^  =  ^  -i~  ^  > 
COS/}ft  =  ^<t-  F. 
co&|%  ^  C  Z; 

so  ist  uacb  1)  uu4  3)  offenbar; 

cosco.-X  +  cos|3o- ^+ co8yo'^=Ö, 
costt] . +  cos/Jj.       cosyi -Z—O. 


l  A  c 


5) 


Multiplicirt  m;in  die  Ausdrücke  2)  von  A,  B»  C  respectlfo  mit 
Xy  Y,  Z  und  addirt  die  l^roducte  zu  einander,  so  erhält  man  mit 
Rueksicbt  auf  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  Gleicbaog : 

6)  AX-^  BT^CZzziO. 

Wenn  man  nun  die  drei  Gleichungen  4)  quadrirt  und  dann  zu 
einander  addirf ,  so  erhält  man  wegen  yorstebeuder  Gleichung  aof 
der  Steile  die  Gleicbaog: 


7>  . 


(A^^B^^C^)^(X^^  F»+Z*)  =  l. 


und  hat  also  jetzt  «aeb  5)  em»  7)  am  fiestlmmang  von  Ä,  l\  l 
die  drei  Oleichnngen : 


8)  . 


ces%.X-|-cosA  F4^eo»y|.ZÄ0, 
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der  apAdr.  Triffonometrie,  mü  Htanättm^  RAckMUMi  oufGeodMe.  fiff 

x 

Am  Mcktt  effflteD  Gltickimt«!  Jims  SywtMW  «rUH  maft« 
wenn  G  einen  cewifl«en  Factor  beteiebnet: 


also,  wenn  man  diese  Gleichungen  quadrirt  und  d^DB  zu  eipaiider 
addirt,  nach  einer  bekannten  Transformation  der  Suninie  dreien 
Quadrate  von  der  nlcb  bieraus  ergebenden  Form»  mit  Rficicsicbt 
auf  1.3): 

aleo  wegen  der  drittm  der  Gleichiingen  8): 
worans  sich 

and  folgticb  oadb  0): 

j      (cog/?pCosy|-co8yoCosft)V^  1— 


sino^        .  ' 


also  endlich  nach  4): 


.  .  (ceefteoayi— coeypCoeA)  V^l— 
C06«,=:^±  «  «-gjjjj  ^  , 

aI     *»  *  (coflyocosoi— -008  00 cos yi)V^| — C^^+B^Hh  C'*) 


p  .  (cosoocosft-coifccesat)  V  l~(^-t-Jg«-|.  c«) 
*•        *  Ohl  As 

ei^ebt,  mittelst  welcher  Formeln,  in  denen»  so  wie  in  allen  nn* 
eeren  Formeln,  sich  natürlich  die  oberen  und  Mrteieo  Zeichen 
auf  einander  bezieben,  die  unliekannteo  GrSeeen  a^,  an 
bMÜmm^n  .aind. 
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Wir  wollen  nun  die  durch  A,  B,  C  bezeichoeteu  Grössen  i» 
2)  etwas  näher  betrachten. 

Zuerst  fnidet  man  mittoUt  leichter  Reehnuog  an«  2): 
.  (cosiKi — coefluco8ai)(oO0fio — eomhcosoi)  * 

■»        «  (coa    — cos  Po  cos  flg)  (cos  Oq  —  cosoicosäu) 

jd  **-eo8  AiGOS  üm  s  .  4  .  -» 

"  sin  IIa' 

so  wie: 

^                       (cos  Oq — cos  «1  coß  a^)  (cos    —  cos  Qq  cos  a^) 
i<-eM%  CM«,!S  ^j^^j^  ■  , 

(cos  /?Q  — •  cos     COS  O2)  (co-'^  «1  —  COS  a^J  cos  a.^) 

^-co8Acosao=-  ^2  » 

r*  -m.«  -  (cosyp— cosyiCOSQ^)(cosa|  — cosapcosoa). 
C-retmfi  eosiro=  *  slna^^  '  * 

und  hat  also  iüt  A,  B,  C  auch  die  folgendeo  AusdrüciLe; 

18) 

.                   .  (cosoi  —  coso^costfaXcosso  —  cesiiicosat) 
ilscosoocosfii  +  sio^i  

n            A        ^       .  (COg  A  —  cos  ßo  cos  fl^)  (COS  Op      COS  Ct  C08  O^) 
A=C0SA|C0S4lt  +  ^^^^j  ^  , 

^  .  (cosvi     eosvocoe  o«)  (cos Oq  —  cos «i  cos  ob) . 

C  »COSroOOSOi  +  ^  ^  h.  =»/ ; 

und 

-  14) 

,  (cosobi — €osaicosiu)(coaai~co80bcosas) 
^=cosOiCosao  +  =»  *  3s%«   ^  

(cos  Po  —  cos  ßi  cos  Oa)  (cos  fli  —  cos  Op  cos  o^) 
llsscos  A  oosOo  +  » 

(cos     —  cos  y,  cos  ö^)  (cos  «i  —  cos     cos  tlo) 

C=cosyjco8ao+  ^jj^i  • 

Nach  deo  FormelD  der  sphirischeo Trigonometrie  ist  belcaontlich: 
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 comp— co»i^  coaca 

11»^  ]        -      cosfli — Cosa,  cos  Hb 

15}  .  .   .    (  eosAis  r-^  

*  siootsinoo 


^  flloii^siiiai 


alsoi 


16)  .  .  l  coBüi — easa^co9aQ=mua^smtto€OBAif 
CMiiji— co6ii0CO8ai=8inaQsinO|  cosA^; 
nid  folglich  nach  13)  und  14): 

17) 

A  =casfl^co8a|4||^(coso|— -coso^coso^cogAo, 

_  sinoi 
ascos  Po  COS  (CO«  — ■  c  Ob    cos  04)  cos  Äo, 

C=co«|>oCO«tt|-(-||^(co«}i^  coayo^^^^ 

Bid: 

1«) 

=  cos    cos  Oq  +  «6        «i  cos     cos  A| , 

Ass  eOS/^  OMO^  -fl~  4^  (CO0  A^^COS  ßi  COSfl^  €0«  Ai , 

C = cos  yi  cos  oo  -f        (cos    — co«   cos     cos  Aj ; 

wilAa  FoiBMfai  aocb  anf  Inigwd»  Art  geuhflefce»  w«tdM  kSumt 

19) 

Asiaa^=  (cosa^  sina^  — sioaicoäo^cos  Ao)cosao-f0ina|COsAoCosa2, 
Mtt^se  (cot«!  tAa  0^— slni^  coioico«  Ao)cm  jS^-fslDOi  ewA^eatfit, 
C8iai^=(cosa|  sinoa— siaa^  coso^cos  A4^)cosyo-f  sinai  cosAoCosyi 

»iüd:  ' 


i2  erunert:  Lafm^eBWnmin^en  mtfäer  gkpei,  eine  Sridm^nng 

20)  ' 

A  sin  »2  =  (cos  Oq sin  Q% — sia  Oq  cos  cos  A| )  cosai  -f  siniio cos A| cosoo, 
^  sio  0)1  SS  (€08  Oo  MO  ffs — sih  oos  Ai)  doh^  +  sinooCM  AiCosjS^, 

CsiDa^=(co8ao8lnffs — sinaoCosotCosAiieos^,  -|-sinaoCosAi  eowf^ 

Ans  diesen  Gleichnegen  ergeben  sieb  sehr  ieicbt  die  folgenden 
Relationen : 

.  21) 

{B  cos  a^  —  A  cos  ^q)  sin  %  =  sin  a|  cos  Aq  (cos  oq  cos  ^|  —  cosjSo  cos«(|)» 
(C  cos  ßo  —  B  eoBfo)  stn  = sin  cos  Ao  (cos  cos^ — css^o^^^^'B^)» 
(itcos^o  —  Ccos     sin    B=  sin    <^08  A«  (eosyo  cos«i  — cos  o^cosy^) 

und : 

22) 

(A  cos  ßi^B  GOS  «1 )  sin  = sin  eos  Ai  (cos  cos  /?|  —  cos  /S^o  )* 
{B  cos^i  —  C  cos  ^i)  sin  = sin  Oq  cos  A|  (cos  cos  yi  ~  cos  y^co^ßi), 
(C  eos  Ol      dos  )  sin  0^  SS  si  n  Oo  eos  Ai  (eos   eos  a%  ^  eos    eos  fi ) ; 

welche  Formein  man  nach  einem  einfachen  Satze  der  sphärischen 
Trigonometrie  ancli  auf  folgende- Art  schreiben  i^ann: 

21*) 

(H  eos    — il  eos  ^  sin  A«  ss  eos  A^isin  Ai  (cos  o^cos/^i  —  cos  A>  co8S|)> 

(Ccos  ßo  —  B  cos  yo)  sin  A^  =  cos  Ao  sin  Ai  (cos  ft)  cos  —  cos  yo^osßi ), 
(A  cos/o  ^  Ccos  0^  sin  As= cos  Ao  sin  Ai  (cos  y«  cosofi — cos  o^cosyi) 
und : 

22*) 

(A  cos ßi^B eo8«|) sin  A2  =  sin  Aq cos  Ai<cos  «CoCos  ßi  «-cosjSloeosai)« 
{B  cos  yi  —  Ccos  /3i)  sin  A« = sin  Ao  cos  A|  (cos ^0  cos  yi  cosyoC08^)f 
-  (Ceoiis|«^ileosyi)8bA«»sinAo6ssAi(eosyoMAi  ^eoBC^ettsyii). 

Muttiplicirt  man  die  Ausdräcice  2)  nach  der  Reihe  mit  Af>  B,  C 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erh&lt  man  mit  Rucksicht 
auf  3) : 

23)  /l*+ß«+C* 

(cos  </o  —  co^'  "1  CS  r/o)  cos  Oq  +  (cos  r/j  —  cos  Oo  cos  fla)  cos  Üi 

— ■    ________________________  „     ,  ,  y 

sin  0^* 


Digitized  by  Go  ^v,i^ 


also,  wie  man  sogleteli  iitierMekts< 

3«)   1— (il«+ß«+C«) 

1  —  coe  gip.^ com fl^*  ~  coa g^*  4-  aca^a^aoagfCoaii^ 

am 

Nqb  iat  aber  naob  den  Forineltt  der  sphSfiaeben  Trigonametrie 
bekanotlicb : 

,25) 

• 

aio  01  ai n    alR  Ao  »  «io  a^ale  Oy»  »in  Ai  =  ain  «o^^n  iii  aio  A« 


s=  V  1— gosoq^  —  C(»a  «1 '  ~  coa         coa  Oq  coa  a|  cos  , 

alao: 

saiao^  «in  Aussein  a|»»biA|  *= — ging, 
Weil  naeb  der  «phSrlacflieD  Trigonamefrle 

Bin«i     ain  A|  ain  A^ 

aintff     ain  A^'   aintf^     ain  A«  - 

ist,  ao  iat  na«b  den  Femelo  17)  mmilS^i 

co8AoiiinA|.  .  cosAosinAi 

A  =  (cos  ai  -ceaa,  ■  )  cos +     ^^^^    coa«» , 

A    #  cn«Ao«inAi.     «  .  tioaA|ainAi      _  > 

irs(coatti^oa«i — T^^^)eoafe^- — 'coaft, 

^     ^  cosAosinAi^  .  cosAaSidAi 

C  =  (cos ö,  —  cos ifa  ; — i^i^ — ) '^^^Yo  +  mA^ —  ^^^^^ 

and  . 

.     ,  sinAoCosAi.  .  sinAoCosA. 

^ = (cos «Tq— Cosa« — äinAi — + — ainAa  ^*°o* 

^    .  sioAoCoaAi.  ,  »ilnAoCosAi 

C=s(co8a©— coao, — )cosyff  _^-_-<Boeyo- 

BekanntNcb  iat  abet  naeb  der  «pbiriaebenv 
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cos  Aq  -f  cos  Ai  cos 

■ 

MV  ]  coaAi-hcogAaCQgAo 

cos  As    C08  Aq  cos  Aj  ,  . 
'  sioAosiDAi  * 

alio»  wie  eogleicb  «rMlet: 

cosAofiiaAi  sioAnCosAi 

cos  Ol  — COSO«  r— T  -*  SS  r— r  -9 

^        ^     smA«  sinAt 

■in  Ao  cos  Ai     eos Ao  sin  Ai . 
«w«»-«-^    riaA.  '=     «IpA.  ' 

«nd  folglieli  aacb  dem  Obigso: 

.    sIbAaCosAi         .  cosAosinAi  • 

^    siiiAoCosAt         .  cosAosinAi 

 z^i-T — -cosfe-f—  .   . — -oosyb. 

sinAj         "  sioAs 

FQr  die  Cosinus  der  WIekel  mbM&m  idr  mni 

felgeoden  Anedrücke. 

iSacb  12)  und  26)  ist: 

.  ,  sin  Ol        ,  1    .  A 

1=  -4  i:  ^^^^  (cos  Po      yi  ~~  <^os  yo  cospi)  sm  Ao, 

^(ooer«ceefl%  — coeo^eoeiOcinAs* 

H  siniif  « 

cos  j/^  =  C-i  ^|^^(cos  Oq  cos  ^1  —  cos  ^0  coö  tti)  sin  Ao  • 

i=s^±5|~^(cosßQCosyi  —  co8y<,cos/Jj)8iDAi, 
ISO)  X  ceefc*=B±g|^(coe)^eo§<i|--«oeaöCs«yi)elnAi. 
efmf^^CJtgj^icoattQCosßi  — cos^cos«Js1dA|; 


Digitized  by  Google 


Oer^Mr.  Tt^tmneirie,  mii  knmiätftf  M^kücktmMfewdäth*  65' 

kH^anA  oaeb  diesen  beiden  Systemen  ancb: 

.  ,  sin  Ao^iu     ,      a  m  ^ 

— —  (cos/JoCosyi  -^cosyacosft). 


1      t%  sinAoslnÄ« 
31)    <  cos/%=:ili:  — -^Y^ — (cos/o cosoj  -cosfl^cosyi), 

^    sinAosmÄi  ^ 
coäyt=  Cdb  — ^iii^  (cosoqCoöPj  —  cospo^^^^i)* 

Wendet  man  auf  diese  Fonueiu  die  Relationen  21*)  und  22*) 
an,  8o  erhält  luao : 

I  ceso^siidbC^cosA)— l^cosyo)tangAo> 

18).  .   <  cos/S^^^,i:(J[co6}'o~~^'<^<^<%)tAngAo> 

.  \  Qosy^  =  Ci  (Bcosa© — /lcosft>)tang  A© 

Ieo8ffs=5ili:(lleosyi*-Ccos/}i)fangAi , 
cos  :!:  (Ccoe  «i — il  cos  yi)  tang  Ai , 

cosy^  =  C  +     cos  ^1  — cos  tti)  tang  A|. 

Führt  man  aber  in  die  Formeln  31)  die  Ansdrüclce  28)  ein» 
fibltt  man: 

34) 

«iin  A^coso^=    *jin  Aocos  A|  cosa^  -f  cos  Aosin  A|  coscfi 
:t  sin  A^sio  A|  (cos    cos  y^-^co^        ßi ) » 

BloAseoa|9^s    sinAoCos  A|C08^o-|-cos  AosinAi  cosßi 
;^ain  Aq siu  A^  (cos cos — cos  Oq  cos /|) , 


±:ain  Aq siu  Ai  (cos y^  cos — cos  Oq  cos yi) , 

sin  A«  ce«)f^  =   ein  Aoces  Aj  cosy^  +  cos  Aosin  A^  eoayi 

J:  sin  ^^8iü  A|  (cos  Oq  cos  ßi  —  cos  /SoCOStfi) ; 
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oder : 

36) 

Sin 

cos/St=    IIa  ^1      ßo±»'*ti  A,  CO»    co8 oj) 

co8yj=  ^7^(co8A,cosyo±«i«At«»»«b€»»A) 
+  ~ — ^  (cos  Ao  cöSTi  T     Aocoa  «i  ooa  AO* 

Mittelst  dieser  elegant»D  Fotmeb  k8aii«B  j^^,  anmlltoU 
bar  ans  den  gegebenen  Stfickeo  ber«cbnet  werdra.  Meilings 
komint  in  diesen  Fomtefo  aoch  der  Winkel  A«  vor,  der  eigentÜdi 
nickt  als  vmnlttelbar  gegeben  betracktet  wnrde»  da  wir  aosaer 
der  ein  flir  alle  Mal  gegebenen  Seite  nur  noch  die  Winket 
Aq,  kl  als  gegeben  annabmen.  Man  bat  aber  snr  Berechnung 
des  Winkel«  A«  ans  Ao,  A, ,  nach  der  epbiriaehen  Trigono- 
metrie die  gani  allgemein  gültige  Formel  t 

37)  .  .  .  cosA^  =  sin  Aosin  Ai  coaos  —  cosAqCosAi, 

und  andere  bekannte  Hfilfsmittel  in  grosser  Ansaht.  Auch  konnte 
man  anfäbrenj  dase  in  der  Geodftaie  meietens  alle  drei  Winkel 
der  Dreiecke  gemessen  werden,  was  aber,  von  dem  hier  festge- 
haltenen theoretischen  Standpunkte  aus  betrachtet,  nicht  hierher 
gehört  und  noch  weiterer  ErlSuterang  lied€rfen  wurde. 

Oase  man  in  die  obigen  Formeln  etatft  der  Wkikei 

«0»  i^o,  yo»  .«1»  A.      «•»  A»  üi 
nach  die  Liegen  und  Breiten 

mitlelat  der  Formeln: 

38) 

co8a»s=oosi4»coa^o«  coeoiscoal^coo^»  coei^^eoeX^co«^ 
.eoa/9|»=:sinI«conl2o>  coeA=«inZ|eoe^|,  cofl/7a=aini4eesi3^ 
eea|>«  =  siDjffo;  co8yi  =  sin^;  cos  y^  — sin 
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eioffibreo  kaon,  veratebt  «icb  von  selbst.    Dadurch  erhält  man: 


■  smAa  .         "        siüAa  • 

-.sioAosinAi  ,  „ 


Das  VotkomiM  ilopp«ltof  Zeidkan  ia  dao  v«rk«r  «nhriclül- 
tcD  Formeln  liegt,  wie  man  aoglei^  Qberaiebt,  gana  in  der  Natmr 
der  SaclftQf  veU  aa  oienbar  im  AHgemeiaen  imm«r  awel  Aolr 
lOenngen  der  Aa%abe  geben  wird.  Welcbe  Zelcben  maO'«« 
nehmen  bat«  muaa  In  jedem .  einzelnen  Falle  beaondera  ermittelt 
werden;  wiebtig  lat  ea  aber,  hieffir  ein  mSglichat  allgemeinea 
Krlterlnm  in  halben»  an  desaen  Entwickelapg  wir  nnn  fibergeben 
wollen.  . 

Zu  dem  Ende  denken  v^'vc  uns  durch  die  beiden  bekannten 
Punkte  Aa,  Ai  und  den  Mitteljmnkt  der  Kugel  eine  Ebene  gpleiyt, 
welche  die  Ku^el  in  zwei  Hälften  thetlt,  in  deren  einer  der  posi- 
tive Theil,  in  dei  anderen  der  Tic^ativc  Theil  der  Axe  der  x  Hegt, 
wef^balb  wir  mit  Kücksicht  hierauf  diese  beideu  IlalUen  in  der 
Kürze  beziehungsweise  die  positive  und  die  negative  Hallte  ,  uäru- 
lieb  in  Bezug  auf  die  in  Rede  stehende  Ebene«  nennen  wollen. 
Beäeicbnen  wir  die  Gleichung  nnaerer  dttreb  den  Anfang  der 
Coerdinateu  gehenden  Gbene  durch 

1)  .  •  .  .  .  .  Jkr-f  ^^-ftftsO, 

'ao  kann,  weil  die  l  licne  auch  durch  die  Punkte  A(^  und  Ai  gebl^ 
deren  €oordinateo  x^,  ^q,      und  d^i»  ^i»  zg  aind,  offenbar 

6» 
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gesetst  werden.  Denken  wir  uns  nnn  durch  den  Punkt  oder 
(x^s^  eine  auf  der  Ebene  der  a:y  senkrecht  steheode  Gerade 
gezogen,  und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  durch 
die  Gleichang  1)  cbarakterieirteD  Ebene  dorcb  {m)i 

also»  weil  offenbar 

ist:  . 
woraus  sieb 

tolglich  nach  2) 

ergiebt.  Jenaehdem  nun  der  Punkt  A.,  in  der  positiven  oder  oega- 
tiven  Hälfte  liegt«  ist  offenbar  z^>  }  oder  2^<,}. 

£•  Ist  ■ 

as<eoe  A»eesyi  <-eo8/o008iS!i)eosfl^^(coafomak'*''^'OM>^^^  cos/^ 
md  aadi  IL  34)— 36)  erbfilt  man  leicbt: 

(ces^coeyi  *—  CMfano^  ^)cos<%-|-(cos/oC08  o| — cosc^cosyg)  cos/^ 
as  —  fo (cos a^ COS ßi  ^^cwßQCOBt^^) 

-I  ^ cos yi (cos «0 cos A  —  oe» jjQ cos «4 ) 

^^sinApsinAx  j     (cosjjocosy,  — cosj^cosft)*  |  ^ 
sinAa     ( +(cosyo««tti— ce»%eoen)*  I 
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« 

Fugt  man  nun  anf  der  rechten  Seite  des  Gleich beitozeieheos  die 
▼erschwiudende  Grösse 

—  sioAosinAi^ 

-\  jjjj^^^  (cos  0^  cos  Pi  —  CO«  PqGOSOi)* 

,  sin  A^sin  A| ,      .       *  ä 
bei,  nnd  überlegt,  dass 

(cos  O^COS/?!  — COS  -f  (cos  ^COS]^     €08^0  «^^s  hl^ 

+  (cosyoCOSai — eoso^cosy,)^ 
=  1  —  (coso^cosa^  -f  cos^qCos^  +  cos/ocosjfj^  =  siDo«' 

■ 

ist,  so  erhält  man  nscb  leichter  Rechnung: 

(ees  /^cosjf oos  yo  cos  A)  cos    +  (cos  ]fo  cos  Oi — cos    eos  yi)  cos^^ 

sinAo,     -  ,  .  ^ 

^^(cos  A|  cos^oisin  Ai  cosof,cos^j) , 


=— (cosoocos^i  -COS^oCOStti) 


I   sioA|  _  ,  I 

f+gi„^(cosAoCosyiTsiDAoCoa«jC08i^^) 


sinAosinAj 
also  nach  II.  36): 

(pOB  ß^yQosyl  —  cosyoC08/}|)cosa2  +  (cos]foCOSa|  —  eosa^cosyx)co8/3s 

/  a  a         X         •  sinAosinA.  . 

=— (cos  oo  cos  Pi  —  cos  Po  COS  ttj)  cos    £  — sioAt     "^"^  * 

folglieb  nacb  dem  Obigen  auch; 

r*       *  r  ■       r*       *  r 

= — (cos    cos    —  cos  jSo  cos  «i)  cos    i  —  i  sin  <u\ 

•  SID 

Nach  4)  ist: 

  f*      *  r  *  r 

coe<i^eos/9|  —  cosj8t)Cos%  * 
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aiso  nach  dem  Vorstebenden : 

f  _8mAosinAi  sioa^^ 

woraus  sieb  uDviUelbar 

.\ 

 j    sinAosinAi  siPfla*   

ergiebt; 

Wail  die  GVOsse 

ifiinAosinAi  .  _ 

SIB  Ag  ■ 

Stets  positiv  ist,  so  erglebt  sieb  Bieraas»  In  Verbiodiiiig  mit  dem 
Obigep,  Folgendes: 

Wenn  /f,,  in  der  positiven  Hälfte  lie?it,   also  }  ist,  so 

inus8  man  die  obereo  oder  unteren  Zeicbeu  oehmen,  jenacbdein 
die  Grosse 

costt^cos  A  —  eos  Aicoso^ 

positiv  oder  negativ  ist;  wenn  dage^eii  in  der  ne^^ativen  Hälfte 
liegt,  also  z^K}  ist,  so  rnuss  ntai)  die  oberen  oder  unteren  Zei- 
chen nehmen,  jenachdem  die  Grösse 

cosfii^cos/?! — cos/^ocosa^ 

DSgstiv  oder  positiv  ist. 

Dies  liss^  sieb  In  folgende  allgemeine  Regel  zusamroeDfasseD : 

Man  moss  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  neh- 
men, jenachdem  die  U&lftSj  in  weicher  der  Paokt  4i 
llegtf  und  die  Grösse 

eosoocos  ßi  —  cos  A)eos«| 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Bekanntlich  Ist  Sber 

coso^cos  ßi — cobPq  cos  «1  =  sId  (X^  —  Le)co8  B^ewBi, 

so  dass  also,  weil  das  Product  cos^qCos^^  stets  positiv  ist, 
die  Grössen 

cos«o  cos  ßi  —  cos  A>  cosffi  and  sin  (Xr|  L^)\ 

innuer  <:;leiche  Vorzeichen  haben.  Daher  lässt  sich  die  obige 
Regel  auch  auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 
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Mao  inu9s  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen, 
jeoachdem  die  Hälfte,  in  welcher  der  Punkt  liegt, 
und  die  Grösse  siu(/ij— X.©)  gleiche  oder  ungleiche  Vor- 
zeichen haben. 


B«l  geod&tiflcfcen  Messtingen  wird  man  mURflcksidit  snf  die 
bekannte  La^e  des  sichtbaren  Uiinmetspols  immer  leicht  sa  be* 
urtheilen  im  Stande  sein,  ob  der  Punkt  in  der  positiven  o4er 
negathren  Hftlfte  liegt,,  mil  welter  tirancht  mnn  nne  der  Ueem 
Ansebanung  nichts* zu  entnehmen,  um  mittelst  des  vorher  ausge- 
»proehenen  Kriteriums  entscheiden  sa  kOnneo,  welebe 
auui  in  den  Fermeln  36)  oder  ^)  au  nabnen  bat 


Anhang. 


allgemeine  Formeln»  wie  wir  Im  Vorbergebenden 
für  die  Kogel  entwickelt  beben,  wollen  wir  jetst  in  der  Kffrae 
aaob  neäk  filr  die  Ebene  entwickehi ,  welebe  bei  Reebwnigeii  der 
GeedSsie  der  Ebene  gleiebblls  treffffebe  Dienste  leisten. 

Man  habe,  ein  reciitwinUliges  €00 rd io aten •  System  der  xy  zu 
Grunde  legend,  in  der  Ehene  der  a-y  drei  Punkte  Aq,  A^  A^» 
welche  das  Dreieck  A^,A■^A.2,  bilden.  Die  an  den  Spitzen  Aq,  Ai, 
A^  liegeudeii  Winkel  ciieses  Dreiecks  bezeichnen  wir  respective 
durch  Aq,  Ai  ,  Aj;  und  die  Seiten  AiAn,  /l2^o»  ^0^1  he- 
ziehun ausweise  durch  Hq,  ,  er«,  bezeichnet  werden.  Die  Coordi- 
naten  der  Punkte  A^^  und  Ai ,  weiche  wir  durch  Xq,  yo  und  Xi ,  yi 
bezeichnen,  werden  als  gegeben  betrachtet;  die  beiden  Winkel 
Ao  und  Ai  sind  gemessen  worden;  die  Coordinaten  x.j.,  yi  soWen 
berechnet  werden.    Dazu  hat  man  die  beiden  üieichungeu : 

ans  denen  d^,     au  bestimmen  sind.  Zu  dem  £nde  setaen  wir: 


xi  —x^  =  Mo  -  (-2-0  —^1)*  2/1  ~  ^2  =  »0  -  (yo -"yi) » 
so  dass  wir  nach  1)  die  folgenden  Gleicbongen  beben : 

t  «0 — («0 — -^i)    +  1  »o  —  (yo  — yi)  l*=ao'» 


D 


t 


1, 
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* 

am  dfiotii  lieh,  w«il 

^)  («0— «i)*  +  (Sfo-3ri)*=«i* 

a 

Uty  sehr  leicht  die  Gleichung 

(*o-«i)««o  +  (jr*— ^)oo  =  -*  3  ^ 

•igielit.  Nach  deo  Lebien  der  ebe«en  TriiEOBonietrie  iet  aber : , 

also  bat  mao  aar  BeatbonniDg  von  t^>»  die  beiden  fidgendeii 
Gleiehaogen: 

4  («o— i«^i)«d  +  (yo-yi)fo=«i«BC08Ao, 

5)      •      •        I  m  m  m. 

i  «e'+«o  ^«1*; 

deren  Auflösung  keiner  Schwierigkeit  unterliegt. 

Um  nns  dieselbe  ;^oefa  mOgliebat  eu  erlelebflnrn,  eetaen  wir. 
Indem  Üo*  3^  nnd      noeh  «nbentlaunte  GrSenen  beiMicboettt 

80  wird  die  zweite  der  Gleichungen  5): 

und  führt  nach  gehöriger  Entwickelutig;  sogleich  zu  der  Gleichung; 

.Denkt  man  sich  aber  die  bis  jetzt  noch  uiihestimoiten  Grüs&eti 
^0*        '^^  bestiintut,  dass  ^  • 

7)  .   .   .   .    JoC^Vo— «t)-|-^o(|ro'-afk)  =  0 

ist»  80  nimmt  voratebende  Gleicbnng  die  einfacbere  Form 

8)  ....  .  ilo*+  Bo*  +  a.«Go»=:iii« 

*  *  * 

an. '  Die  erste  der  beiden  Glelebongen' 5)  wird  nach  6): 

(aro--«t)l4o4'Ga(«o~«i)l'l'(Sfo'-9k)(^o-f<?o(yo-fi))='«tiiC08Ao« 

also: 

^0  («o— «i)  +     (ye^i) + 1  (*o^*k)*+  ÖTo  -yi)* !  ^»0 = fl|«i€08Ao. 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 
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wie  sogleich  erhellet. 

vT* 

Ans  der  Grleiehuiig  7)  folgt: 


also  wegen  der  iRieicbuug  8)  mit  Rficksicht  auf  die  Gleicbuiig  4) : 

worau  eidi  mieb  0)  eegleieh  die  Gfefchang 

ergiebt.  Hieram  aber,  in  VerbhidaDg  mit  H^,  eriillt  ^an  dlis 
Formelii : 

.  Ii)  4o=i:--  sidAo,  »o=+  — *-«iaAo; 

in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  aul  einander  bezieben. 

Führt  naa  ann  diese  AusdrOcke  von  4o*  und  den  obt- 
gen  Aoadradc  tob      ia  die  Fonaebid)  eia,  ae  arfiüt  nav  lalehls 

i  i^»— ^U*o-«i)co»Ao±(jfo-jfk)»iaAol, 
18)..  { 

'\  »0 = r-     0  -  Vi)  cos     -t-  (a:o— a:,)  sin  Ao  |. 
WeU  bebaoatlieb 

*  '  i^^alnA» 

ist,  so  ist  auch:  , 

ein  Ai 


l  t*o=g^l(^o— «i)co«Ao±(yo-3fi;sinAoU 


sin  A« 
oder  nacb  2): 

16) 


:ro  —     SS         i («0  —  *i)  coa  Ao  ±  (jf o  — yi)«»»     I , 

ifi 


Digitized  by  Google 


74  Gruner  i:  Lagen^sOmmungm  auf  der  Kugei,  eine  ErfOrnumg  • 
Weil 

ist»  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleicbung 

sliiA,s8in(A,^A,)*) 
aus  deo  vorstehenden  Gleichungen  15)  leicht: 

1«) 

— s         { (af,  —  jr^)cos A,  T  (sik  —  irjs'm Ai  1, 

Sin  .  v-A 

yi  —  3fs  =  ^gJ-J^  t  (ifi  -  ^o)  cos  Aj  ±  («i  —  «o)  s»»     }  j 

wobei  wir  ausdrücklich  bemerken,  dass  in  den  Formeln  15)  und 
16)  sich  Überali  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  eiuanüer 
beziehen. 

Setaen  wir 

17)  .    .   Xq  —  Xi         cosP,       — yi  =  a^sin  P\ 

was  wegen  der  Gleidiirog  i)  ^erstattet  ist,  es  sehmen  die  Giei> 
oimngeii  16)  und  16)  die  folgende  Form  an: 


sinAiCos(P-|-  A*) 
► —     =  Oji  ^—zr-Tik  9 


18)  .  .  . 


sinA 


und: 


19) 


sin  A|  sin  {P  -|-  Ap) 


sin  Ap  cos  (/^iA|) 
sin  Ao  sin  (^dbAi)  . 


immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeiehen  anf  einan- 
der. Die  GrCssen  Pund  a^,  letztere  GrOsse  aatOrltch  al*  positiv 
▼oransgesetzt,  berechnet  man  am  ieiehtesten  mittelst  der  Pdrmelo » 


•)  Fhi  wird  angenommen,  dass  in  dem  Dreieck  A^,A■^A^  alle  drei 
Winkel  gemessen  und  anf  bekannte  Weise  ito  loirii^irt  worden  sind,  daus 
ihre  Summe  genau  ISO''  beträgt.  Diese  coi  ri^^irten  Werth«  der  drei 
Winkel  bezeichnen  dann  Aq,  Aj  ,  A,,  so  dass  also 

ilo-hA]i-|-At  =  180« 

itl. 
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20)   .   .  *angP=5j^,   «»-^SnP  --ÄF*      .  * 

nor  miiss  man  <laraut  achten,  den  Winkel  P  so  zu  nehmen,  dass 
auch  wirklich  die  Gleichungen  17)  beide  erfüllt  werden,  wobei 
man  ;sich  au  die  folgenden  Regeln  zu  halten  hat: 

Wimn 

positiv  '  positiv 

negativ  positiv 

negativ  negativ 

positiv  negativ 

ist,  so  nuss  naii  besieliangswsiso  P  so  oabneBf  dass 

0  <  < 

180^  <  P<270«, 
270"  <P< 360*» 

Leicht  erbllt  man  aneb  die  folgenden  Femelvs 

il) 

(j:oC08Ati=yu6ipA|)8inAo  -j-  (jriCOsAoJ:f^einAo)sin  At 
**  ^    •  slnA^  ' 

 (y, COS  Ai^Xq  sIp  At)sie  A » +  (y^  cos A»Tfl?i ato A») aia  Ai , 

.  ,  aioAi  • 

welche  aber  zur  Berechnung  der  (^jordinateii  a;^*  tf%  Weitem 
nicht  60  bequem  sind,  wie  die  obigen  Formeln. 

Im  Allgemeinen  iSsst  unsere  Aufgabe»  wie  dies  aach  ganz 
IQ  der  Natur  der  Sache  liegt,  swei  AnflOsnngen  so;  bei  prakti«. 
sehen  Anwendangen  bedarf  man  nun  aber  eines  möglichst  ein- 
fachen Kriteriums,  welchen  in  benrtfaeilen  verstattet ,  wie  in  den 
obigen  Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen  sind;  ein  sokbee  Krite- 
rium kann  man  anf  folgende  Art  entwickeln. 

Die  dnrck  die  beide»  Ponkte  and  Ai  gehende  Gen^e« 
deren  Gleiebiiiig 


« 
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iil,  tbeilt  dio  Ebeae  dar  acy  in  swei  Tlieii«.  Denkt  nutn  sieb  mm 
dnreb  eloen  beliebigen  Pnekt  dieeer  Gereden  ale  Anfang  ein  dem 
primitiven  Syeteme  der  o:^  parallelen  Coerdinaten*Syvtem  gelegt, 
80  wird  immer  In  dem  einen  der  beiden  in  Rede  ntebenden  Tbelle 
der  Ebene  der  xy  der  poeit]fe,'ln  dem  anderen  Theile  der  nega- 
tive Tbeil  der  swelten  Axe  dienen  neuen  Coofdinafen -Syeteme 
liegen,  innofem  die  dnreb  und  Ax  gebende  Gerade  nlebC  der 
Aze  der  y  parallel  Ist«  wie  wir  flir  jetat  annebmen  wollen ;  mit 
Rfickniebt  bierauf  wollen  wir  daber  diese  beiden  Tbelle  der  Ebene 
der  wff  beslebnngsweise  in  der  Kfirse  den  poeltlren  nnd  ni^Ü- 
▼en  Tbeil  dieser  Ebene  nennen.  Legen  wir  jetst  dureb  den  Punkt 
A%  eder  (dftSfa)  ein«  ^  der  Aze  der  x  senkreebt  atebende  Ge- 
rade nnd  beaeicbnen  deren  Dnrcbeebnitispnnkt  mit  der  dnrch 
nnd  Ai  gellenden  Geraden  dnrcb  (ir^);  so  ist  klar,  da8$,  jenacb- 
dem  der  Punlct  in  dem  positiven  oder  nei^ativen  Tbeile  der 
Ebene  der  xy  liegt,  y^^V  oder  ^2<<7  '^t.  Zur  Bestimmung  von 
X»  9  bat  man  nacb  dem  Obigen  ofeobar  die  Gleiebnngen: 

aus  denen  man  leicht 

Jf=iPa»  ifa  — 9  —    ^ 

j 

erhält ;  nun  ist  aber  nach  15) :  , 

siu  A 

-  ^1)  (3^0  - 3^2) = ^j^^i^o-^iXt/o  ^yi)cenApK««-«k)%lnAol; 


und  feiglicb  aaeb  dem  Obigen: 

woraus  sieb,  in  Verbindung  mit  dem  VeAergebenden,  unmittel- 
bar Folgendes  erglebt: 

Wenn  im  positiven  J'lieile  der  Ebene  der  u-i/  liegt,  also 
yi^  9  ist,   90  niuss  luau  die  oberen  uder  uutereo  Zeichen  oeh- 
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nieii,  jenachdem      —  Xi  positiv  oder  uegativ  ist;  wenn  dagegen 
im  negativen  Theilo  der  Ebene  der       liegt>  also  ^2<9  ist, 
HO  muss  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenacb- 
^em  Xq  — Xi  negativ  oder  positiv  ist. 

Dies  l&sst  sieb  kürzer  in  der  tolgeuden  Regef  snaammenfassen : 

Mao  rou88  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  n,eb> 
nen«  jenachdem  der  Tbeil  der  Ebene  der  in  wel- 
chemder  Punkt  ^2  liegt,  und  die  Gr  Oase  x^sb^  gleiche 
oder  ungleiche  V^raeicheo  haben* 

IVire  die  durch  nad  Ai  gehende  Gerade  der  Axe  der  jr 
parallel»  ao  wOrde  van  bei  Anveaduog  dieeer  Regel  an  die  Stelle 
4ef  Aze  der  y  die  Aze  der  x  aetaeo  mfleaen,  was  natfirlich  \m 
Wesantlichen  gar  iceineo  Unterschied  macht. 

Mittelat  der  vorhergebenden  Formeln  kann  man  verschiedene 
{»raklisch  wichtige  Anfgabeo  anflSaen,  was  wir  jedoch  hier  nicht 
weitläufiger  ansfähren  wollen.  Indem  wir  nna  begnügen,  Folgen- 
den an  bemerken.  Hat  man,  so  wie  die  Lage  dea  Pnnktea 
ana  den  Punkten  A^^  At  dnrch  Messung  der  Winkel  Ao*  Ai  he- 
atimmt  worden  ist»  aus  denaelben  Punkten  A«t,  Ai  die  Lage  einen 
swelten  Punktes  A^'  durch  Messung  der  Winkel  A«',  A|'  he* 
stimmt,  so  kann  man  nach  der  Entfernung  £  der  beiden  Punkte 
A%  und  A^'  von  einander  fragen,  welche  natürlich  immer  leicht 
au  bestimmen  ist,  wann  man  nach  dem  Torheigehenden  die  Coor- 
dinaten  x^,  jya  ^%  »  9%  dieser  Punkte  berechnet  hat  Bfan 
kann  aber  ,ancb  einen  allgemeinen  Ausdruck  dietar  Entfernung  nn* 
mittelbar  durch. die  Ibekanaten Elemente  a«;  A«,  Ai;  A/,  Ag'  auf 
folgende  Art  entwickeln. 

Man  aetae  der  Kfirse  wegen: 


SS) 


_  '  cosA„stnA|  ^  sinAnsinAi, 

81UA2  sinAji 

_cosA^^sln  Ai'  _8in  A^^sinAi^^ 

^  ~     sinAft'     '  ~-     sinV  ' 


und  unterscheide  nun  zunächst  die  beiden  ioigenden  Fälle. 

1.  Die  Punkte  A^^  AJ  liegen  auf  derselben  Seite 
der  durch  die  Punkte  A^,        efehenden  Geraden. 

Wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeiclien  nimiiU,  jenaeh- 
dem  der  Theil  der  Ebene  der  a:y,  in  welchem  üe^t,  mul  die 
Grösse  — Xi  gleiche  oder  ungleiche  Voraeicbeu  babeu;  so  ist 
nach  dem  Obigen: 
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Xo^Xi'  —  C'(a:„--ari)  \  S'iy^—y^), 

also: 

-  ^2  =  (C-CO  (jfo  -  yi)  T  (5-  SO  ; 

folglich«  wie  luan  sogleich  übersiebt: 

JS»=  «,»UC -  CO«  +  («- ^>»|. 

n.  nie  Punkte  A^,  liegen  anf  eatgegengeaeta- 
ten  Selten  der  darcli  die  Punkte  Ä^^  Ai  gehenden  €re- 
raden. 

Wenn  man  die  obereo  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem  der  Theil  der  Ebene  der  xy,  in  welchem  A^  liegt,  und  die 
Grosse  Xq — Xi  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  babeo,  so  ist 
nach  dem  Obigeo: 

y« — Sfti   ^(y«  -  yi)  T  S(x^  -  «i) 

Qod 

ar„— a^a'  =  C  (x^  —  Xi)  ^  S'(i/„—yi), 

alee: 

ya'  -  ya  =  (C-  C)  iy,  -yj        +  S')  (ar. -a^ ; 
foiglieb*  wie  man  aogleicb  flbeiaWbt: 

JB»«  V{  (C- O«  +  («  +  S')*  1. 
Also  ist  nach  1.  und  IL: 

23)  •  .  .  i;»öVKC-C0«+(«T3')^. 

v^e^n  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Puitkte  A2  und  A^*  anf  dersefben  Seite  oder  auf  entgegengesetz' 
tea  Seiten  der  durch  die  Punkte     und  Ai  gehendea  Qeraden  liegen. 

Führt  man  die  obigen  Auscirü'rlce  von  C,  S  und  C ,  S'  in  die 
Formel  23)  ein.  ho  erhält  man  mit  derselben  üoetimmung  wegen 
des  Zeichens  wie  vorher: 

24) 
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and  oatfirlicb  gaiis  ebeo  ao: 

Die««e  Formeln  sind  alieruinf^s  f%chon  bekannt,  lassen  «ich  aber 
wo»  unsere ri  «ibi^^en  Auadröcketi  mit  besonderer  Leichtigkeit  uod 
Aügemeinbeit  at»ieiteiu 


VIII. 

» 

üeber  Länge  and  Breite,  redacirte  Länge  and  reda* 

cirte  Breite  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid. 

4* 

m 

dem  Herausgeber. 


Weno  m  künftig  nSthig  wetdeo  «ottte,  die  Erd«  sieht  melir 
all  ei»  Rotation« oEllipaotd»  aondoro  alo  ein  dreiaxigen  Ellipsoid 
n  betraebten,  eo  wfirde  eich  darann  aneb  von  aellMt  die  Notb» 
«ewHgkeit  ergebe«,  dl»;  bis  jetzt  blora  filr  das  Rotatbnia»Ellif^ 
nid  geltenden  Begrile  Ton  Länge  nnd  Breite  anf  daa  dreiaxige 
EUipaoid  so  erfveiterOf  femer  tu  seigen,  waa  man  anf  einem  aol- 
eben  EUipaoid  nnter  lodoclrter  Lfingo  and  redueirter  Breite  sa 
mteben  hat,  so  wie  mSgllebat  elegante  Formeln  -  au  eotwiebeln, 
irdebe  die  xwiaehen  diesen  verschiedenen  geographischen  Ele- 
Bmten  Statt  findenden  Relationen  aosdrfieken,  wobei  wir  rOek- 
MtKeb  der  redncirten  Lfinge  und  reduelrten  Breite  an  erinnern 


Digitized  by  Google 


80       Gruner t:  V$k€r  länge  und  äreUe,  reducirU  l^nge  • 

* 

Dicht  unterlassen  woUeo,  dass  di«  erste  dieser  beiden  seh^  «vicb- 
tigen  HOlfsgrOssen  anr  bet  dem  drlolazigeD  Ellipsoid  vorfcoinoit 
ned  demselben  eigenthiliDlicb  ist,  indem  bei  den  Rotatioos- Ellip* 
seid  Linge  vnd  ledncIHe  Ltoge  ideotiseb  sind  oder  mit  einander 
aoMmmeofidlen,  weshalb  man  aneb  bekanntHcb  bei  dem  Rofalioiis* 
Ellipsoid  bis  jetstYiar  die  rediieirte  Breite  gekannt  und  stets  nur 
von  einoff  eolcben  gesprocbea  bat  Die  vorliegende  Abbandlong 
ist  bestimmt,  die  erwKbnten  neaen  Begriffe  ftr  das  drsiazlge 
Ellipsoid  gehurig  festsustellen ,  und  die  swieefaea  dea  dmb  die« 
selben  beseicbneten  Grossen  Statt  findenden  Besiebungen  Im  /Ül* 
gemeinen  an  'entwicfcelo.  - 


2. 

Wir  beginnen  mit  einigen  allgemeiiieii  lietrac  filuiigen  über  die 
Normalen  des  dreiaxigen  Ellipsoidi»,  dessen  Glei«jliuiig ,  wenn 
S»  9«  I  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen, 

sein  mag. 

Bezeichnet  {xyx)  einen  beliebigen,  aber  bestiuimten  Funl^t 
dieses  EUipsoids^  so  dass  also  auch 


.......  ©■-©•+(y=. 


ist,  so  sind  bekanntllcb  nncb  den  Lehren  der  hQberen  Geometrie 
die  Gleichungen  der  diesem  Punkte  estspreehenden  Normale  dea 

Ellipsoid«:  ^ 

5»       P  3 

Bezeichnen  wir  die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  beiden  von  dem  Punkte  {xyx)  ausgehenden  Theile  dieser  Nor- 
male mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  t,  I),  ?  einsehlies- 
sen,  im  Aligemeinen  durch  a  .  y\  se  ist  bekanntiicbf  weAo  Q 
eineo  gewisseii  Factor  bezeichnet, 

tomu^Q^9  CBBßssG^t  coByssG^i 

■ 

folglich : 
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alao : 

I 

C  =  db 


fiiid  daher  nach  den  obif^en  Formeln : 


iL 

4)'  .  .  <,ca9ßs:s± 


C2 


wo  es  sich  nun  hauptsächlich  uro  eine  Bestimmiiog  handelt,  wrim 
im  diesen  Formela  die  Zeichen  zu  nekmen  sind. 

Offenbar  entsprechen  die  in  den  vorstehenden  Formehl  vor- 
kommeDden  doppelten  Zdielien,  oder  die  von  denselben  gelieferten 
doppelten  Wertho  vop  eosa,  cosß,  cosy,  den  beiden  Tbeiioo  der 
Normale^  welche  von  dem  Punkte  (xyz)  aus  nach  dem  äuetserea 
und  dem  inneren  Räume  des  Ellipsoids  hin  geben«  Bezeichnen 
,wir  äberhaapt  in  dem  Theile  der  Normale,  wdehem  die  Winkel 
a,  ßt  y  entspreelien,  einen  beliebigen  Punkt  durch  (XVZ),  und 
dessen  Entfernung  von  dem  Paokte  (x^)  dnrcb  £,  so  ist  offm* 
har  la  TOUigor  Allgemeinkeit: 

y=y  4-£co»/J, 

Zsxf£eO0fr; 


also: 


Xx  .  E 

Z    z  E 
-=-+-coay; 


TkeU  XXXVI. 
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und  daher: 

* 

folglich,  weil  nach  4): 
iat:. 

Liegt  der  Punkt  (XVZ)  in  dem  von  dem  Punkte  (.vyz)  aus  nach 
dem  inneren  Räume  des  Ellipsord«  hin  {gehenden  Theile  der  Nor- 
male, 80  ist  es  immer  verstnttet,  diesen  Punkt  innerhalb  des  EIHp- 
soids  anzunehmen,  und  unter  dieser  Voraussetzung^  ist  nach  einem 
bekannten.  c^rfVsserer  Doutlirhkeit  weirrii  in  der  Alimerkang  SU 
diesem  Paragraphen  beti^oiiders  bewiesenen  SaUe 

jenachdeni  der  l^unkt  (XYZ)  in  dem  von  dem  Punkte  (rf/r)  nus 
nach  dem  Süsseren  oder  inneren  lx;nisne  des  Eilipsoid«^  hin  i^efien- 
den  Theile  der  jNormale  liegt.  Also  entspricht  in  der  obigen 
Gleif  liung  offenbar  der  grössere  uud  kleiner«  der  beiden  ia  tler 
Formel 

t 

t 

enthaltenen  Werthe  dem  von  dem  Punkte  (xyz)  aus  nach  dem 
äusseren  und  Inneren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Theile 

,^er  Normale,  woraus  sich  nnmlltelbar  ergiebt,  das«  man  in  den 
obigen  Formeln  für  den  Ton  dem  Punkte  Otyz)  aus  nach*  dem 
äusseren  Räume  des  ElUpsoida  bin  gehenden  Theil  der  Normale 

•  die  oberen»  fiir  den  von  dem  Punkte  (x^)  apa  nach  dem  inneimi 

1 
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l^iume  des  rjli[)soids  hin  gehenden  Theil  der  Normale  die  uiite-. 
ren  Zeichen  nehmen  mu88.    Beziehen  sich  also,  wie  von  jetzt  an 
immer  vorausgesetzt  werden  soll,  die  Winkf!  «,  ß,  y  stets,  anf 
den  von  dem  Punkte  {ocifx)  aus  nach  dem  iiusseren  Kaumc  des  ' 
ElUpsaids  bin  gebenden  Tbeii  der  ^otmale,  so  müssen  wir  nach  4): 

x_ 
<^ 

coaits 


8«lBeii. 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich : 


9  - 


I,  wom  man  quadrnrt  und  addirt,  oaeh  2): 
also: 


dalier  naeh  5): 
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1    ^  A*cos/3l  


c*  cos  y 


,2 


X     V  z 

oder,  wenn  man  blees  die  VeHiflHnieee  - ..  t  >  -  in  Betracht  siebt 


a    0  c 

aeosa 


7) 


«    V  o^cos«^  +  6*cosjJ»+  c^cosy»* 

y  b  cos  j5   

^  ^  V" o*cos«^+  6*  cos ^  +  ^cosji* 


mittelst  weleber  Formeln  sich  die  Goordinaten  x,     z  oder  ifie 

X    V  z 

VerhäUnisse  -  bereciioeu  lassen,  wenn  die  Winkel  oc^ß^y 

gegeben  sind,  so  dass  also  die  Lage  des  Punktes  (xyt)  anf  dem 
Ellipsoid  Tollkommen  dareh  die  180^  nicht  fibersteigenden  Win- 
ket bestimmt  wird,  welche  der  von  dem  Punkte  (xyx)  nach  dem 
Iitsseren  Raome  des  Elüpsoids  hin  gebende  Tbeil  der  Normale 
m  diesem  Pvokte  mit  den  poeitiFen  Theilen  der  Axen  der  jr,  9,  | 
elosehliesst. 

Anmerkung. 

Der  oben  angewandte  Satt,  der  nicht  immer  mit  gehöriger 
Strenge  bewiesen  wird,  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 

Sei  wie  oben 


1 

die  Gleichung  des  drelazigen  Eüipsoids,  jetzt  aber  (ÄFSS)  ein 
beliebiger  Punkt  tin  Ranme  und  R  dessen  fintfemuiif;  von  dem 
Anfange  der  Coordinaten.  Bezeichnen  non  ß,  y  die  180**  nicht 
Übersteigenden  Winkel,  welche  rlio  von  dem  Anfange  der  Coor» 
dinaten  aus  nach  dem  Punkte  {XVZ)  ge^o^ene  Gerade  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axen  der  1,9»  f  eioschiiesst,  so  isi  offen- 
bar in  FdUiger  Allgemeinhek: 
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K^Reaaat    TsstBewß,  Zs^BeoMf. 

Ist  jetzt  (xyz)  (1(  I  I  )iireh8chnitt«puDkt  der  in  Rede  stehenden 
Geraden  oder  deren  \  erlangerun^^  über  t\eu  Punkt  (XI Z)  binaus 
mit  der  Fläche  des  EHipsoids  und  r  <iio  Entfernuni;  dies»\s  Durch- 
schnittspaokts  von  dem  Anfange  der  Cuordiuateu,      lai  eben  so: 

sssreoM«,  fsattooBß,  zcsrcofy. 

Ako  Ut:  ^ 

X_R  y^l^  Z  H 
X  ^  t*    y  ^  r  *    t  r 

uitd  IblgUcb 

X  Y     R  y     Z     R  z  , 

woraus 

©•■^(ö"-^0)=©"l(i)'*(5)'-G)'i- 

al6o,  weil 

(f)^(f)'*C)"=> 

(!)'-("-)■ 

folgt   Weil  nun  der  Punkt  {ÄYZ)  offenbar  ' 

dea  KllipsoitU  liegt,  jeoacbdem 

Ä<r,   Ä«r,   Ä>r  - 
ist;  80  liegt  nach  dem  Vorbergebendeo  der  Punkt  (JLYZ)  ofieoba- 

Innerbalb,  in  der  Fliehe,  attMerhetl^ 
des  ElUpseide»  jeoachden 

ist»  welcber  Satz  betHeaen  werden  aelUe« 
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«  »  - 

S runer t:  Oebsr  Mäge  wid  BrHie,  r^Mtrm  LOnge 

Eis  beliebiger,  aber  beetimnter  Punkt  aof  imeenuB  Ellipsold 
9ß^  A9  und  X,  ytt  eeien  die  Coordinaten  deeeelbeo,  «o  das«  also 

tat  Ziehen  wir  nun  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  nacli  der 
Projeetioa  4ee  Punlctes  A  auf  der  Ebene  der  pc^  eine  Gerade,  so 
soll  der  von  dieser  Geraden  mit  dem  positiven  Thetle  der  Axe 
der  %  eingesclilossene  Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  nach  dem  po^^ifivon  Theile  r!er 
Axe  der  hin,  also  durch  den  rechten  Winkel  (ti))  hindurch,  voo 
0  bis  360"  zählen,  die  Länt^e  des  Punktes  A  genannt  und  im 
Foif^enden  durch  h  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  lerner 
in  dem  l^nnkte  A  die  Normale  des  ElUpsoi 'l.s  i:c'/o£;eTi ,  so  soll 
der  1*0"  iiicf]t  übersteigende  iVei^unfrswinkcl  dieser  iVorraale  ge^en 
die  Ebene  der  rth  indem  iJli^sen  ISeigungsu inkel  als  }>o^,itiv 
oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  der  Pnnkt  ^4  auf  der  posi- 
tiven ()(ier  noiiativen  Seite  der  Ebene  der  lieüt,  die  Breite 
des  l^uuktes  A  genaont,  und  im  i:<^oigeuden  durch  B  bezeichnet 
werden* 

Wenn  m\t  bier  die  Lünge  und  Breite  aof  die  Ebene  der 
besogen  haben»  ae  Hegt  darin  freilieb  eine  gevriese  WllllKflbriieb* 
Icelty  indem  man  nafirficb  dben  so  gut  Jede  andere  der  drei  Coor- 
dinatenebenen  hätte  an  Grande  legen  fc5nnem  In  liemadereii 
FSiten  wird  man  sich  immer  darfiber  einigen  mflsaen»  welche  der 
drei  Coordinatenebenen  am  sweekmüsaigsten  ala  Ebene  der  T9» 
anf  welche  die  LSnge  und  Breite  nach  den  obigen  Begriffen  dann 
an  beziehen  sind,  anzonehmen  ist,  worüber  das  Weitere  jetzt 
nicht  hierher  gebSrt,  Indem  wir  uns  in  dieser  Beziehung  mit  der 
Bemerkung  begnügen,  dass  man  bei'ra  Rotations -Ellipsold  bekannt- 
lieh  immer  die  auf  der  Drehungsaxe  im  Mittelpunkte  senkrecht 
stehende  Ebene«  nftmlich  die  Ebene  des  sogenannten  Aeqnatora» 
als  Ebene  der  jrt;  annimmt«  und  auf  diese  Ebene  die  Länge  und 
I  Breite,  wie  wir  dieselben  oben  im  Allgemeinen  deinirt  haben, 
besiebt. 

§.  4. 

ZnnSchat  wollen  wir  jetzt  die  CoonKnnten  x,  %  den  Ponk- 
tea  A  allgemein  durch  aelne  Linge  h  und  aelne  Breite  B  anaan- 
drflcken  anehen. 
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Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  \^Kjf*  nicht  übersteigenden 
Winicel,  welche  der  von  dem  Puniite  A  ausgehende,  ausserhalb 
dee  EUipsoids  liegende  Theii  der  Normale  in  diesem  Punkte  mit 
den  positiven  Tbeilen  der  Axen  der  f,  9»  |  einschUeest»  dureh  . 
'f»  §9  yi  ee  Ist  nach  5)  bekaootUch: 

'St 


eesi3  = 

•  ■ 


COSf 


Offenbar  ist  in  völliger  Allgemeinheit  JS  =  9Ü^— y,  also  siQiB=cos)', 
und  fülglicb  nach  dem  Yorhßrgebendeo : 

% 

I 

woraus  sich,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  cosB 
stets  positiv  ist, 

also: 


N)  .  .  .  .  tangJ9^ 


Femer  ist  offenbar  io  vOUiger  Allgemeinheit: 


Diyitkzed  by  Güügk 


t^)  »    y  =  «taDg£, 

uud  iulglicb 

Alw  der  Gleichnng  10)  folgt; 
•hio  nach  12): 

oder,  weil  nach  11)  die  Grossen  m  und  cos  L  immer  gleiche  Vor- 
seichen haben: 

Weil  nun  behanntliGb 
ist^  so  erhilt  man  nach  1^  und  14)  die  Gleichling: 
oder 

fol^Hich,  weil  .r  and  cosJL  gleiche  Vorzeichen  haben  und  cos/i 
stet8  positiv  ist: 

  *■  ■ 

=  cosJLcosß. 

Nimmt  mau  hierzu  die  Formeln  ISO  und  15),  se  erhält  man  die 
folgenden  merkwürdigen  Ausdrflcke  zur  Bestimmung  der,Coerdi- 
naten  x,  y,  x  durch  die  Länge  und  Breite  L  und  Bt 


scne£*cosll*. 
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co^LcobB  ' 

_  sinLcos   .  

iSetst  man  In  diesen  Formeln  m^b,  no  ^rblli  man  für  das 
RotaHoM-BUfpsoid' die  lolgeodeo  bekannten  Formeltt: 

acosXeosA' 


eesi{^+  ^sin^ 


asinZcosB 


17)   ....    ^        y"c4»si^^  +  ^asiD^ 

a^sln^ 


coaB'+  -«suf 


oder,  wenn  wir  in  diesem  Falle  unter  der  Voraussetzung«  dass 
e<a  ist.  , 

18)   ......  .     e»  =  l-ä 


setaen: 


ocobLcos  ß 


Vl-s»sinÄ** 


  asinLcos  B 

1q).    •    .    •    *    t    ff  —  .r^  ->7^'~  DQ  * 

*""Vl-^sini5»* 
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W^en  der  Gleiebaog  ^      .  . 

(f)'t(0''e)'- 

küDDea  wir  offenbar 

setzao,  frerni  wir  die  Winkel  t»  1$  nur  jdee  felgeBden  Bedlngmi* 
gen  unterwerfen. 

Der  Winkel  wird  alKsoIut  nicht  grüsKer  als  90®,  aber  po- 
sitiv oder  nejT'itiv  c;enonmien.  jenachdem  i  |io.sitiv  oder  negativ 
ist,  also  der  Punkt  A  auf  der  ])Os!{iven  oder  lu  ^ativf  n  Seite  der 
Ebene  der  jrt)  liegt,  und  hat  lidi^Iicb  mit  B  immer  gleiches  Vor- 
zeichen, wobei  es  sieb  ?on  selbst  versteht,  dass  cos]^,  eben  so 
wie  CO»  B ,  stets  positiv  ist  Der  Winkel  t  wird  von  0  bis  .160*^ 
gezählt,  und  zwischen  0  und  90®,  90»  und  180«,  löO*'  und  270^, 
270^  und  360°  genoraraen,  jenacfidera  x  positiv  und  y  positiv,  x 
negativ  und  y  positiv,  a:  negativ  und  y  negativ,  x  positiv  und  y 
negativ  ist,  so  dass  also  L  und  £  immer  gleichzeitig  zwischen  0 
uod        W  und  180»«  \W  und  270«,  270''  und  ^OÜ''  liegen. 

Unter  diesen  Yeraneeetsnngen  werden  t  und  ^  reepeetive  die 
redneirte  Lfinge  and  die  redneirt«  Breite  den  PsDlrte«  A 
genannt«  nnd  elnd  im  Allgemeinen  als  zwei  HSlfswInkel  su  lie- 
tracbten«  welche  heider  VereinfacluiBg  der  Formeln  nnd  der  dadnivb 
bewirkten  VereinfachoDg  der  nnmerischen  Rechnuogen  In  ▼lelen 
Fällen  die  vertref  lleiiaten  Dienste'  leisten. 

Znerst  wollen  wir  nun  die  ^tonn  Zr»  B  nnd  t,  ]$'niit  ein- 
ander vergleieheD. 

Macfa  16)  nnd  19)  bat  man  die  folgenden  Anedrficke 
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und  reäudrte  treiu  auf  dem  dreiaxigm  £Uip9oid.  91 

cosZi 
a 


I 

BinL 


sin  ^ 


Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  durch  Division: 

^tangZ,  tangX  =  ^l 


81)  .  •   ,  twg£=  rtangZ,  taugX  =  ^tangf 


oder 

2:2)  atangXi=s6tM)g£. 

Ffir  (las  NotatioTis -  Ellijisoul ,  also  Tür  «  =  6,  ist  folglich  £=r/<, 
i!i:d  in  diesem  Falle  sind  daher  Länge  und  reducirte  Unge  «in* 
ander  gl«ich. 

Werden  die  beiden  ernten  Gleichungen  in  ^)  quadrirt  und 
dun  za  einander  eddirt»  so  erbSlt  man,  weil  cos^  und  cos}3 
beide  stets  positiv  sind,  die  Gleichung: 


23)  cosB 


folglich,  wenn  man  dieae  Gleiebnng  mit  der  dritten  der  Glei- 
chongeo  20)  verbindet: 
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92        Srumeri:  Läuse  und  Breite  t  reäucirte  Länge 


34)  .  .  tongl» 


oder : 


S5)  .  .  tangJÖ 


4  f  m<%')'  „ , 

•  * 


Nach  21;  ist  aber: 

/cos  1*  \  ^     /sitig  Y 

WM  nach  25)  zu  der  merkwärdig«n  Fckrmel 

lübrt. 

Fär  das  RotoÜons-EUipsoid,  wo  a=s6  iat«  wird  diese  Fermel 

c  »»    <i  ' 

27)  .  .  .  tftDg^  = -taog^  oder  tangfiss-tang}^. 

,  Auf  dem  allgemeinen  dreiaxigen  Eltipsoid  hat  man  also  nach 
dem  Vorhergehenden  zur  Bcrcchntins;  der  reducirteo  Lüoge  und 
Breite  aas  Läoge  uud  Breite  die  Formelu: 

38)  

tangj(s=|taiig£r»  taBg»s:cy^(-^)  +  (^^^^  J  teogÄj 

and  sur  Beiecbnit&g  der  Lftoge  und  Breite  aue  der  redoclrten 
LSnge  aed  Breite  die  Formelo: 

taegL=:-<aagi(,  tang0:r  ' 


Auö  den  Gleichungen  16)  ergiebt  8iub  ieicbt; 
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al«o  nach  5). und  16): 

30) 


^^^^^  BinL  ^ 


cos  a  =  — .  — -  •  ,   cos  ß  = 


mittelst  welcher  Formeln  a,  ß,  y  aus  L,  B  gefumleii  werden. 
*  Nach  19)  ist  aber  auch: 

uud  fotglich,  weil  nach  26) 
mit 

«Um»,  wsil  sioiff  und  slnS^  inmer  gleiche  Vsvaeichen  haben : 

Folglich  ist  nach  5)  und  19): 

cosCcos]^  cemB  ^    Hintcos}^  csiuB 

eo8«= — «=»«^=—5 — -janr- 

COS  y  =  .  ^ .     - ; 

c    -  sin 


l^        Gruner t:  Veber  Lange  unä  Breite,  reducirte  LS:n$e  * 

wofans  sieh  iiiiiiiittdbar  die  fiilg«]id«D  eleganteo  mA  raerkwürdi- 
gMi  FoimelD., ergebe! : 

3f) 


» 


Leidii  erhilt  man  bierens : 

and  foigiicb«  weil  aiuB  und  siojß  stets  gleicbe  Vorseicben  babee: 

32)  .  .   V  a«cos««  +  6»co8|3a  +  c^cosy«  »  e 

Aus  den  Formeln  31)  erhält  mau  auch  sogleich  durch  Division: 

eomß 

33)  . .  ; 

Cosa      c      ^  cosß      c  ,  ^ 

cosy     a  cosy     6  * 

mid  aas  den  Winkeln  ß,  y  werden  also  die  Coordlnaten  jf«  s 
leicbt  mlttelet  der  folgenden  Foraieln  berecbnet: 

* 

6  cos^  ^     c  coslTcosy  sinfcosy^ 

ä*cös«*  — ä*    Cosa        6*"~cosp  ' 

y  =  68m£cos)3« 
1 8s  eein}$. 

Weil  nach  (ien  Formeln  30)  stets  cosa  und  cosL,  cosß  und 
sinjL,  also  nach  den  in  §.  5.  crea^ebenen  BestimmungeD  auch  cos« 
und  cosJC,  cosp  und  sin£  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  muss 
mittelst  der  ersten  der  vorstehenden  Formeln  £  so  bestimmt  wer- 
den, dass  cos£  mit  cosa,  sin£  mit  cosjS  gleiches  Voreelcben 
hat,  woraus  sich  die  folgenden  Hegeln  zur  Bestimmung  voii  t 
mittelst  der  in  Rede  stehenden  tormel  ergeben:  • 

Wenn 

eos«  cwß 

ponItiT  paMw 

,                            negativ  posülv 

negativ  negativ 

positiv  negativ 
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u»d  redudrte  BrtUe  auf  dem  dreiaxigen  EMjuoid. 
ist,  90  ist  beziehungsweise: 

J800  <  f  <  270», 


{.8. 

2ivei  beliebige  Normalen  seien  dareb  die  Winkel  Oq»  ß^f  Yq 
und  bestimmt,  und  w  sei  der  von  den  beiden  ausser* 

halb  des  Ellipsoids  liegenden  Theiieo  dieser  Normalen»  denen  die' 
%Vinkel  ao,  ßof  Yo  und        ßy,      entsprechen,  eingeacfaloeeene, 
IfiO^  nicht  äbersteigende  Winkel;  so  ist  bekanntlkb: 

'  eoe«=:coecf^cesa|  4-<seeA)CoeA -f  M9beo8y|. 

Nach  31)  ist  aber,  lo  leicht  durch  sich  selbst  verstandlicber 
Beaeichnang: 

c 

ceec^  n  -  eeel«  eetü^efai  iS^ , 

COS^o  =:  ^Sin  cot]^o 


und 


ee««!  ss—eoefi  eet]9i  ein  Bg  > 


€tt»ßiss-gtS»ti  oDt  J0|  ein  9i » 
also,  wie  man  leiciit  findet: 

► 

35) 


oder: 


co«oaainl7o«in4  (Hpcot]l$oCotJ9|  (coeltoOoe£i-|-pefailt;ieini^)i 


62 


sein  BoSioBi  l  I+jjcqt]5o  cot^^i  (sinl^jsinlTji  +-j|Cos£oC08iri)}. 
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05    '   Gruntrt:  üeker  Uh»§e  wki  BreiU,  redueirjB  JLän§e 

pjlr  das  RotatioiM-Ellipsoid  ist  also: 

* 

^  37)  coBn8sioBo8iB^i(l-f  2iC08(£o-^l^)cot]9oC<»t]$ii 
oder,  weil  in  diesem  Falle  fi^^I^  und  ii^L^  ist: 

38)  co8»=8liiilosinf lil  +  ^cos(l4o— Xt)cot)$o<:ot3$i 

Ffir  die  Kugel  ist  fol^licli: 
30)     cos  m =sin^c»8iD  -^i  4-  cos  (I/o  --i^i)  cos     cos  Bx  » 
wie  schon  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  sn  schliessen  ist. 

In  der,  dem  durch  die  Ooordlnaten 

«=acoBltcos)$,  jfs=6slD£cos]9>  z=süsin]^ 

bestimmten  Punkte  des  Ellipsoids  entsprechenden  Normale  des- 
eelbt  n  \voll.  n  \vir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  (A  FZ)  annehmen,  und 
dessen  Entfernung  von  der  Ohertläche  fle*,  EHipsoids  *),  indem  wir 
dieselbe  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  der  Punkt 
{XYZ)  von  dem  Punkte  {xyz)  aus  nach  dem  äusseren  oder  inne- 
ren Räume  des  IJlipsoids  hin  Hegt,  durch  h  bezeichnen;  so  ist 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

40)  JK=s:«  +  Äcos«,   F=y  +  Äeosj},  Zssz-fAoosy; 
folglich : 

Jl^socosjrcos}^  -I-  Acoscr» 
Ks=  6  sin  IT  cos -f>  AcosjS, 

'  Zs=C8in}$  +  ^cosy; 

und  daher  nach  31): 

JC    (asin   -I-  ~  sin  B)cenircotB , 

,  hc 

41)  .  .  .      \  F  =  (6ßiaJ^  +ysinÄ)sin£cot», 

hc 

Z  =s  esln^  -I-  —  sin  39. 
c 


*)  Höhe  dM  Puuktc«  (AiZ)  über  der*  Meerenfläche. 
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m  4^  RoUtfwBOiiiMid  iii  bekaMtütth: 

€  c 

42) 

Fttr  die  Kogd  ist  esa  imd  also; 

43) 

Die  GleicliQBg  des  Horisonts  des  Punktes  (JTFZ)  bat  im  All- 
gemeieen  die  Fene 

A{x~X)-\-  Bin-^  F)  +  r(? -  Z)  =0, 
imd  die  Gleiebangeo  der  Normale  in  dem  Punkte  [ßfft)  sied: 

fL       iL      i.  ' 

«•     p     <^  . 

also  ist,  weil  diese  Normale  auf  dem  Heriient  eenlcrecbt  steht, 
nach  den  Lehren  der  nnaljtiseben  Geometrie  die  Gleiebnng^  dee 
Herixonts: 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

46) 

 Xt-^lawk}^  +r—  sinB)  eesf  cetB  | 

oder: 

46) 

?^  { jr — <eain  »  +  ~  sin  Ä)  cos  £  cot  } 

+  (68inJÖ+^sini^)»in£cotje}  ^  =0. 

+  Ät,.(eslü»  +  ^.inÄ)l. 
Tkta  XXXYI. 
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♦ 

Ffir  das  Rotations-GUipsoiü  ist  die  Gletcboog  des  UorizuiiU 
▼on  (AFZ):  ^ 

47)  .  , 


a 


0 


alflo: 


{f  —  (acoB}$-|-Aco8B)co«£)eo8X 


+  Ii—  (csin^Ö  +  Äsin     } .  -  tang]9 

c 

MgB«b  Midi  517): 

48) 

)jr — (aco83-f  Ac08^)C08XriC08L 

-f  1 —  (a co8)$ -I- A C08  J})  Bin  Zf )  fliD  iL  ^  =  Ol 
4. 1 1  -  (csiii;^  -f       ^)  \  taug  ^ 
Für  die  Kogel  wfrd  diese  Gleiebung : 

49) 

tjr  —  (a  +  A)  coftXeesi^lceeX  \ 
-|-t9— (a+A)elDl#eo8^)«iiiI.  [=0. 
-|'tf^(<z  +  Ä)6lD^}tanga  J 

■ 

j.  10.  ^ 

Da  der  Punkt  {XYZ)  in  der  Normale  des  Punktes  {jcyi)  lieiit. 
so  bat  man  nacb  dem  vorbergebenden  Paragrapben  die  Gleichungeo : 

*    ~  i   "*   *.  ' 

fl?       fi  c« 

Sollen  nun  ans  den  gegebenen  Coordinaten  X,  Y,  Z  die  Coof- 
dloaten  x,  y,  t  getundeo  werden,  so  setze  man : 
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uuU  riaucu  te  Breite  auf  dem  üreiaxiteu  UliptoU.  90 


A  —  X     Y — jf  _  Z  —  I 


X  y 

C« 


woracu( 


A'  Y  Z 

folcrt,  so  dass  es  also  hloss  di^p^f  aQkonmt>  4i6  Grösse  0  zu 
lindeu.   Dazu  hat  man,  weil  ^ 

©•*(i)'*(i)'=' 

i«t«  die  Gleiobuog: 
also  die  Gleichung 

61) 

(f)^'+g)•(HS)H(^)^l+|)«(l+5)H(f>l+>l+£). 

wekiie  vom  sechsten  Grade  ist. 

Ffir  das  Rotations- £llipsoid,  wo  a=6  ist»  wird  diese  Gleicbong: 

63) 

welebe  Oteiehuns^  vom  vierteil  Onide  ist. 

Für  die  hLugel  wird  vorstehende  Gleichung: 

53)  .  .  .  .  .  + 
woraus  sich 

54)  ...  .  Gcaa(-<iJ:VlP+^+^ 
^  ergiebt. 
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Wenu  die  Höhe  h  im  Verbältni^s  zu  den  Dimensionen  des 
Ellipsoids  sehr  klein  ist,  so  sind  offenbar  Y\  Z  sehr  wenig 
verschieden  von  respeetiv^  Xt  y,  t,  und  in  Folge  der  Gleichun? 

G    G  G 

gen  50)  müssen  also  ^       ^"'^  kommende 

Grossen  sein.  Scbrdbt  man  nun  die  obige  Gldchong,  ans  wel- 
cher G  bestimmt  werden  muss,  unter  der  Perm 

entwicl^elt  die  Potenseo  mit  dem  SaEponenten  —2,  end  vereaeli- 
lässigt  a!Ie  Glieder»  welebe  too  der  sweiten  Ordnung  nnd  von 
höheren  Ordnungen  sind;  so  erfallt  man  die  Gleiehnng: 

woraus  sich  zur  BestimmuBg  von  G  die  Näheruogsrorme) : 

....  „.©-KO-*©-- 


^1 


ergiebt.  Diesen  Näherungfewcrth  von  G  nach  bekannten  l\letho- 
>  den  weiter  zu  corrigiren»  wird  selten  Schwierigkeiten  ilarbieteu. 
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■ 

IX. 

Gnomonik  für  jede  beliebige  £beiie  im'  Räume ,  mit 
BöckelfAt  eof  die  Anwendang  der  neaeren  Geometrie 
zur  Ausfuliruiig  gnomonisclier  Coiv»iructioaeii. 

Von 

dem  Heransgeber. 


Der  Ztveck  dieser  Abhandlung  ist,  eine  Methode  zu  entwickeln, 

nach  welcher  für  jede  beliebig  im  Haume  gegebene  Ebene  eine 
Sonnenuhr  in  nüen  ihren  Theiien  construirt  nrrden  kann,  ohne 
die  Lai^e  dieser  tbene  gegen  flie  betcannten  astronomischen  Kreise 
etwa  mittelst  Hos  Niveaus,  der  Magnetnadel,  deren  IJ»  rUn^ition 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  und  die  Lage  des  Stiits  oder 
.Stils  mittelst  der  aus  einem  Verzeichnisse  der  geographischen 
Breiten  oder  einer  K  irte  /.u  entnehmenden  Foihohe  des  Beobach- 
tungsorts vorher  bcslinimen  zu  müssen.  Viehnehr  soll  die  Me- 
thode der  Verzeicliming  alle  diese  Elemente  ans  «leu  zu  Grunde 
gelegten  Beobachtung^- Daten  .selbst  liefern,  was  wohl  anrh  \(jn 
jeder  wahrhaft  wissenschaftlichen  Methode  verlaugt  werden  nuiss, 
indem  die  vorher  genannten,  grösstentheils  ganz  mechanischen 
Hülfsmittel  als  sehr  unwissenschaftliche  bezeichnet  werden  mös- 
sen,  deren  Anwendung  man  allenfalls  einem  Laien,  der  zu  seinem 
Vergnügen  sich  eijie  Sonnenuhr  construirt,  aber  nicht  dem  wis- 
senschaftlichen Mathematiker  und  Physiker  verzeihen  kann. 

Gioe  soldie  Method»,  wie  Uk  »ie  in  Foigendea  eatwickelo 
wefde,  hat  iw«r  schon  Sarrus  angegeben*),  und  eine  wesentlich 
verschiedene  möchte  sich  wohl  aich  schwerlich  angehes  iMsap^ 
wie  Jeder  leicht  einsehen  wird,  der  mit  den  hier  zur  Aoweodiiiig 
fcoBUiendei)  Mtronomischen  Lehren  gehSrig  hekennt  ist  Sa r rite 


')  M.  s.   riekeMiClich   des    Wesentlichen   uioinn   h'teinentt  der 
»nelytitchen  Geemetrie.   Tbl.  Ji.   Leipsigw  iaa». 
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hat  aber  diese  Metbode  nur  auf  eine  geometrische  Constroction 
zurückgei'ührt,  die  zwar  sehr  sionraicb  und  bemerkensvferth  ist» 
bei  der  praktischen  Ausfäbruog  aber  •chvrerlicil  ilie  erforderilQlie 
Genauigkeit  gewähren  dürfte.  Ich  wenU  daher,  tob  deneeflieD 
Beobachtungs  -  Daten  wie  Sarrns  ausgehend,  in  dieser  AbbsDd- 
lung  Formeis  entwickeln ,  mittelst  webhor  sieh  alle  ssr  Conslni* 
etioD  der  Uhr  erforderlichen  Stocke  ans  den  darch  die  Beehaeh* 
tung  gegebenen  Elementen  leicht  and  mit  aller  -erforderlicheii  ' 
Schärfe  berechnen  and  dann  aach  bequem  sar  Entwerfung  d«r 
ühr  durch  Censtruction  benutzen  lassen.  Zugleich  werde  Ich  auch 
den  esfSD  JEuaammenhang  der  eatwisfceltefli  anal^ftiaehcft  Formeln 
mit  den  Lehren  der  sogenannten  neueren  Geometde  ia  einer  von 
dem  vorher  genannten  fraosusischen  Mathematiker  abweichenden 
Weise  nachweisen,  so  wsit  es,  ohne  mich  von  der  analytischen 
Entwickelung,  die,  wie  gesagt,  hier  mein  eigentlicher  Zweck  Int, 
SU  sehr  au  entfernen»  geschehen  kann. 


Durch  einen  beliebigen  Punkt  O  der  im  Räume  gegebenen 

Uhrehene  denken  wir  uns  einen  auf  dieser  Ebene  senkrecht  ste- 
henden Stift  OS  erri'chtety  oder  bringen  an  der  Stelle  des  Punk- 
tes S  fm  Räume  ein  in  einer  Metallplatte  befindliches  kleines 
Loch  an,  durch  welches  die  Sonnenstrahlen  hindurch  fallen  ktHl> 
nen,  wo  dann  O  die  Pr«>jection  dieses  Lochs  auf  der  Uhrebene 
und  OS  dessen  Entfernung  von  der  Uhrebene  ist. 

An  einem  beliebigen  Tage*)  heobachte  man  die  Endpunkte 
dreier  Scbattenifingen  des  Stifts  oder  drei  durch  das  Loch  fallende 
Lichtpunkte  auf  der  Uhrebene,  niarkire  dieselben  auf  irgend  eine 
Weise  und  bezeichne  sie,  oder  die  Endpunkte  der  SchattenlSngen 
des  Stifts,  durch  A,  A',  A".  In  diesen  drei  Punkten  hat  man^ 
wie  sich  nachher  zeigen  \%ird,  alle  zur  vollständigen  Construction 
der  Uhr  erforderlichen,  durch  Beobachtung  zu  bestimmenden  Ele- 
mente,  wobei  die  Lage  der  Uhrebene  im  Baume  eine  durchaus 
willkfihrlicbe  ist. 

Die  Ohrehene  aehme  man  als  die  Ebene  der  wff  eines  recht- 
ninkligen  Coordinatensystems  der  a:y%  an,  dessen  Anfang  der 
Punkt  O  ist.  Die  positiven  Theiie  der  Aren  der  »  und  y  kann 


Aof  die  Veränderlichkeit  der  Oedioatioti  der  Sonne  an  einem  and 
demselben  Tage  nehmen  wir  im  Feinenden  überall  keine  Rückeiohtp 
Zar  Zeit  der  Sul«titien  verändert  «iab  öbrigcm  bafcaastüch  die  Oeclina- 
tiao  dar  Seaao  am  wasigttao. 
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naa  ia  Am  Ulirebese  wUlktllirlioIr  annelffleii,  der  positire  TMl 
te  Äxe  der  %  sei  aber  das  Perpendikel  OS.  Die  Geordlnafea 
der  Pimkte  '      '  , 

^> 

in  dem  aagenommeaea  Systeme  seien  respective 

•»  ft»  c;  a',  6',  c'\  §C,  i/'i 
wo  übrigens  die  dritten  Coordinaten  natCiriicb  sfimintiich  verscbwinden. 

Den  Penkt  8  betraehten  wir  als  den  llitteipnikt  der  SphSie^  - 
und  beasiehnen  dje  drei*  \W  nicbt  aberste^ndea  Winkel«  irelebe 
der  eine  der  beiden  Tbeile  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
Weltaice  mit  den  pesHIteii  Tbellefi  der  drei  Asan  eben  doteh 
S-^a  An&ng  gelegten,  dem  Syateme  der  sty»  psraliden  Syetüna 
4er  »^$t*g  einsehliesat,  derch  0»  IS. 

Ferner  solleo  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  zu  den  Zeiten  der  drei  Beobachtunp:en  von  ä  nach  der  Sonne 
gc/.o^[:;eticii  (jieäichtsliiilcn  m\i  tieu  positiveu  Theilen  der  Axeo  der 

y%»  H  tiinschlieäüeu,  durch 

»#  Af  (s;  %'»  A'»  fi';  V» 

l>eseIchDet  werden.  *  /  , 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Sonne  zu  den  Zei- 
tea  der  drei  Beobachtungen  in  dem  Systeme  der  x^xH  <lweh 

yj,  z»;   a?/,  y^',  Zj';   x^",  yi'\  ij" 

und  die  entsptechenden  Entfenunigett  der  Sonne  ven  dm  Pafikte 
S  durch 

«0  ist: 

I;i;^=^cosx,  yi=s>H(iosX,  x^siBcosi»; 

j^i'rslK'cos«',  ^i'slfcosl',  zi'rsjfceaf»'; 

j;4"=:jR"cos»',  yi^'Ä^^cosr,  V'=5Ä"co»«*"5  ^ 

und  sind  nun  die  Ceeidhrnten  der  fieane  In  den  flyetanie  der 

sfft  in  den  Seiten  der  drei  Beobaebtnngen 

■ 

jr,  f ;  ä'.  a;",  y",  i"s 

eo  Ist  oirabarj  wenn  wir  die  Lbie  08  dnr^h  H  beadchnen, 
also  die  Coctdinafen  de«  Fanktee  8  In  dem  In  Rede  eCshenden 
Syiteme  0»  0»  B  eeteens 
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jTss  JZeos», 


2) 

Nach  den  Gesetzen  der  täglichen  Beweguog  der  Sphäre  um 
die  Weltaxe,  wobei  wir  die  Declination  der  Sonne  an  dem  Tage 
der  Beobachtungen  als  unveränderlich  betrachten,  und  nach  einer 
bekannten  Formel  der  analytlachen  Geometrie  haben  wir  offenbar 
die  folgenden  Gleichungen: 

008  K  COS  6  +  coB  X  COS  III  4*  cos  f*  cos  C3 

=  cos    cos  0 cos    cos  09 -f  cos  ft' cos  c3 
s=  cos  %'*  cos  ß  -f  cos    cos  a  -f  cos  ii"  cos  ö 

oder 

(cos »—cos »') 608 6-|-(cos  i~cos l*)e(m0-^  (cos j*— cos f»0co8 6=0, 
(eos  co8»'OeoS:0^eo8i'-rco8  l*')eoa  o-f  (cosf*'«— cos  fi")cos  s  0, 
(cos    —  cos  u)  cos  6  +  (cos  X" — cos  X)  cos  a>-|-(cos  fi" — cos  (i)cob(^  =0 ; 

aus  denen,  wenn  G  einen  gewissen,  mittelst  der  bekannten  Glei- 
chung 

cos  0^  -f  CCS  a>*  -|-  <ios     =s  1 

weiter  zu  bestimmenden  Factor  bezeichnet,  sogleich  die  folgen- 
den Ausdrücke  erhalten  werden: 

cosd  =  G{  {coBX-^osX%coBpk'^co8ii'')--icoBft'-^OBii,'){coaX*^ea8X'% 

eos  «  SS  6r  t  (CO»f»— COSf»0(COS»'— CO8»")-(<^«-'<:O8»0(CO9f>''-'CO8|»'0}» 
cos  S  SS  Gl (CO8»->COS^0(C<^*^^'~®M^'0*-{6<^8i^CO8i'K<^*<^'~~^^lO  I 

l 

oder:  « 

(cos  icos      cos  fft  cos  10 

cos6  =  G  ^  -|-  (cos  A'cos  1»""^  cos  cosX") 
-|-  (cos  X**  cos  1»-^  cos  fi"  cos  1) 


3) 


coso  = 


(cos  ficos  8^ — eos  «  cos  f*0 

=  6r  ^  +  (cos  fi'  cos  Mf* — COS  X'  cos  ft") 

-|-  (cos  ft^ces«^  cosK^cos^) 

(cos  8  cos  — cos  icos  8^) 

coscd  =5  G  ^     (cos  8'  cos    —  cos  X' cos  8'') 
+  (cos  s^cosA^cosA^cos  x)] 
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Die  Giere  hu  tiL^'eo  der  Sonnenstrahlen  zu  den  Zeiten  der  drei 
BeobachtuTiL^oti  Ini  Systeme  der  xyz  sind  uach  den  Lehren  der 
aiialytiBcben  Geometrie,  wenn  wir  jetzt  die  verSnderlicben  oder 
laufenden  Coordioateo  durch  %,  t^,  }  bezeichnen: 


und  es  ist  alaos 


1  _£  

_ 

L  COS«  " 

cosi 

J  X 

g  _ 

\cosac' 

cos  V 

C0S|i'  ' 

/  ^ 

_6  

n 

cos»  "~ 

of 

6' 

H 

cosx' 

COSA'  ~ 

COSf*'' 

a" 

H 

woraus  akb 


cos  X  ,         cos  X  „ 

--.  ^  §§  6  Ä  — .  

coof»  coa|i  ' 

^  ,    ^        cos«'  co«A' 

'  ^  COSfl  COSfi'  • 


cosX"  __ 


eosf»"   '  eo«f» 
folglich,  weil  » 

coai^+co0iL*'f'Cosf»*sl,  co«sr^4-eo8l'*-|-cosfi'*sl« 
Goa  le*^  -ir  coa  i"*  -1-  coof»"*  =  1 

tot, 


coai** 


eosft" 


'•2 


coa(*«~^' 


i«2 


oiiafi'''  ooafft''* 


«  \ 
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«iJebt»  «o  diM  «lao»  wie  a«o  bbims  leicht  findet, 

ist  BeseicluieB  wir  aber  die  Entferanngeo  der  beobeditetoii 
Pntkkte  At  A*^  'AI*  ?on  dem  Punkte  B  reepective  ducii  E\ 
E**\  eo  iet  efenbar: 

7) 

also: 

j?«  J^« 

Die  Natnr  der  hier  anzustellenden  Beobachtungen  erfordert  aber» 
dass  zu  den  Zeiten  der  Beobacbtangen  die  Sonne  sieb  anf  der 
positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  befindet,  so  dass  also  ^,  fi*»  ^l*' 
eimnitlicb  spitze  Winkel  mit  pesitifeii  Cosiniis  siad ;  also  iet 
naeli  dem  VorbergeboDden: 

H  B  H 

8)  .  .  .  €0Sfi8]|^,   oos|*'=5y,  ees(*"=:^; 

» 

relgUeh  eaefa  6)t 

las— ^>     eesAcs  — ^; 

a*  b' 

9)  .  .  .  .    {    co8«'  =  — jg>f  cosi'=— 

ff"  6" 


siso  mudi  Q  md  9): 

■ 

floi  «eoa  i'— ceiicea  SS 


a'b"-b'a" 

cos  »'  cos  k"  —  cos  A  cos  %"  =   ^,Jgy —  $ 

coB  a^coei — coe2''cpa»  a»    — ^,7^^ — J 
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■ 

cos  A'cos  ft" — cos  ^t'  cos  A**  Ä — ^^~~£^^* 


{a—a')H 
EE'  ' 


COSft'COS»"  — COSX'COS^i   =  — E*E^  * 

cos^'^coaK —  cosa^cDSfisr  •  —  e^~~^ 
folglich  oacb  3): 

10> 

.    "      ^  \ {b'-b")E-i-  jb  "  —  b}E'-^ib -b')E"\H 
00»  a  —  —  w  £E*W*  * 

^  i  («'  —  ö'O^  +  («"  —  «) iE'  +  (a  -  aOi^" I ^ 
coso)=     O  EE'ß*  * 

^  {ß!b*'  -  b'a") E  -I-  ia"b  —  b"a)  E*  +  {ab'-^ba') E** 
eo80^    G  -^^^  

Die  Gl^hnngen  der  Welttxei  wekiie  «nch  vrebl  der  Stil 
oder  Stift  genaiuit  wird,  im  Syetene  der  dsys  sind: 

_jf  n   _  r^zM. 

ctm$     cosfi>     coe0 ' 

also  oaoli  10): 


11)  - 


^  tj    

~    l(o'— a")ii  +  (a"— 4i)£'+(o— a')£"li'  . 

_   f-g  

—    (a'^^^  6'a")£  -|-  («"6— *"a)£;'  +  («6*— doO«**' 

Der  Pnnkt»  in  welchem  die  Weltaxe  die  ührebene  schneidet, 
heisst  Her  Mittelpunkt  der  Uhr  und  soll  im  Folt^enden  dorcli 
M  bezeichnet  werden.  Sind  nun  X,  Y  dessen  zwei  tarnte  Coor- 
dinateii  im  Systeme  der;E|^z«  so  babeo  wir»  da  die  dritte  Coordi- 
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nate  verschwindet,  zur  Bestimittung  von  Y  oacb  11)  offenbar  die 
folgenden  Formeln:  ' 

12) 

{a'b'!^b'a")E-{^{afb^b"a)E'-\-{ab'^büf)Er"  ' 
ja'  -        4-  (g"  -  a)L'  +  (a  -  gpi;^-  , 
 (a'6" — b'a")E  +  (a"6  —  6"a)£'  +  {ab'  -  Aa^iB"  ' 

oder: 

13) 

''^bia'E"-  a"E')  +  b'{a"E-~aE")  +  6"(a£'-a'£)  -  * 

# 

folglich,  wenn  wir 

14)  . 

a'E"  —  a"E'         _  a''£—aE"       ^    aE'  —  a'E . 
E"—'W~*  E--E"  *    ^  ~  jE'— £  ' 

b'E"^b"E'       ,    b"E  -  bE"  bE*—b*E 
E**'^E*  '     ^  "  E^E**  *    ^  E'^E 


setieD : 


15) 


v_       <y  (A^^-  -  ^0  -f  ¥  iE-  E")  f  f,"  iE'  ^  E) 
"aq  (£"  -  E'y  +  a'  q'  {E  -  E")  +  a"q"  (£' 

„         p  (£"-£0  +  ;/(£  -  £^0-fy^(£^-£) 
"  -  £')  +      (£  -  £0  +       (£'  -  £) "  ' 


oder: 

16) 

(y*-OE4(9^-y)£^  +  (y-yO£^ 

„  -p")  E  4-  (p^^ -p)E'-\r{p-  P')  E" 

{b'p'  - b"p")  £ + - 6p) £  +  {bp  - b'p') E" ' 

oder: 

17) 

y  (y^-0£+(y"-y)£^    (y~yO£"   „ 
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■ 

Ist  J  der  iNeigungswinkei  des  StiU  oder  Stifte  gegen  die  Uhr- 
ebene,  8o  ist 

18);  .tagj«=^=^.. 

•Ine  FomQly  w«lclu»  man  auf  littkannt»  W«lw  toldit  tar  log»* 
ritlimiscIieB  RecbmiBg  b*q«eiD  einrieliteii  Juan.  Ist  die  Ohfebene 
boHioBtal,      iot  «I  die  PolbSlie  dee  BeebaehtmigMrte. 

Die  (lnr(  Ii  die  Punkte  O  und  y>7  «jezogene  Gerade  ist  die  Pro- 
jection  des  Stils  oder  Stifts  auf  der  Chrebene  und  wird  die  Sub- 
stilarlinie  genannt.  Wenn  man  von  dem  Punkte  «S  ein  Loth 
herabhängen  iSsst,  dessen  Durnhschnittspunkt  mit  der  Uhrebene 
bestimmt,  und  dann  durch  -.cn  Punkt  und  den  Punkt  M  eine 
Ijerade  /.ieht;  so  ist  diese  dierade  offenbar  die  Üurchschnittslinie 
der  Ebene  des  IMeridians  des  Beobachtungsorts  mit  der  Uhrebene 
und  wird  die  Mittas^slinie  der  ühr  genannt.  Alle  diese  Ele- 
mente, deren  Kenntniss  zur  Coiistru(  tian  der  Öhr  nothwendig  ist, 
lassen  sit  Ii  (l;iher  blo.ss  aus  den  (irei  durch  Beobachtung  gefun* 
denen  Punkten  A,  A' ,  A"  mittelst  der  obigen  Formein  bestimmen. 

Weil  die  SubutilAriinie  die  Projection  der  Weltue  auf  der 
Ebene  der  ;ry  ist«  so  to^nacb  11)  ihre  Gleichung: 

I 

Beechreibt  man  in  der  Ubrebene  aua  den  diel  geg^nee  Paok- 
ten  A,  A*,  A**  re^eetive  mit  den  Halbmaaaem  E,  drei 
Kieiae,  so  ist  die  Gleichung  der  Inasereo  Aebniicbfceiteaxe  die- 
ser drei  Kreise  bekanntiicb^s 

kE'—b'F  _  (b'  —  b")  E  -t-  jb" -'b)E'-\-ib~b') E"      aE'- a'E 

und  nach  19)  ist  folglich  auf  dieser  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  die 
Substilarlinie  senkrecht.  Nimmt  man  nun  hierzu  noch,  dass  die 
Sabstilariinie  durch  den  Punkt  O  geht,  so  ergiebt  sich  folgende 
Ceostraction  derselben:  Aus  den  gegebenen  PnnliieD  A,  A',  A" 
als  Mitteipnnlrten  beschreibe  man  respective  mit  den  Halbmessern 
B,  Ef,  fai  der  UbrdbeM  drei  Krdse,  snclie  aacb  iMliannten 
Melheden  deren  inssere  Aebnllcbk^tsaze  and  siebe  dareh  den 
g^beaen  Punkt  O  eine  auf  dersellien  senkrecht  siebende  6e- 
rade>  se  Ist  diese  Gerade  die  Sabstilariinie. 


•)  A.a.  O. 'mi.S.U9. 
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Der  Punkt  (pq)  ist  der  äussere  Aebniicbkeitspunkt  der  bei- 
den aus  den  Mittelpunkten  A' ,  A"  mit  den  Halluiiessern  FJ' 
beschriebenen  Krei.se;  der  Punkt  (p'q')  ist  der  äussere  Aebnlich- 
keitspunkt  der  beulen  ans  den  Mittelpunkten  A" ,  A  mit  den  Halb- 
messern £*\  E  bescbriebenen  Kreise;  der  Punkt  {p"q")  ist  der 
äussere  Aehnlicbkeitspunkt  der  beiden  aus  den  Mittelpunkten 
A,  A'  mit  den  Halhmessern  E,  E'  bescbriebenen  Kreise;  also 
können  die  Punkte  {pq) ,  (p'g')i  {p"q")  mittelst  bekaueler  geo- 
metrUcber  Methoden  leicht  constroirt  werdeiw 

Nimmt  man  jetzt,         offenbar  Terslattet  ist,  die  SutHrtHar* 

linie  als  Axe  der  x  an,  und  denkt  sich  das  rechtwroklige  Drei» 

eck  SOM  um  die  Substilarlinie  gedreht  und  in  die  Ebene  der  xy 
oder  die  l  hrebene  niedergelegt;  so  ist  nach  11)  die  Gleichung 
der  Weitaxe  oflenbar: 

20) 

^    ^  i  (6'  -  b")  E  +  (6"--  b)  E'  +  (6  -  6')  E"\H     ' ' 

oder: 

„  a(b'E"^b''EO'hfif(b*'E^bE*^'i'a**(bE'''b'£) 
'"^        {lb'E''^b"£')  +  (b*'E--bE'Oi'(bE'^b'E)\il 

oder : 

aq  (^^^    af^jE^E")  j-  a'Y(E'- 

\q{E"^EO-^q'{E-En-{-q''iE'-M)\a 

also: 

21) 


9 


Constrnirt  man  nnn»  immer  in -Besag  auf  das  angenommene  Ceor- 
dinatensyatem j  dessen  Axe  die  Substliiarlinie  ist»  die  drei  durch 
die,  Coordinateo 

bestimmten  Punkte,  was  nicbt  der  mindesten  Schwierigkeit  unterliegt 
und  bler  nieht  weiter  erlfiutert  an  werden  braucht,  und  beschreibt 
aus  diesen  Punkten  als  Mittelpunkten  respective  mit  den  Halb- 
messern E,  E\  E"  Kreise;  so  ist  die  (iieicbung  der  äusseren 
Aehnlicbkeitsaxe  dieser  Kreise  bekaoullicb: 


Digitized  by  Google 


keUeöige  Eätne  vn  iiawm,  III 

^  — 

-     i^-r)E  * '-9)^' + ^'-^  ^* 

uod  dieser  Aehitlichiceitsaxe  ist  folglich  nach  2])  die  WeltaXe 
parallel.  Da  nun  die  Weitaxe  durch  den  Punkt  5  gebt,  fld 
hält  man  dieselbe,  wenn  man  durch  den  Punkt  S  mit  der  In  Bede 
•tebenden  Aebnlichkeitsaxe  eine  Parallele  siebt,  deren  Dntefa* 
achnittspunkt  mit  der  SabetiUrlbte  zngleieb  den  Hlttelpankt  M 
der  Uhr  bestimmt 

Solche  geometrische  Beziehungen  «rdrden  sich  noch  mehrere 
auflinden  lassen,  die  man  aber  doch  schwerlich  in  der  Praxis  an- 
wenden wird,  weshalb  ich  mich  mit  den  obigen  Betrachtuogeo 
begnüge  and  nochmals  auf  die  Arbeit  von  Sarrus  verweise. 

Id  der  Praxis  dürfte  es  immer  am  besten  sein»  die  Coordina 
ten  des  Mitteipnnfcts  der  Dbr  mitCeist  der  Formeie  12)  dorcb 
Reefanmif  sa  besthnmen,  wodorcb  dann,  wie soglelcb  In  die  Angen 
fXlit,  eneb  sUes  Cebrige  gegeben  ist«  leb  will  dslisr  diese  Fer-  - 
melo  jetst  ser  Reebsnng  necb  etwas  bequemer  einriebten. 

Zu  dem  Lud*^  liezeichTic  man  die  F^iitfernungen  der  Paukte 
A,  A* ,  A"  von  dem  Punkte  O  durcb  r,  r',  r";  und  setze 

Ia  ssreea^,       6  »rsin^; 
«'  =:r'cos9',  ssr'siny'; 
a^ssf^cos^",  Ä*'Är"slD9"; 

so  dass  man  also  zur  Bestimmnngr  der  Winkel  tp,  <p' ,  tp",  welche 
In  bekannter  Weise  ven  0  bis  360^  ges&bH  werden»  die  feigen* 
den  Formeln  bat: 

im       .         b     ^  6. 
eos^  S-»    ein9  tsog^ 
a'  6'  b* 

eoaip'szp-»  t^tp^ssp»  taDg9'=^; 
a^  6^  ^ 

cosy^Ä^»  aie5P"s=:^,  tang^^s^. 

Ferner  bezeichne  man  die  Neigungswinkel  der  Linien  ASp  A'Sp 
A"S  gegen  die  Ührebene  durch  i,  i',  i",  so  ist: 
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r  ssfcMl,     jffsJEsiDt,  ifssrtettgt; 

24)       r'=£'co8i',    H=E'eini!,  i/=r'taogt'; 
i^=J5"cwii^,  J7=£»«bf',  iTÄf^tang»"; 

woran«  sich  ▼embiedene  Systeme  tob  Fonaeln  «or  BeieeiHiaBg 
dar  Winkel  t,  f ,  t''  ergeben»  fon  denen  wir  vor  die  Formeln: 

H  M  H 

berForlielieo  wollen. 

Zaerst  ist  nan  offenbar: 

Ferner  ist: 

\  (a' — af*)E  +  (a"  -  a)    +  (a— a')£"  |Ä 

i      cost      °     eosr  ® 

sini' — sini" 
cosi'cosr 

.  «  j  .        .s'mi* — eint 
+  «^^  eosicosr 


 eoefoosr  

-2rrV')    ,,,,   .«il>4«'^'-0co8  4(»--|-»)  ( 


+  cesy  —  ^  

"      ^  cos  »cost' 


Digilized  b;^  Google 


^elielrt§9  BUne  im  JUmm^'  113 
+  (6"-6)£'  +  (6— 60£"|Ä 

"^'^  I      cosr      ^     coat*  ® 

sini'  —  sini^' 

«1119 


cos  i'cosi" 


Binz'"'  —  sin  t 
"cöäFeöiit 


.  .    „»iiil — «Inf 

 Mrisosi"  

+«.9'   cat^cosV  

^  costcost' 

SeUen  wir  uua  der  üi^rze  wegea: 

Iir  «2coai.hil(i'-f)co«4(<'+n. 
'  r=  2  cos  t'  610      -  0  cos      +  i) , 

27)  N:=icwi'Kwif\  JN'^eoBt'CMi,  N*'^e<micQBifi 
«o  ist  nach  12)  offenbar: 

iVsin  (9' — 9") + iV'  sin  (9"  -  y)  +     sto  (y — y ')  ^'  , 

ir«ln(9'-9")+^«to(9"-9)+i¥''tiii(9— 90  • 

idtttlst  welcher  Formeln  die  Coordioaten  des  Mittelpunkt»  dar 
Uhr  ofaoe  iMMoadm  8ciiivi«rigkeit  bwtdiiiet  wmtdtm  ktaDen. 


I 
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« 

Die  Staodienlinieo  der  Uhr  kSnneo  non  doreb  Reclioiiiig  auf 
folgende  Art  beatinÜBt  werden,  wobei  «vir  uns  grösserer  Deutlich- 
keit nnd  Bestiaimtheit  «rtfgen  auf  die  nOrdtVshe  Hälfte  der  Erde 
versetieD  woiieo. 

AN  ir  k«  titien  den  MitteljMiukt  J/  der  Ulir  und  die  INIittagslinie 
derselbcji,  also  auch  die  Linie,  in  welcher  die  ührehene  von  der 
siidlicheu  Häit'tc  der  Ebene  des  Meridians  geschnitten  wird,  welche 
Linie  wir  durch  MO  beizeichnen  wollen.  Denken  wir  uns  nun 
eine  beliebige,  von  der  Weltaxe  ausgehende  ^bene^  welche  mit 
der  südlichen  Hfilfte  des  Meridians  den  \oti  derselben  an  nach 

Weeten  hin  von  0  bie  360»  geclUten  Winlcei  ^  einecbllesst, 

and  bezeichnen  die  Linie,  in  welcher  Ton  dieser  Ebene  die  Uhr- 
ebene geschnitten  wird,  dnrch  Mn\  so  kommt  jetst  Alles  darauf 
an,  den       den  beiden  Union  ilfO  und  Mn  anf  der  Ubrehen« 

eingeschlosseheo,  dem  Winkel         im  Banme  «atspfechenden 

Winkel,  wflleben  wir  dnreh  X«  beseichnen  wellen,  sn  hestimmeii, 
weil  sieb  dann  offenbar  alle  Stnndenttnlen  ihrer  Lage  nach  finden 
lassen. 

Oer  Winkel  J  behält  seine  aus  I.  bekannte  nrdfnfnncr,  und 
wenn  wir  die  Sobslilarlinie,  als  Projection  von  MS  autgefasst, 
durch  MSi  hezeirhtien,  so  soll  der  von  yl/5i  mit  /I/O  eingeschlos- 
sene, von  Mi)  an  in  demselben  Sinne  wie  der  Winke!  Sn  von  0 
bis  3(iO^  gt'/alilte,  nutlirllch  aU  bekttjuit  zu  betr^hteude  Winkel 
durch  Sl  bezeichnet  werden. 

Cm  M  als  Mittelponkt  wollen  wir  uns  mit  der  L8o^enelohelt 
als  Qiilbmesser  ebe  fLugelflftcbe  beschrlebon  denken,  von  der  die 
Linien  MS»  HO,  Bin  in  den.  Punkten  S,  0,  »  geschnitten  wer- 
den mügen.  Die  Ubrebene  nehmen  wir  Jetzt  als  die  Elicne  der 
mg  eines  reehtwhikllgen  Coordlpateosystems  der  sy%  an,  desseo 
Anfang  der  Pnnkt  M  ist ;  der  positlTe  Theil  der  Aze  der  se  sei 
ilfO,  md  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liege  auf  der  Seite 
der  Axe  der  Xy  nach  welcher  hin  von  ^0  an  die  Winkel  £n  ge- 
zählt werden;  der  positive  Tb^l  der  Axe  der  x  endlich  liege  auf 
derselben  Seite  der  Uhrehene,  auf  welcher  der  Punkt  j$  liegt. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die  Coordinaten  des  Punktes 
0  offenbar  1,  0,  0;  die  Coordinaten  des  Punktes  n  sied  wnmSm» 
sto£.,  0}        die  €««dteaten  des  ^lAtes  &  eioA  vmSUamJ^ 
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^eUeinge  Sämu  im  äawnä.  1|5 

am  Sl cos  J,  sin«/.  Bezeieboeo  wir  oun  die  Gleicbmig  der  Ebeoe 
SMO  durch 

so  ist: 

il.t  4-i».04C.0=0, 
J  eosil  cos  J -f  ^sin  A cos  / Csin  </ = 0 ; 

alaot 

woraus  sich  ergiebt^  dass  man 

i?s  sin       C=  —  sfai  Acos  J 
.  setzen  kann,  und  dass  folglich 

'  39)   ....  .  .vsin«! — zsfn  Ace8«ls±0 

die  Gleichung  der  Ebene  ist. 

Beseiehnen  jetst  0«     S  dl«*  \W  aldM  ffber«t«i^(eiid«tt  Ma- 


kel* welclier  die  Linie,  MS  mit  den  posiÜFen  Thellen  der  Azen 
der      y»  s  einstiUlewt»  so  ist  effdnbnr: 

cos6=cosi2cos./«   cosco=sijii2co8i/,  coscä=sio«/; 

«iMst'  weldier  Peivieito  die  WIsM  9  Isiebt*  beMimnt 

werden  k&nnen. 

Deo  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welchen  die  Ebene 
iSil/0  nach  der  hielte  der  positiven  y  und  :  hin  mit  der  Uhrebene 
eltJächlle^ät,  uolien  vrir  Uurcb  i  bezeicUueu;  iät  die  (iieicbung 
der  Ebene  iSil/O  offenbar 

und  da  nun  nach  29)  die  Gleichung  dieser  Ebene  auch 

tangJ 
'""slnÄ^ 

ist,  80  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 
3I>  .  .  .  .  -.      .  tang.-  =  S!^. 

mittelst  welcher  Formel  der  180**  nicht  übersteigende  Winkel  t 
leicht  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werden  kann. 

360"* 

Wenn  nun  zuerst  -—  <  1^80''*,  aUo  a^ch  Z%  <  180°  ist,  so 


* 
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350O 

iit  1d  dem  dpbftriscliea  Dreiecke  SOn  offenbar           der  Wiokel 

bei  S,  6  die  Seite  iSO,  i  der  Winkel  bei  0,  -S«  <lie  Seite  Qn; 
also  nach  eioer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigouometrie : 

360®  " 
N  ees^eoei-l-eot— -  eifil 

«»«•^  — 


360^ 

wo  auch       <  180°  zu  nehmen  ist.    Wenn  ferner   >  180®, 

n 

also  auch  ^>  \^  tat,  ao  ist  In  dem  apbfiriscbeo  Dreiecke  SOn 
offenbar  360«--—  der  Winkel  bei  S,  B  die  Seite  50,  1800— 1 
der  Winkel  bei  0,  3600— die  Seite  On;  also: 

36(y> 

cee6coa(lfl0»— 0  4  col(360o— ^>aiB(lfiO»^«> 
eol(360o-*0«  » 

nnd  daber  offenbar  gans  wie  rorber: 

eoatfeeei-l-  cot^^  sfaii 

 ass-  


Daher  bat  man  snr  Bereebmiag  von  Sm  die  gans  allgemebie  FenM : 

360®  t 
cee  6cos  < + cot ein  I 

33)  ....  cot^iis  -s-^  • 

ein  v 

bei  deren  Anwendung  man  nur  zu  beachten  hat,  dass  immer 
gleichzeitig 

0<^<180o,  0<X.<180» 

und 

iw«><^<a80*,  ]80»<;5;<aQO» 

eeSn  muss,  so  daaa  also  rücksicbtilcb  der  Bestimmong  von  £% 
nie  eine  Zirekleatigkeit  bleiben  kann. 

Beraehnet  man  den  Htdibwinfcel  |  mittetet  der  Fofmel 
33)  tang£=:e(Mi6taag— » 

TO 

ao  ist,  wie  man  leicht  tindet: 

....  .  tangösini 

J4;    .....  . 
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FCr  die  HoriioDjtai*Ubr  Ist  isQO*»  also  nach  32): 

3ß0« 


cot 


n 


sind 


DDd  danan  in  diasam  Falle  offenbar  tfsslSO^— /,  falglicb  alnOs=ain/ 
iat»  ao  erbllt  man  aar  Beracbanng  tod  Sm  die  aebr  efailacbe  Formel : 


cot 


360» 


35) 


.  cot2;«  = 


^i^j  ,  taDg-S«=8m%/tang 


360« 


Hat  mao  mittelst  des  Vorhergeheoden  auf  der  übr  die 
Zahlen  0,  1,  3,  3,  4, ....  22,  23,  |  ^  beatimmt,  nnd  aoll  die  Uhr 

fär  bürgerliche  Zeit  ein^enchtet  werden,  so  niu.ss  man  (iiese  Zah* 
len  durch  die  folgenden  mit  römiscbeo  Ziffern  bezeichneten  Stuo- 
denzableo  eraetzeo: 


0 

1 

2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 

y 

10 

11 


13 
14 
V& 
16 
17 
18 
19 


21 


23 
24 


oi 


XII  Mitternacht 
1 

II 

ni 

IV 
V 

VI  >  Vormittag 
VH 
Vlll 
IX 
X 

X!  ' 

Xil  Mittag 
1  . 
II 
III 
IV 
V 
Vi 
VII 
VIU 
IX 
X 
XI 

XII  Mitteroacht 


Nachmittag 
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Wir  «nUeti  nun  noch  dio  (  urve  hestimmeri,  welche  der  End- 
punkt des  Nchattens  des  Stils  oder  der  Licht|>unkt  au  einem  Tas^c, 
wo  die  ÜecliTiation  der  Sonne  <T  fst,  atif  der  Ührebene  beschreibt. 
Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  Ubrebene  als  Ebene  der  .r?/  eines 
rechtwinkligen  (  (inrdinatensystems  der  xift  an,  dessen  AnJanp  M 
ist,  und  bezeichnen  die  von  der  als  von  M  anstehend  i;edachten 
Geraden  MS  nUt  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  y,  z 
eini?eschlo8Se«en,  180<*  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  6,  £0,  5; 
die  Länge  des  Stifts  oder  Stils  MS  aber  durch  L,  Dann  sind 
olfenbar 

liCO»^,    i/COS<0,  ZfCOSÖ 

»      ■ 

die  CoordinateD  des  Panktes  5  in  diesem  Systeme,  BeseicbDeD 
DUO  u,  V,  to  die  180^  nicht  flbersteigendeo  Winlcel,  welelie  ein 
beliebiger,  von  8  tuuM  der  Sosne  gezogener  StraU  mit  den  posi- 
tiven Tlieilen  der  Azen  der     jr»  *  einsehliesets  so  sied  ' 

s^LcobB  _  ay— Xcos«>     g— Xeosg 
cos«  '  esse     "*     cesw  , 

die  Gleiciluogen  dieses  Strahls.  3iach  den  (besetzen  der  tägliche» 
Bewegung  der  Sphäre  und  einer  bekannten  Formel  der  analyti- 
schen Geometrie  ist  aber  offenbar 

csedees» -f  COS  ttoose  H- <o^3eQ«fss=sces(iO'=F4=sd:«{Bd, 

wenn  man  die  oberen  odw  atiteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
MS  Ton  M  aas  nach  dem>  Nordpole  oder  nach  dem  Sftdpole  Ida 
gerichtet  ist  Nach  dem  Vorhiergeheodeo  bt  abert 

«-^Xrcosis  »— JDcosS 

also  nach  obiger  GleiehsDg: 

U^---'£«co86)cos6 -|-(^— i'Coafl»)cos6>  f  (^--Xicoso)cosfiSicost< 

s  jCcos^siiid  " 

oder 

(«6oe6 -I- 3rses  » -f  sces  S  •*«Xr)cos«&B  ^  («— Ircos  6)  sin  d« 

und  folglicb: 


I 

♦ 
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±(ar  — Lco8  0)8111  J 
T.  'Ä~t  1.          "-^  w  * 
dreosd-f-^coot» -|- zcosQ — L 

{y — L  COR  0))  sin  6 
006t9=-|  _  »  • 

~'  xcosd  -i-ycoao-^  ZC06O  —  L 
Wcü  nun  bekanntlich 

cos  tt^ -f  C08 0*  ^  cos  tc'-' =  1 

ist,  80  ist: 

36)  .   .   .   .  (j;cosö  + «coso  +  ZC08Ö  —  £)• 

Ä  sind*««—  LeoB$)^  +  (y    J^cos  n)»  +  (»—  Zisos  ö)*|, 

oder : 

37)  ...  .  (jrcos^-|*Sfcoso+scasS«-£r)*  X 

oder,  wie  man  Itficbt  findet; 

.38)  («^+y>+»»)siiia« 

s<Mos(94yoosis4scosS)*~2£<«cos94^oso-|-Mi06c5)ossdM'I^osl^. 

die  Cileichun^  der  Kegelfläche.  welche  der  Sonnenstrafil  an  deia 
Tage,  wo  die  Deciiiiatioii  der  Soone  d  ist,  beschreibt.  Die  Scbat- 
tencurve  ist  oflVnbar  der  Durchschnitt  dieser  Kegeliläcbe  mit  der 
Ulirebene,  und  ihre  Gleichung  nird  foigiicb  erhalten,  wenn  mfiD 
in  der  vorstehenden  Gleichung  z=:0  setzt,  wodurch  sich  % 

39)  ......  .  («•+y«)siiid» 

as(«cosd  -i-ycos  to)^ — 2L(a:co8  6-|-^cos co^cosd^  -f-  IßcqßS* 

« 

''eiiifl^ 

NelMBen  wir  4I4  4«r  Pn^e^n  v^n  MS  «nf  4sr  Ubrebene 
4irect  entgegeogesstste  Gerade  als'  den  pesiäven  fbeU  der  Me. 
der  « '  an  und  den  positiven  Tfaeil  der  Axe  der  z  auf  derselben 
Seilfe  der  Ubrebene,  arf  wetcber  die  Linie  BfS  liegt,  vrobel  die 
.  Annabme  des  positiven  Tb'eils  der  Ase  der  y  der  WÜtlcflbr  aUf. 
heim  gestellt  bielbl.'se  ist' offenbar: 

also:. 

ees6:B-»eeeJ,  oosoaO,  €os«S  « staiil; 
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folglich  omcb  38)  die  Gleichung  der  fou  dem  SooocDätrahl  be- 
idirlebeneo  Kegelflleh«: 

40)  (j!«-fy*-fs>>aiDds  < 

=    cos      «  elo  J)*  +  2L  (.r  cos  J    z  sin  J)  cos    +     co»  d*, 
und  nacb  ^)  die  Gleiehniig  det  Scbatteeciirva: 

41)  (j;*  +  y*)  810    = a;*  cos     +  Ü^jt  cos  J  cot*  ti^    L*^  cos  d* 
oder: 

42) 

5f*sliid* — «*(eeB  J^^sind*)— 2Ldfcoe/eosd*— JL^eoed*  s  OL 
Diese  Gleichung  kann  luao  auf  folgende  Art  auedrfiefcen: 
sin  d" — d^(cos    — cos    cos  d* —  sin  d*) 


0 

— (d^  cos  ys-fSLir  cos  74-1,2)  cos  da  '  ~ 
.also  auf  folgende  Art:  ^ 

(y^^  d;*sin  •/■)  sin  d* — (X  -|- «  cos  ■O'cosd*  as  0 

oder: 

43)  .   .  .   ^•  =  (X  +  a?cosJ)«cotd»— ««sioJ*. 
int  aber: 

(L-|-«cosJ)'eosd*  —  jT^sin  J^sind* 
s{i/eosd-|^eos«^ces  d-|-sto/sind)  M£cesd-|-dr(coei/ciMd— oln/sind» 
=  IX  coi^d -I- a;cos  (./ —  d)  UXcosd -f  «cos  (J -I- d)  I, 
also  die  Gleichung  43)  olfoabar: 

...         ,  V il>eosd-|'jpces(J-"d)|{.Lcosd+«cos(J-fd)t 

44)  ^=±  ^^—^  

Bezeichnen  wir  die  Werthe  von  fiir  weiche  y  verschwindet, 
dbrch  ftg\  so  haben  wir  zu  deren  Desthamung  nach  dem  Vor- 
hergehenden die  Glelehnogen: 

Xeosd  -t-ZeeaCZ—d)  =  0»   Xoesd  ^^eee(J-f  d)  c^^O; 

woraus  teich 

j.^.  ^        Xreesd  £rcoad 

^>  •  •  •  '^*""eos<J-*)'  «'^"eosCi+d) 

ergieht.  Dies  sind  also  die  ersten  Coordiriaten  cler  Punkte,  in 
denen  die  Aze  der  x  von  der  ächatteneiurve  gescboitten  wird. 
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und  die  erste  (^ourdiiiate  des  MittelpttolUa  der  Entieroung  dieser 
beideo  Punkte  von  eiMander  ist  slso: 

i/f,„\  _i  {    Lcoad  LcobS   j   Leos«/ cos 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  als  «ItD  Ai^fan-  eines  neuen,  dem  pri- 
mitiven Systeme  parallelen  Coordinatensystems  deroTi^^  an,  so  ist: 

__         L  cos  J  cos 
*  eo8(^-|-d)co8(/^d)  ^'^y»? 

ttiso : 

*      *       '        cos     ^-  d)  * 

T        1  ,  /  r  ■   vt  /  r  ■  XV  .       sio «/sind  COS d 

Lcoso  i-xcos{J-^d)=zxgCOs(J-^6)   ^ — ir--i 

oder: 

ico«d+;pcosy-«)=co«(/-d)|*,  ^^/^i-iöcosc); 

^  \  /I    1  C0S(J-J^ÖjC0S(J-^)'* 

» 

und  daher  nach  44)  im  Systeme  der  Xf^i  die  Uleicbung  der 

Scbattencurve : 

^    cos(J-hd)coB(ty— a)     ^  L^sinya/sin^acosd« 

oder :  - 

cos-r/-t-(!)gcos(./— d)«  cos(J-fa)cos(7-~^) 
Setzen  wir  '  ^ 

•  *^ 

indem  nir  das  obere  oder  untere  Zeichen  MiMeo.  tanaekdem 
das  Prodnct  cos(J+e)coa{J—t)  pocitir  oder  iMgtliv  M;  M  wM 
■tt  datMlItaa  BwtiauBaBg  wegen  des  Zeiefcww  dt*  GMehaon  «Q: 

^  

und  die  Sohetteocatf  •  ist  folgiieh  eine  üyfierhel  oder  eine  BlUpee^ 
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\ 

jeniiehileiii  coa(J+Ä)cos(J— d)>0  oder  co«(./+ö)co8(J— 5)<0 
ist.  Bezeichnen  wir  den  Parameter  dnreii  p,  «o  Ut  liekanwtlich 

— ,  aisa  nach  47),  wie  man  leicht  findet: 

49)  ;>  =  val.  abs.  'IL  sin  J cot  Ö. 

Die  8ub8tilarlioie  der  Uhr  ist  nach  dem  Obigen  immer  die  Axe 
der  SchatteDCnr^e,  und  die  ersten  Coordinaten  ihrer  beiden  Schei- 
tel  in  Besug  auf  das  primitive  System  der  xy  sind  nach  45) : 

^^tcosÄ  die  erste  Coordinate  des  Mlttelpnnkts 

in  Besag  auf  dasselbe  System  ist  nach  dem  Obigen :  . 

cos  (J  f  QQS{J^8)' 

Wir  haben  nun  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn 

cos  (/ +    cos  (7  -  3)  Ä  0 

ist.  Nun  ist  aber  nach  42)  im  Systeme  der  xi^  die  Gleichung  der 
Scbattencurve : 

y^sin  d«— «*(cos,l»  —  sind*) —2Xiaf  cos -/cos d«—  If«co8d*=0, 

oder,  >veil 

'  cos —  sin ^'"^  =  cos J^cosd^— sin ./'^tiind* 
= (cos  •/  cos  d  -  sin  Jsin  d)  (cosJ cosd+sin  J sind) = cos  ( J-M)  cos  (/~d) 

ist! 

sin  d^ — x'^  cos  ( J  +  d)  cos  (»/  ~  d)  —  ^Lx  cos  J  cos  d^  -      cos  d*  =  0, 

also  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

y*siB  d*s=  L  (L  +  2»  cos  J)  cosd«, 

und  folglich  unter  der  Voraussetzuni? ,  dass  nicht  sind=:0  ist: 
'        =  /y(X(+2a:cos  J)cot^*.    Bezeichnen  wir  den  Werth  von  .t,  fiir 
welchen  y  verschwindet,  durch       so  haben  wir  zu  dessen  Be- 
siimmuDg  die  Gleichung:  L-|-2/*cos  J=0,  woraus  sich 

L 

öO)  '""""acosJ 

ergiebt.  Nehmen  wir  den  Punkt,  in  welchem  die  Axe  der  9  von 
der  Schuttencosvo  geschnitten  wird,  als  Anfang  eines  neuen,  dem 
primitiven  Systeme  parallelen  CoorUinatensystems  der  Xiyi  an; 

so  ist  ir=— .7-''  i+iTif  y=*3ri  ö«d  folglich  ii-f2a;cosJ=:2ff|COBJ» 

cos  v 

also  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Schatteucurve: 
&I)  ^»s^IdTtCosJoolds, 
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/ 

die  Scbattencurre  daher  «ine  Parabel»  deren  Parameter  p  durch 
die  Formel 

<S2)  p  s  3l/eofl«/cot6* 

bestimmt  wird.  Die  Axe  dieser  Parabel  ist  nieder  die  Subätilar- 
rmle»  und  — cr~~w      die  erste  primitive  Coordinate  ihres  Sehei- 

A  COS  t/ 

tels.  woraus  muii  ferner  auch  leicht  aut  iiekaiinte  Weise  die  Laj(e 
des  Brennpunkts  und  der  Directriz  bestimmen  kann. 

Wenn  mo^=Oj  ako  dsU  und  cesdsl  ist,  so  ist  nach  42} 
die  Gleichung  der  Schattenourve:  a^e^J^-^^LxeimJ  -f.     =  0/ 
«id  folglich  (xcmJ  -f  Lfl  =  0,  woraus 

53)   ...   .  d7Cos.l-|-L=0»  xss  ~. 

cos «/ 

folgt.  Die  Schattencurve  ist  also  in  diesem  Falle  eine  der  Axe 
der  y  parallele,  folglich  auf  der  Snbstilarlinie  senkrecht  stehende 
Gerade«  was  sich  auch  von  selbst  versteht,  weil  für  d==0  die 
Sonne  sich  in  der  Ebene  des  Aequators  bewegt,  die  von  den 
Sonnenstrahlen  beschriebene  Kegelfläche  also  in  eine  auf  der 
Weltazo  senkrecht  stehende  £hene  ühergeht. 


M  i  s  c  e  I  I  e  n. 


Die  Triaection  des  Wfokels. 

Von   Herrn   knhimey,  SuWector  in  l'erl«  hir^. 

Der  in  drei  gleiche  'Iheile  zu  theilende  Winkel  sei  ACB 
(Taf.  I.  Fip;.  8.).  Man  8ehlaq;e  mit  einer  beliebigen  Zirkelöffnung  um 
C  den  Booen  ä4E1j  ,  ziehe  die  Sehne  AB,  errichte  auf  den  Halb- 
messer CB  f^en  Halbkreis  CDR  und  ziehe  vom  Mittelpunkte  C 
^urch  den  Durchschuittspunkt  des  Halbkreises  und  der  Sehne  D 
den  Halbmesser  CE,  Darauf  ziehe  man  die  Halbmesser  CE\ 
CE",  CE'"  u.  s.  w.,  halbire  die  Stucke  der  Halbmesser,  welche 
swischeoder  Sehne  und  dem  Bogen  liegen,  also  DE,  D'E*,  . 
w.  s.  w.  und  verbinde  die  Halbirungspunkte  F,  P,  F",  F"'  u.  s.  w. 
durch  eine  Curve.  Nun  ziehe  man  von  C  dorch  O,  den  Durch- 
schnittspunkt der  halbirenden  Curve  FF^  und  des  auf  CB  er> 
richteten  Halbkreises  CDBt  den  Radius  CL ;  so  hat  dieser  den 
dritten  Theil  des  gegeheoen  Winkels  ACB  abgeschnitten. 
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MUceUetL 


Beweis.    Ziehe  die  Linien  BO  uad  BL, 

KO-^LO 
BO=BO 


SKOB^^LOß 


^BKO^jCBLO. 
Da  aber  auch  ^CLB^^CUL,  so  ist  auch  ^LBK=z^LCB. 

^LBK  hat  als  Peripherie- Winkel  zum  Maass  den  halben 
Bogen  AL  and  der  Winkel  f  CR  als  Ontri- Winkel  den  Bogen  JUB, 
tblgiich  bat^Z«  zwei  «olcher  Theile  nie  Lß  einen  oder  BL^^BA, 


Naiß|i9chrift  des  Herauflgeber«. 

Wenn  auch  der  vorstehende  kleine,  mir  fBr  das  Archiv** 
flbereandt»  Anfsate  Tir  viele  Mathematiker  wahrseheftafioli  ohAts 
Naa^i  enthalteo  wird,  so  lasse  ich  ihn  doch  abdrucken,  weil  die 
Form,  in  fvelcher  hier  die  Trisection  des  Winkels  t^otrobt^n  wird, 
vielleicht  bei'm  geometrischen  Elementar- Unterrichte  eine  nicht 
ganz  unzHückuiässige  Verwendung  linden  könnte.  In  seinem  an 
mich  gerichteten  Briefe  sagt  der  sehr  bescheidene  Herr  VetfiuMer, 
Lehrer  an  einer  preussiechen  Stadtschule,  daes  er  die  Curre» 
mittelst  welclier  er  den  Winkel  trisorirt,  nicht  kenne.  Vielleicht 
ist  es  ihm  nicht  unangenehm,  —  und  (li(*s  ijst  auch  ein  Grund, 
welcher  mich  veraniasst,  dem  kurzen  AuljsaUe  ein  Plätzchen  zu 
vergönnen,  —  wenn  ich  ihm  sage,  dass  seine  Corve  keine  andere 
ist,  aJb  eine  gewuhnliche  Conchoide,  weiche  schon  der  grie* 
chisrhe  Gpnmoter  Nikomedes,  der  in»  2iveiten  Jahrhundert  vor 
Chr.  (jieli  21  leht  haben  mag,  zur  Trisection  des  Winkels  erdacht 
hat.  Sein  Verfahren,  —  sagt  Klügei  im  mathematischen 
WOrterbnehe.  Thi.  I«  S.  531.  —  kennen  wir  nicht  mehr,  da 
seine  Schrift  fiber  die  Conchoide  verloren  ^gangen  ist 

Dass  aber  die  Curve  des  Herrn  Verfassers  eine  ronrhoide 
ist,  lässt  sich  leicht  aul  folgende  Art  übersehen.  Man  lialbirc  in 
Taf.  I.  Fiff.  9.  die  Linie  CD  in  O  und  lege  durch  G  eine  der  >::>ehne 
ilSjparaliele  Gerade  MN,  so  wird  daich  diese  Gerade  auch  CD* 
in  €?  iialbirt  Die  Mittelpunkte  von  DE  und  i^E*  sind  nach  der 
Censtroetion  des  Herrn  Verfassers  F  und        Nun  ist 


CD  f  DE  CE 

a    —  2 


CD' l^E*  _  CE\ 


(?F=  GD  +  DF= 

aiso  OF^G'P,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  Punicte 
F,  P  and  eben  so  F",  F^,  F^^,  F^,....  Punicte  einer  Conchoide 
sind,  und  zwar  einer  sogenannten  oberen  Conchoide,  da  sich  auf 

der  anderen  Seite  der  Geraden  MN ,  auf  welcher  der  Punkt  C 
liegt,  bekanntlich  noch  eine  zweite  sogenannte  untere  Conchoide 
beschreiben  lässt. 
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Sur  les  formules  pour^  la  mulüplicatMB  IbBcüons 
ellipüques  de  la  premiire  esp&ce. 

MoDsieur  Dr.  Q.  F.  W.  Maehr 
.  k  ISroningQ«. 


I.   (»  ao  eotier  impair).  . 

Soit  k  \e  modole,  /.|  soo  compMiDent,  K  el  K'  les  fonctiuus 
compleies  correspoiidantes ,  et 

Sin.  amp.  {u,JI[)^x,  Sm,  amp.  (ttti. U)^jf; 

«n  0ait«  par  la  foimule  poar  i'additinn  et  I«  ealcnl  de  procba 
proebe»  qae  ai  n  est  un  entier  impair,  Ton  a 

«a  F  et  9  aODt  dea  fonctioDa  rationnelles  eati^rea  et  paitee  de 
9  tt  k»  qoi  gdn^ralement  n'oat  poiot  de  factenr  eeuimuD»  et  qui 
par  fapport  ä  at  aont  dn  ddgrtf  n*«ls4p. 

Si  Ton  rem^lace  u  par  u -{^  iK' ,  uü  i=  V — 1,  oii  a 

Sin.ajnp.(«  +  iJi)= tsJ^fi  =  fc' 
et,  »  ^tant  impair, 
SlD.«ilip.(»«+»<Ä')  =  Sii...ii.p.(ni.+«')  =  iTsi„ii^.„,,-4' 

de  aorte  que  la  forinule  pr^cödeote,  eo  y  ^crimt  aimoltae^ment 

11 

^ti       i  la  place  de  x  et  de  donne 

Iheil  XXXVI.  » 
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Toa  a  mvlfipli^  Im  denx  terrae«  de  kt  fractioe  ao  eecood  roem- 
bte  par  k*9a^f  afln  de  lee  r^doire  ä  des  fonctfont  eatiAres;  Tiden- 
titd  dee  deox  ferraee  de  y  eilge  q«e  Tob  alt 

eA  le  Aeteor  M  eet  faiddpeDdaaC  de  ir,  et  aiaai,  au  Reo  de  la 
formale  (I)*  Ton  peat  dorire 

ai  l'on  fatt 


jr=af, 


1 


OD  a 


e'eflt<ä-dire,  «—1  dtaat  fmir»  *  aiiial  qne  flui  dea  ti««ü»ee  ^-^^ 

y  =  (- 1)  V  Sio.  amp.  [Ä  i  ^liT']  =  (- 1)^' .  , 

et,  subefitoaot  ces  valeura  particulidres  de  :r  et  de  dans  U 
foMnde  4|m  prMde,  on  dbftieat 


doae,  on  aara  « 

de  aorte  qn'en  poeant 
il  s'en  mit 
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de  sorta  qiie  Tob  peat  aonl  Mve 

n-1 

oQ  les  codfficients  A  ^  Z  «onrt  des  fonctioos  de  it  et  de  U. 

m 

La  vaJeur  de  y  «attoiiut  a  rdquaüon  differeDtieile 

qoi,  parce  que  y  s'^vanonil  «fec  jp»  dmme  nttift'fi^n 

a  aussi«  differentidüt  (1), 

-  %  _  .  F(ar.A) 

et  par  OBQS^uent,  F  et  ^  n'ayant  pobil  d«  ÜMleiir 


Par  lea  relatioo«  couniies 

1 

$in.aiiip.(ib(.j^)ssASio.amp.(ii.»sib;,  ' 
1 

4Ma.«imp,(ftihi.|)=ilSln.tuiip.<iiii.J(!)sj^, 

Vn  oblieiit»  ehMgMot  daac  (1)  ilmiiltaDdiiiMit  xeiy  «s  at 

*y,  et  Ä  eo  j>     .     .  . 
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d0UX  termes  de  la  fracttOD  au  second  membre  de  cette  eqtia 
tloD  devroDt  «tre  ideiftiqaeiuent '  ^gaux  a  cMix  de  ia  fornmie  (1) 
pult&plida  par  an  faitaar  qui  ne  contieAt  paa  ^;  famant  «=0  oa 
trav?e  qne  ce  factenr  eat  runit^t  donc  od  aara  identiqueroeiit 

ee  qui'  ddtermine  compUtetuent  la  forme  gi^n^rale  des  t^oefficieot« 
A  et  Z,  car  on  a,  dtfaigoant  par  A\  ce  que  devieat  A  lor«qu*oD 

1      '  '  ' 

y  cbange  k 


d'oü«  paf  la  cemparaiaou  avec  F{x,k), 

■ 

seit'  doDC 

oü  les  coöllioieiits  A  aoot  des  fonctioiia  de  n  aeulj  on  aura 

+  -i- Ai,ll^-'^9,  , 

et  l'^galiU  de  eea  deux  polynomes  exige  que  Tod  ait  Qm^tf^sO 

ou  m  =  q,  ei  2f  •» 

de  Sorte  que  Ton  a 

2m 

■f*  •  •  •  •  4" 

2m 
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oii  le  dernier  terme  sera  le  sup^rieur  si  m  est  pi^r,  et  i  inierieor 
si  m  est  impair.  « 

T)aos  le  iM»lytiofne»9(d;.il)  le  co^Cficieot  Aam  mälliidi^  p« 
/^-a«^  ce  produit  eontieiidr«  donc  Je  terme 

mai^y  9?  ainsi  i^ue  /  uc  contenatit  que  des  fiuissances  positives 
(et  paire*i)  de  Ä-,  on  devra  avoir  2/^ -|- 2ft 'im  =  ou  >  0,  c'est- 
ä-dire  fi  =  ou  >  m — p,  donc  si  m  </>  on  peut  adniettrc  Ics 
valeurs  de  ft,  ft  =  0,  =  ft  =  2,  etc.,  mais  quund  m^p,  la 
plus  petite  valetir  de  ^  sera  — et  daos  ce  cas  Ton  aura 

ou»  öcrivant  i^  —  t»  au  lieu  de  ai, 

.  4p -  2m 
\    Am  lll^ 

eil  mainteDaiit  m  <». 
De  tt^me  on  «ori|  * 

»  "  >  im 

«  In— 2m  4i>— 2m 

On  a  encorc,  errivant  V(l — j;^*),  V^A  —  k^^),....  au  lieu  de 
Cos.aoip.nii,  ^ (iiLiy.nUt.... 

tiu  71  et  n'  sont,  comme  F  et  ^,  des  fonctions  rationnellfs  en- 
tieres  et  pairea  de  x  ei  de  kt  et  par  rapport  k  sc  dumeme  degr^ 

Si  d«M  CM  fofiniiM  Tod  cbange  «  6d  u-^iK',  s  devient 

^ ,  et  parce  que  i  uii  a  . 


tau        Bm§är :  Sur  ies  fwmulu  jum,  muUifiUcatioH 

* 

*  b 

et»  «  «ItettC  iittfitlr 


—  .  Cos.amp.itK 

if.amp.(wM+«iÄ')=(-l)  «  4.arap.(««+»Ä0=(-l)  *.-^ini»pJii' 

€ofl.Mnp.(mi4-  fi«l?'>s(— l)~^Gaiu»sip.  Our  ^i^) 

n-il  ' 


'tA;8iD.ainp.lia(' 
on  volt,  qu'il  £aat  cbaoger  alora:    .         ,         *  . 

dtf  Mfto  que  par  lA  elfes  devieiiD^Dt«  aprte  rMudkm, 

1  ' 

'  .    .  .  .        Hß-*;  , 

^Mtomt  ä  y  aa  val•1l^(l»  ayaot  ögard  aus  relat'MHia  (2), 

*  ^ 

- 

ce  qoi,  par  la  coniparalson  de  cellea-cl  avac  ci^M  wHlt  ^Ifot 
ont  ^tä  döduttes,  doone 


V.» 
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I 


äea  fimcäms  eiüptique$  de'ta  premiere  espece,  iSl 

1        •  ■ 

Si  daoa  (4)     ohangQ  u  eik«Aku  et      il  faut  y  toire  luf 
4  la  plftceMl»  «  et  y^  ee  ^tol  4Mme 

1 

donc,  parce  que  9> (Ä^a; . ^  =  (p{x . k) ,  ^ 

1  1 
»(Aap,  «'(Aa:.  |)  =  9((x«A),      '  « 

U  e'eo  soit  eacore 

PMUt  \ 

on  a  ,  d^ignant  par  B'  ee  qne  de?ient  B  lersqa'oii  y  «hange  k 
1 

en  ^,  . 
1 

«(ifcr-|)  =  BJ  +  B^i^s^  + ....  f  B'i«A*"ar*"  + .... 
dene 

ce  qui,  pour  la  valeur  particuHere  m  —  p,  donne  ß^p  —  B'^v^^' 
iimsi  !e  foel'ficient  dti  rnilieu  dans  les  polynnnirs  n  et  sera  de 
la  mime  iorrae  que  ies  <;|[»£flficiento     et  ^  de  /*'  et  9. 

<  La  forme  g^drale  des  po^noieee  »et  jv'eet  deoe 

n(x.Je)s^Bo  ^  B^^  +  ....  +  ^amT«"  +  . . .  +  ß^^px^p  +  .... 

,  • .  •  +       ik^p  ^ -««.  ^ . , ,  ^  ^  ^ 

aF'(a;.il)  =  B^'  +  H/JP««-!- .... -f  ß;,m'Ä«*a?^  +  i?v«^4*«" 


« 
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% 

d'oik  0  «oit  encora  qae'J9ftm  «era  p«r  rafiport  k  k  toat-ao-plw 
Atigt^  im 9  parce  qn'aatrement  B'^m^».  et  par  cona^ueirt  7^ 
confiandralt  dea  paiasane^s  ad^aßvaa  da  k%  paaaiit*  > 


oo  anra 


2m       2m  am 


'Im         'im  "  Ah' 


aik  lea  colSffielenta  B  aont  daa  fonationa  de  ii  aeal.  Ramarqnaaf 
qoe  a?=0  donne  ys^O»  et  qae  9(0. on  Tait  qaa  «(O.ifc) 
s=9B'(0.iK}:=:l»  et  par  ooQsdqaeot  £os=-4ft'^]*. 


SabstiiDaatdiips  rdqoation  diffdreatiella  (3)  ä)F  aty  Ito  valeara 

■ 

eile       reduit  ä         '     ►  '  , 

* 

V(l-i»a)(l-*iV)     V{l-|»)(l-ifct«|«)'  •  •  ^^^^ 

oü  =  l  — donc  on  aura,  en  substituant  tes  m^dmes  valeure 
dan8  les  integrale«  (J)  et  (4) :  ^  . 

vci-^«)*v(i-4»)9(r.i?)'  v(i--i?«)  ■"vö'.ifc)  v(i-«  • 

d'ou  I  on  dedult  •         •  • 

Hais  (5)  eUot  de  la  mime  forme  ^ue  Qi),  an  a  aiMw 


de  Sorte  que  par  la  couijniraisoii  de  ces  deux  croupcö«.  a|tres  (ju'on 
ait  reduit  le«  polynomes  Cractionnairefi  en  ^'  a  des  |iulyiioine8 
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I 


des  foneUom  eiüpügues  de  ia  premere  esißeee, 

•  •  • 


oü  Ton  peat  ^haoger  k  et  Ag  entre-eoz.  . 
Pur 

peilt  d^oir»  l«i  /onctiotis  9,75  Jet  ai*  de  rotie  quelconque 
d*eirtre-ellee:,  F{xJt)  ^tant  coiwiie  on  a 


et  par  cons^qtient 

donc,  par  la  troisi^ine  (6)«  öcbaogeaiit  ifc  et  ki^^ 

^changeant  dans  celle-ci  Ä  et       eile  doiioe 
Biais  ia  preiniere  (6)  doooe 

dou  il  euit,  qae  lee  deoz  deroiöras  «qmesione  de 
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Mnt  i4lMti<|««ii«iit  Agiles  A  roü  millS|il*  b  «wnie  ^  (l 
et  ce  qui  falt  voir,  qae  la  qoatriftiiie  dtB.4qmAwtm  00  "«st  mm 
,  coDs^nence  des  deoz  pvemi^rcs»  et  |lee.  relatloiiA  trowrte  pi^ 
o^deminent  '        •  , 

La  troisiemc  de»  formules  (())  donne«  si  Tod  y  cbauge  k  en 
kl,  et  desigoant  par  Z'  ce  que  devieot  alore  le  eoefli^ieot  Z  de 

....  (-1  )"•  Z'jjw  a:*»  (l-ar«)«P— .•4^1)"»  Z'^-^a;«P-^(l  -a:^.... 

donc ,  notant  les  c^^lficieott  d'one  pvlMaoce  g  du  binome  de  la 
mani^re  seiTaotej  savolr: 

gjg  - 1)  ....(q—m-^l)  ^  /  V  \  _  /   q  \. 
'  V    l«^....f?i  Vffi/  \q~mj* 

OD  jura,  ponr  les  eoAfficiento    de  «  et    ezprim^  par  ceaz^de  9» 

H'tMj^   .  (7) 


r^reqtteme|t  on  tmvfen^  P**  ^  deeiiAme  d««  ffifmiile«  (OV 

(8)        '  ^  • 

/ 

J  ■      .  • 

Si  Ton  niet   en   evidence  le  imilti[>ru;itcur  n,   en  ^crivant 

Sin.  am p.  (nu . k)  =yn,  et  de  m^me  iSin. aoip.^2tt  =  ^  iormule 
pour  l  additio»  donne 


« 
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äe§  fmteifim  tt^Ofmim  0k  im  prtmiere  etpect,  ;  1S| 


et  ansai 


"y«  v(i  -  W')  (1  -  ifc«y,«)Ty«  v(l-y,«)  (l-ÄV)  • 
pti  Im  fomrala«  poor  k'dsplicalion  Teo  a 

Olk 

remarquant  que  n±%mi  ittpair«  oa  pawa  ^«if»> 
l^.la  aatallan  inidlqa4a» 

sabstituant  alofs  lea  formea  gön^rales  de  yn,  yn^i,  etc.  daaa  laa 
daaz  fotoMilaa  poor  fadditioa«  00  öbtlaBt«  apt^a  rddia^a» 

_        n'i^)  F(n )  yfw)  ^  (l—a;^)  (1— Ä^j:*)  ^(2)  y(2)  7t.(v)  7r'(«) 


9(n  db  2)    »(2)  ;r'(2)  F(n)  y(ti)  T  (1  -«r»)  ( I  — Ä^-^a^  i*  (2>^2)  jf(n) 

Dana  eoa  identitda  laa  daux  tarmaa  de  la  fiaatloa  a«  aecoHd 
nanbre  aoat  par  npport  k  x  6ü  d^gtf  4- 8  as2ii*  4-  II« 

et  eanz  da  la  fraetioa  an  premier  membra  aaalainaot  dn  ddgrd 
,(s^2)*<^lism*J:4n +3;  \\  faut  donc  que  les  premlers  aient  an 
di?lsear  eominun  du  d^gr^  n'^^in-^Z,  c'eat-i-dira  da  ddgr^  da 
ov  ^(»4^2).  Renaiqaaat  cool  il  de^ient  probable,  que 
TnalfBe  ddooninateur  an  second  dMjaibia  da  la  praaiüra  et  l^oal- 
ipia  .nnnidratanr  dans  celui  de  la  seconde  soient  reapactiFaniant 
ögaax  aaz  pradaita  9(n-f-2)  et  F(it— 2)  F(n+2)»  et  qae 

le  Tiumc^ratear  an '  Mcond  meiabie  da  la  pramtöre  aoit  alora 
q>(nT^)7t{n±'i),  On  peut  a'an  apaaiar«  ai  Tan  darit,  an  Ha«  daa 
deuz  foraialea  an  qnaation,  laa  qnatrea  aalTaataa»  qnf  y  aontcon- 
tamiaa»  aaToIrt 
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<p(n  +  2)     "g*    (p{n  -  2)  ■  ^ 

i'Xn  +  'i)  _  /i'    Fjn  —  'i) 

V(«  +  2)"7^''  2)  ^  ^ 

oü  U  est  faciie  de  voir  oe  '«|iie  d^ignent  A'  et       ob  «n 

Mnit 

F(yi-h2)y(w-2)_  ^      F{n -{■'1)  Fjn^l) 
«)""^'     f)(»  +  2)9(»— 2} 

oü  tous  le.s  ternies  des  Cractious  sont  du  meiiie  tlegre  2n*  +  6; 
doric,  81  a  et  /3  sont  deax  facteurs  inddpendants  de  on  devra 
avoir  #. 

« 

9)(n  +  2)7r(n— ^>atf4'»        +  2)9(n— 2)  = /SB, 

fiiisaiit  »ians  celles-ci  ar=:0,  ce  qui  donne.  F()i  4:  2)  j=  « +  2, 
^  (w  db  ^)  =  1 »  FC»)  =  « »  <P(«)  ^ '  Tr'fr/)  :r-L  rrfv)  =  T  ,  tandi^qne  Von 
trouve  ^  =  ??  +  2,  A*=zn  —  2,  /?— 1.  />  = //^  —  4.  on  ohtient 
«SS /3  SS  I«  dfi  Sorte  queo  öcrtfaot  pour  ^  etc.  leors  raleur«  od  aur» 

^it:f2)/'X»±2)  =  «(2};r'(2)/'(fi)9P(w)  *  *  ' 

J:{lr-««)(l  -ÄfV)  l'\2>9(»)ii(ii)<ii). 
On  a  encore»  par  ie  th^or^me  pour  Tadditiun, 

_  •      •     ,  .       '  ■  *         *.  . 

et  aupsi 

* 

^  d'oil  l'Otn  dikluit»      la  m^e  maniere» 

(10) 

'  y(w-T2)n:(«±2)  =  g>(2)  7i(2) »(«) T A-^a:''  ( 1  -a:*)  /X^jTiX^ii' (»>;i^(«>, 
F(«H:!?)»(ii±2)s=9(2)»'(2)F(«)»Ci»)T{1  — 
tandis  que  les  formules  "   '  \ 
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des  fimiUiMM  tUUpligufs  dt  ia  preiniete  tspect,  157 

v(i-jN^i^=  — -«T  ^^-_;lvw-T — ■ — -TT* . 

^„  -  'Jn  v  (i  -g..")  v^(i  -  '■''h-)Jui  V(}  -y.') vC -■¥»') 

v(i  -jf.j? )     v(i  -^«»<i-*«iji**)*»v'(i-ah«)  (i-*V>', 

(l.onueut  encor©:  '  - 

F(7iT2)^'(|ii2;  ^  <^(2)  ,-tC2)  F  (I  — *«^-^)  71(2.)        ^^C«)  n{n). 

ParcequeiJin.arap.r--  wu)  — -  n  Sin.amp.tt»  on  aura  -7  f=  

donc:   F( — w)  =  —  «F(m),  <3p(— w)  =  a(p(n),  «  etant  un  facteor 

alnsl 

et  de  ia  meme  luanieic  l'on  uhtiendra 

par  conseqiieiit  les  coCflicu  rils  ./  de  JP  changeront  de  sigoe  cn 
ineme  terap»  q[iie  le  iiiullijdicaleur  7/,  niais  ceux  de  <p,  tt  et  ar'  ne 
le  feront  pas.   Si  n=l  on  a,  qiieique  soit  ce  qui  cod- 

#duira  i  '  .  1  >  .  ' 

F<±l)=il»  9<±1)  =  I.  «(±l)  =  l.  »'(i:l)  =  l; 

a^ant  egard  a  ce&  remarq^«^  Ia  premiere  d««  equatioiis  (9)  doo? 
nera,  par  e^eniple» 

A  des  forroulM  pr^cddteloi»  4ii  |i«atNf«fiiIcment  dtfter- 

miner  les  fonctions  F,  9  etc.  pour  les  valeurs  particuii^res  de 
kt  et  k^h  Si  l'oo  fait  Af^O,  i'^natioo  dii^reBtieUe 

devieut       — ^)  ^ V(i  — '^*)  *     doone,  ^  s^vandjibsantaTec  j?. 


ou 
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faisant  aus&i  ^  =  0  (laus  \es  foroies  g^nerales  de  VO*~*jf*) 
et  v(l— >^'V)'       a  "  ' 

donc ,  7i{x  .0)  =■  cp{x  .0) ,  et 

fX^.O)    SiD[wAtcSin=dg]     ai^(j:.0)_  Co8[nArc.SiD=ar] . 

la  deuxieme  des  formules  (9)  dourje,  si  I  on  y  fait  iE;  =  0, 

9(ll  +  2)y(«-.2)=:9»(j|) 

^oA  ftDceessivemeDt 


iloiit  le  prodoit  donne  ^  ' 

y(n)9(-l)=W«-2)9(l) 

d'oü 

♦ 

ainsi  Ton  aura,  d'apr^s  des  formales  conmiesy 

 O"^^     2.3.4.5  2.3.4.5.6.7 

taodisque  Tod  u  9(:i;.0)~."r(^.0)  =  l. 

«i  r«i  fidt  iS^asl,  i'f^mtion  diffäranMte  (3)  dfl<H«ttl 

et  donne  <     -     '     . ,  ... 

doDc»  QU  doii  avoir   \  ,    *  >  , 
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*Xar.l)"-(H-j:)"  +  (l  — dP)"'  ""(l +      +  (1— «)"  * 

et       MiMäquent  o«  pest  p«Mr  « 

oü  X  d^gne  uo  polynome  en  ;r  et  qae  Tod  d^termlnera  m 
lai«aDt  ftUMi  Assi  dans  I«  {iremi^e  (iquatloti  (9),  ee  qa]  doinift' 

F^— 2)F(n  +  2)aifl-*4)«r^ji)-.4tI-ar2)29,»(n),  ■ 

ou  5  apr«a  la  auMUoüoo  dea  valrars  «qppaate  4a  F  «t  4»f  «t 
r^dniaaatf 

X(ii^«)  X(« + 3) « (1  ^ 

d  oü  i'on  <leduit  successivemeat  •  '  > 

X{-l)X(a;  =  (!-«•)«  x«a). 

Le  yrodoit  de  e«s  ^-5—  «iqiiatioiis  doooe 

» 

mIs  I'on  tmve 

X(l)=e=l,   X<-^4)  =  (1-;^«). 
donc«  ou  aura  auccessivement 

x(«)  a-Ä^*^-x(i»^3). 


»  —  1 

et  16  produit  de  ces  ^qaattons  donne 

^  mile  qua  Ton  a 
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m 

I 

et  ' 


I 


•  On  peut  aussi  obtenir  les  valeurs  generales  de  F ^  (p,  n  ei 

1  l 

Pm/Im  wtAwn  partiMliteM  da  jr>  jr=l,  '^:^4rjg* 

La  prcmi^re  des  ^((uatiuiig  (6)  donne«  si  Tod  y  cbaiige  &  eo 
d^signant       i|ue  devieut  aiors  A,  ' 

^Toft  aiMviy  changeant  Jt  eo  ibr  et  an  AF  d^ignaat  ce  qae 
deviant  alora  A\ 

dooe,  00  aaia  * 
^ia  la  vaieor  troa?öa  paar  donna 

on  obtiaadraj  aloal  loa  premiirea  formalea  dea  deaz  premiArea 
ealoDBoa  (14)  ci*daaairaay  ^oat  tea'  atitrea  ae  dädoiaant  d*uDa  ma- 
niira  ^aoalogne  dea  dqm^fcma  (ffy  et  dea  relaHfuia  troaydea  dana 
ee  qai  prdc4de« 

On  peut  aussi  deduice  ces  resultatt^  des  equatiooa  (9)  etc.» 

eomtae  Ii  aait  ici  ponr  lea  Taleora  paiticoHteea    =3         .  ^Al^m 

OD  a  q>{2)=zO,  de  sorte  que  la  prenii^re  (9)  d^vieot 

3; *        *     •  » 

maijs  la  relatioo  generale  entre  F  et  <p  dojane  d^ns  ce  cas  .parti- 
culier  9)*(fi)  =  F*(m),  donc,  posant 

■  '    2(1TA)  _    '  '  ' 
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OD  aarft 

F(ji-2)  i'di  +  2)  =s  i,^F«(ii), 
d'oü  Ton  döduit,  dimiouaat  n  saccessifemeDt  de  deuz  aniti^s,  et 
moltipliant  les  — ^uations  ainai  obtenoea, 


Jf^—  1)  Fin  +  2)  Ä äHJ F(fi) 
aa 

« 

•  M  —  1 

ftp  mnllipliaDl  lea  demiteea  ^qoafiona, 

m^-i) ' « ♦ . 

ce  qui  donoe  ies  deux  premieres  formules  de  la  troiaUme  co* 
loflDe  (14). 

Falaaat  dana  la  preroiAr«  (11)  dp  =  ^         eile  donne 

«'(n  +  2)     -  9(» «'(it -2), 

ou,  diminuant  72  de  deux  unites,  et  suhstituant  alors  pour  (p(p)  et 
7(a — 4)  lears  valeurs«  doiiue««  par  ies  formules  ci-dessus, 

.  «»(n)  =s  ^  ««■-^»'(»— 4), 

OB  U  y  a  deux  caa  a  obaerver;      al  »  eat  de  la  foffme  4iii-f  1, 

an  ebtlent;  dimifiaant  n  ancceaaivement  de  quatre  unites, 
^■atioos«  doQt  la  derniere  est 

11^(9)  S3  ^  ttff'(l)  SS  —  o«, 

ie  produift  de  cea  equationa  dopne 

jt'(n)=s(-i)  *  «  ♦  r 

)^  si  n  est  de  la  forme  4fn-|-3,  on  en  obtient,  de  la  n^me  lua- 
n-f  1 

flüia»  — j—  dqnatiooa,  dont  la  derntöre  eat 

1  keil  XXXVL  10 
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l«ar  prodait  donne  alora 

»'(»)=;(- 1)  4a*;  '  ^ 

10  l'oD  ft,  pour  Mtte  yilaa»  patticaliAi«  de  s(ii)ss:«'(i|>i 

Par  ce  qai  precede  ou  obticiit  les  fornSales  suWantea: 

(14)  / 


F(i.A)=(-i)'^(i-A*r^»  >(j-*)=(-i)^(i-  p) 

/l      \  1 


••1 


^^^^  «nlvant.qae  n  est  d«  la  fttnne^dm^l^« 


La  premlAre  des  ^qaationa  (6)  donne  entr«  lea  eotffficients 
dont  on  eonnait  d^J^  la  forma«  ine  retatton«  an  iiarjraa  de  le 
quelle  on  peat  d^Cerminer  enti^eroent  quelques -uns  de  cea  ceM- 
elenta,  aiaia  eile  ne  anfllt  paa  pour  les  dötcrminer  tona.  Remar- 
quant  premj^raaient  qne»  poor  ifcsO*  le  coüficient       ae  rödaU 

k  ÄQ  8eul,  la  valear  de  F(x.O)  (12)  fait  voir  que  l'oo  aura  g^o^ 
ralement 
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♦     -^-t— *^  "       2.3.4.ö....5i;«Ci/«-|-l)  '/ 

^  n  -|- 1 

i4Q=:0».  lor«que  n^lm'^l  ou  m=        ;  ainsi  a  |>arür  de 
»  •  "  •* 

ilo>  toos  Im  Premiers  cWIfBcient«  ^  s'^Ttmiiikeeiit,  et  eonme 

on  a,  par  A^f—^mt  -^^p-«—  -"^o  +  ^■^) A***'—*,  taiKÜs  quo  4;>— 2 
=  —  3  est  toujours  plu8  gr.MTid  ([ue  71  -f  1  quand  n  =:  ou  >  3, 
il  s'eu  «uit  ^ue  I  on  aura  pour  toutes  lea  valeura  (impairea)  lie  » 

^«p_,  =  (Vet  aoasi  Je,ssa 

,  Eu  vertu  de  la  premi^re  (6)  le  polynome 

^o'  +  -^a'^*  +  ....  +  il't»«*«-^ ... .  +  A'^^-^a^^^  + ....  +  AUfO^Py 

ou  .'i'  d^si£;ne  eneore  ce  qrie  devient  i4  ^or8qu'oD  y  cbange  il  eo  Atj, 
doit  ötre  identiquement  ögal  i 

+  ....  (—  l)»»  •  •    +  A4,x*f, 


ee  qal  dHiiDe,  en  ^allsant  les  coCfficients  4e      et  ceitx  de 
daee  lee  diuz  palyDomes,  et  ootant  |ee  eoillidetite  de  ^dfcllep- 
pemeot  da  bleene  .conme  II  a  dtd  iedlqud  prdcddemmeBt, .  ^ 

(15) 

« 

...,  +  (    ^  jA%p-%m^%-\-Akf^^ss{'^l)A%^Ut, 

dent  Ift  aecende  e^  dddvit  de  la  preibite  eo  dcrlrant  dm  etlle- 
d       »  k  la  place  de  et,  et  remarqeaiit  que  Ton  a 


Sl  dans  (15)  on  fait  msO,  eile  donoe  A^=zA^\  ce  qoi  lall- 
•eteSt  il  iDddtermlad»  male  Teo  aalt  d'aineure  qee  l'eB  a  4t=sfi. 

FaUaot  m  =  \,  od  a 
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4 


mal» 


*  dpuc 


^^5-^ .  II  +  4)  ( U     =7  -  4d  (2-*^ , 
ee  qni  se  MuH  k 

et  ce  qoi  donnere  pour  ^2  valear  d-apret  (17),  ,a*accorc|» 
wee  Celle  doaii^e  par  Aq, 

Faiaant  in=2,  on  a 


4'oii 


donc 


le  premier  membre  de  celle^cl  doit  aToIr  U  factenr  Y^-^t^*, 
apr^e  ipi'oa  y  aara  portdiea  valeura  de  A^^,  A^  et  p,  ce  qiii  en 
eff»t  deaae 


n(n>.^l)(»^^3)     4  4 


qai  seiait  ioaufiiaante  pour  dtfteriniael'  lea  deax  incoanaea»  ai 

2m  ' 

ne  doDoait  pa« 


2.3.4.6 


de  Sorte  (|ne  Ten  freiive 


et  la  valeiir  de      (17)  a'eo  suit 


r 

Digitized  by  GQOgl 


et 


d*oü 


den  füHCtiom  eiUpänftes  de  ia  jtreuiiere  espece. 
Faisant  iii=s3,  on  a 


-  (ii,' +4e)     (1  -  Ä« + Ä«)  (sJt+aJ,); 


ce  qoi  fait  voir  que  le  piemiet  inenihre  de  Täquation  pr^c^dente 
doit  aussi  avoir  ie  Tactear  1 — k^-^-k*;  eu  effet  od  obtieot  aiusi  ia 
seule  equatioa 

•    ^«  _  >i(/i«^l)(yi«-9)(»»>-5) 

^^o  +  ^^a--  2.3,4.6.2 

2ni 

qui  HC  8uf£rait  fa&  puur  dötermiuer  lea  d^ux  iocoimuea»  si  4«  ne  | 
doonait 

, « (n«  - 1 )  («»— 9)  (n* — 25) 


3^0= -3 
de  serte  qne  Ton  f rouve 


4i«  2.3.4.ö.a.7    ^  (3««-ö), 


xet  b  ▼aleiir*d«      (17)  s'eo  'anit. 

Faisaot  ]its4«  od  a  '  * 

^  6  8 

aioel  le  premier  membre  de  l'dqAtioii  prdeddeirte  sera  diTisible 

•  8  ^ 

pav  1^2k*f  et  enaaite'oD  aarä»  paar  ddtemhiar  lea  A,  troia 

^quatioDs,  doDt  lea  premiera  uambrea  aeront  J^-k-iLd^-t 
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8         8  8  8* 

—  2Jo il^  =:  •  •  •  •  2ilo  -1-  Ja  «M* *  4<^i'  comme  Töii  Toit, 
n'^quivaleront  qu*ä  deux  distiiictes,  qa«  Ton  obüendrs  attiei«.,eii 
egaiisaot  les  colffficients  de  il^  et  Jfc*  daos  les  deux  membres  de 
la  prMdente  Öquation»  ce  qui  donne' 

ia  »econde  devieat»  apr^s  ia  rdductioo, 

öJo  +  «^5=  — — fTOTT  • 

et  ilo  donnaot 

>  • 

8      ii(n«- l)(n»^9)(ii«^26)(it*— 49) 
^      2».3>.5.7  ' 


on  tr  )uve 


s  .  >(««--l)(,i»-^9j(n»-^25) 


la  preitii^re  devient,  apres  la  Substitution, 

4»  +  2/«,  +  ^«  =    V.y.S.»     (3»*-  »72»»  +  466) ; 
Tod  trowrera  '  ^  ' 

i  ,^1  it(ii«-l)(n^-9)(n^^25) 

^  +  ^f»=  2^3».ö/7  ("«»-SS), 

d*oii«  par  ia  anbtraetioD»  ' 

^* = - to!?  <-• + »«*-»»^ + •«> ' 

et  la  valeur  totale  de      (17)  a'eo  anit. 
Faiaant  ms5,  on  a 

&h^C'T'h*  Cr") *  er')  V)  * 

et       .  *•  , 


.  kj  i^cd  by  Google 


10 

aiasi  ron.anrait  «ntre  Im  trois  A  dnq  ^qsSitlana;  dant  l«s  pte- 


Mi«  il  est  facile  de  voir  qu'elles  o'^qaivalerimt  qn'ä  deox  distiM* 
tss«  Cftr  l'dUmiiiafioD  de  eutre  deuz  des  trois  premidrts  doo- 
Mta  HO  rdsuüat  ide^Hque  &  fune  de«  deaz  deroi^res»  qul  Mroat 
dies  mdmes  ideotiqoeiiieiit  les  mdiiies.  £Jles  ne  «nffinteit  dmie 

Im  10 

|ias  pour  deteriuio^r  les  trois  inconnues»  luais  ^  doonant 

10  iO 

Ml  «n  dddolim  mcmsWeinent  A^^  et  A^  A  eet  effet  Ten  e«  4gßf 
lleaDt  les  colSlVcieiits  de  et  ceuz  de  iK:*,  dane  les  deox  nem* 
bfee  de  la  prdcMeate  dqoatioQ :  .  ^ 


5^  +  iA^  +  5^4  SS 


5^0  +  2^.= 


im 

taodis  que  Aq  doone 


10 


n(n^-l)....(n«— 49)(n«— 81) 


donc 


w(«^-l)....(;<^  — 49) 


ö(öa2— 9)j 


la  deui^nie  de?ient 


10         10  10 


n(n^-l)(n^-0) 


et  Ion  troo?e 


14^       Baeär:'  Sur  ie*  formuies  pour  ia  muUipiicatlm 


douc 


et  la  valeur  totale  de  4\q  (17)  s'en  siut.  ' 
Fsisaot  flis=6>  OD  a 

et  Ton  trouve 

•'uD8i  le  Premier  membre  de  r^quatleo  |jr4e44eiit(i  eera  difUiUe 

par  (2— ^AP'l-iH),  et  enaolte  Ton  oWa  qoe  deaz  difwi- 

10 

tions  entre  les  quatres  inconnueM  A.   ikud  les  quelles  on  peut 
ans.^i  prendre  celles  que  Ton  nhtii^nt  eu  egalisant  les  coetlicients 
^  fle  A'"  et      diLQS  ie«  deux  nieiiibres  de  Täquatioo  pr^cödentei  9» 
qui  donnera  '  * 

13       12        /2«  — 5\40  • 
u       (2      ß      K       /%»— 3N  •>     /2»— 4\  *    /2»— 6\** 

>  ,  •  ' 

et  connaiaeaiit»  par  4i»>  ifo  on  ponrra  eneore  eo  dtfdoife  mais 

•    12  1? 

ot  /lg  restent  indätermines.    Par  (io)  on  connait  encore  Ia  , 
valniM  (lo        lorsque  Ä;=:l,  ce  qui  donne  une  ^uaüoo  dont  le 
premier  wenibre  est 

12        12         12  12 


12  VI 

^  luais  l  ow  voit  qu  ajtres  I  Elimination  de  Aq  et  A2  eile  deviendra  la 
io4me  que  ia  secoiide  des  deux  pr^deotes,  dout  ia  premiere«  ou 


AA  j.'->A      "^-^^  n(n«-l)....(n^--81) 


conduira  i 
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5  '  «(n«-l)....(w^-81) 


▲Insi  Ia  l'  formule  (§)  oe  fait  coäDailre  les  ce^fficients  A  qiie 

jijsini  a  inclusivc'ivient,  luais  elie  a  donne  Ia  loi  de  A^^,  .  Soit, 
poiir  eo  demoßtrer  la  generalite, 

(-1).^'.— ^^=f''-'»+')^,»-.+f^-a'"'^Dv:* 

IVqnation  (Iß)  ^crite  daos  uo  ordre  inverse^  pour  A^ßn  on  peut 
ecrire  $ 

2m  2m  2m  «« 

»  -  ■ 

oll 

9m  «Am  *» 

Ai»-^gs.<<fci  (»»*%t)  gsi<%i;  .      .  (e) 

par  conäequeot  l  oo  aura 

(- 1)  ^  V  =  -  ^2«-2  (Ä*  -  1)»-* 

2fn  2m  2m 

1*0«  tronvera  facllement,  dtfaigBant  par  G  et  IT  le  ^r^mler 
et  le  i|i»coiid  nembre  de  Td^iiatlefi  ^doddente : 


.1 


+  [1  — (-1)/']  A2»n^'i^^ 

dgpiliaaiit  les  coAfficient«  de  A^*^  dans  lee  deuz  polyoones  G 
et  If»  deooant  &  enceeeidtweaeet  lee  Yaleare  1,  2,  3»  et 
ayaet  dgard  &  VdgaHtd  (e),  eo  obHebdra  m  d^aaHons  entre  lee  m 

2m 

incoDDuen  A  de  A^,  mai«  qui  iic  eeroat  pas  toutea  iadependan- 
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tes  entre-elles,  comnie  on  I*»  m  poür  ifi=:6.  Ainsi  Cr  donne  pour 
le  co^riicieiit  de  dans  ie  d^eloppenent  d«  A\%'-^i%p  (sAsmt 
fji=6  et  ^=5,  ^ 

QU,  ayaat  ^gard  k  i'ägalit^  (e),  / 

12        12         12        12         <2  12 

ce  qui  se  reduit  a  .  * 

fz      n      iz      12  . 
Fi|i99u>t  inalateoant  ^=1  dana  O  et  E,  Von  aar« 

—  2ilaÄ-*- — |-  4 


0  » 


maia  ilo  doone . 

^jr^^,    1,^.  it  (n»  - 1) . . . .  (n«  -  (2m  -  3)«) 
^  — ir—    2.3....(2iii--2)(iiB— l) 

2m  2m— 2 

de  Sorte  qiie,  par  1a  subfititatioD  de9  val^ura  de  Aq  et  4o»  ^ 
derai^re  equation  douoe 

2»                                   ,  • 

w(it«-l)....(«^-(2m~3)«)  <it«'-2i?if  1^  i\«i-4j.'**d?!5rS?/  Iva! 
1.2.3....(2w— 2)(2iii— 1)  i~2  +~2(2m+J)  *  . 

ce  quI  ee  Mait  Ii 

^a—C-lr    2.3^..(2w2)(2i»— iF"     2»<2m-|-l)  * 

■ 

S      4       6  8 

«t  ce  qei  a'ecoorde  avec  tee  valenre  tronv^es  peor  J^^  A^,  J% 

et  A^,  taodU  que  l'on  peut  aussi  öcrire 
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21» 


La  quatrito«  des  formules  (6)  peut  ^tre  trait^e  de 
flwnttre;  cette  formnle  donnera«      d^sIgDant  ce  que  devieuueot 
Im  eoCflicieDla  Ü  de     loraqoWy  cbange  k  k^, 

et  daaa  G  %i  B  1\  faadrif  »eulenient  remplacer  les  coefficients  A 
de  Äfßm  par  lea  co4inicieiita  B  de  ß^n,  taadia  que  l'egalit^  (e) 
a'a  paa  llea  td.  Remarqoant  qve  9K(x.0)=e1=  ^o,  oo  voit,  fai- 
•ant  A==0  dana  la  forme  geudrale  de  B%m,  qoe  Ton  aara  gän4- 
Talement 

X^O«  axeeptd  i^o^lt 

de  pluä»,   ^'(u,.ü;  iitit  voir  que  1  on  aura 

Ä    ~/  (n«-9)....  (n«~(2m  - 1)^/ 

et  par  consequeut 
eaeuite  6  et  //  duuneut 
d'oii  Von  troovera  ' 

Ainsi  I  on  coi  naitra  les  co^fficients  ß^  et  i?4  ci-apr^g  (18).  Si 
dans  G  et  /y  on  lait  m  =  3,  «t  fiuccessivement  2,  3,  on 

olitieddrü,  pour  dM»tmimr  lea  colifGcients  ^  de  ß^»  iaa  tcola. 
equations 

«1       «  ■  ' 

6  6  u 

3i?«+2Zf^  ==.... 

qaU  conme  loa  voH  o'dqaWateat  qQ'4  deas  diatiaeCea^  mala  lea 
^0  ätant  jiero,  eacept^  ßgs^l,  et  ceanaiaeaat  i^«  et  i^«  pas  lea 
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im 


formules  flz 


OD  «ira>  pour  d^termlAer  B^,  la  dec- 


+  OTOP  *• 

4*01^  l'oo.  tiroavefa 

•  ■ 

et  ^0  (18)  s'en  «nit 

Faisaol  dana  Cr  et  i?  ms!  et  socceMivement  fi=l,  2,  3,  4, 
OD  obtieodra,  poar  d^t^rminer  las  B  de  Bg,  les  qaatres  ^quationa 

B^-{-B^~{-B^  \  B^z=l  ^ jBq,  qui  oe  donneroot  entre  lea  deux 

8  8  8  8. 

ioooimeea  B^  et  B^,  qua  la  aeale  ^quatiaa  +  -S^ss«.«.;  par 
conadqaent  on  ne  pourra  ploa  par  cette  möthode  determbier  B^ 
ni  Bio»  Bi2,  etc.;  B^  et  «nt  M  diilmiD^  d*i 

antra  manidre. 

Si  daoa  Cr  -et     on  tait  fi=ait  on  obüent 

^  +  B^  +  ....44»  (-4)"  (  ^ )> 
eb  qvi  a*accorde  avac  la  ?aienr  troavöe  paar 


Les  coetticients  /?2m  ,4^6  Ton  a  d^terniines  ic'i,  en  luiit  con- 
naitre  autant  rfe  g)(j7.A),  ou  des  demiers  coCfficients  A^p-^m  de 
JF^(jK,k),  au  moyen  de  la  formale        qui  donue,  lai&ant  i»=l, 


Zt'=-[^Bo'  +  B^U^j. 


B*.  dtaat  oe  qne  ddyieot,  B  lorsqv'eo  y  cbaage  ifc  en      on  a 

'      '  ' 

ce  qui  doone  Z^'  =  0,  et  par  consequent  aussi  Z~0  et  /l^p-^^^» 
comme  on  Ta  döja  trouve  prece<!*'iiinient;  faisant  dans  (8i  succes- 
81  vorneigt,  m SS 2  et  iir  =  3  on  trouvera  les  valeurjs  de  Z^'  ei  Z«' 
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Les  equations  (6)  ne  süffisant  pas  pour  detet  miner  toute  la 
siiite  des  coßfficionts  A^mt  on  a  essaye  une  autre  methode,  fai- 
sant  emploi  des  fonaules  (9),  doüt  ^eulmneiit  la  premiere  et  la 
troisi^me,  si  dans  celle  ci  l'on  prend  un  des  deux  signes,  don- 
neront  des  relations  differentes  eiitic  les  coefficients  A^m  de 
F{x,k),    Car,  ia  deuxienie       dedult  de  la  premiere  en  cbao- 

bres  par  ä"'+^.t*^'*'+'^,  ayant  ^gard  ä  la  relatioo  » 


tandis  qae  les  deux  qui  sont  contcniies  dans  la  troisieme  se  dedui- 
sent  Tune  de  Tautre  par  le  changement  de  n  en  — «,  ce  qui 
cbange  F(  f  n)  en  —  F{n)  et  A^m  en  — 

R^marqnoim  anpantTiuit  qm  r<^(aatloD  diffi^reotielle  (3)-  donne 

V(l  - ifc^j^^)  ( >  - y^)  _  „ «(w) ^'(^) 


9«(n) 


donc,  düferentiaiit  par  rappoft  ä  la  valear  gäo^ale  de,^*(Q* 
et  poaaat 

oü  P  et  9'  soDt  les  d^r'iF^  par  rapport  k  x  4^  F  et  ea. 
aora  dans  les  ^qsattoas  (9)  * 

V 

»(«)3*'(»)S=— •» 
Im 

de  Sorte  que  st  l'on  y  üubstitue  aussi  ä  F(2)  et  97(2)  leiirs  vaiearS|^ 
elles  devieodroot 

FC»-2)i'(»+2)=(l-Ä%4^2/r2(«)-4(l-«»)(l-ifc2^«)9>2(«),  (a) 


,  +2(1— Äi«aJ»>a— 


Par  rapport  &      lea  foaetlooa  F(n-|-2)  et  F(n— 2)  sont  des 
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qiii  sera  Iü  cl^gr^  do  leur  produit,  et  il  en  est  de  niAme  pour 
9)(n  +  2)  et  9)(7i  — 2) ;  s'i  et  ^tn  d^sieneiit  cc  que 

deviunnent  A^jm  et  Z^m  lors^uun  y  augmeote  et  diminue  n  de 
deux  uaitds,  on  a  • 

et  ^ 

€6  qoi  donnm,  ponr  le  coitBcient  de  jr**,  et  eeloi  de  äW«-^ 
as  jgiH-»-!«^  dane  le  premier  niembre  de  (a), 

fl^a^n     anOam-ji  +  ••••  +  tt|MOo»  * 

et  pour  ces  coeiüdeota  daus  ie  premier  memlire  de  (a')» 
posaät 

f?(n)  =:  Fo  +  i'2x^  \  ....  +  FgpX^P,. 

le  coefßcient  de  a:**»,  et  celui  de  a^pj^^,  dans  le  secoad  m<»i- 
bre  de  (a)  sera 


nab  la  felalioB  l)TF(^.Ä^jW»«<f  deooe 
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<  ✓ 

de  «orte  qae  le  dernier  coifficieot  devient 
posant 

f  (w)  s=      +  f\pc^ 4- . .  +  FepÄ^ 


et  le  €0«nideiit  de  a:*™,  ou  celui  d#  ^iSr*H-*-2m:r»P+»--4*,  daii« 
le  eecoDd  membre  de  (aO  eera  le  second  merobre  de  la  troUi^me 
^quatiott  (b)  ci-de8<ione«  el  pour  le  premier  on  y  preod  le  eigne 
•f  et  poar  le  second  le  eigne  ^ 

Egalieant  lee  coCfQcients  des  indmes  puiesancee  de  x  daea 
lea  deaz  membrea  dea  #quatiena  (a)  et  (a'),  remarquant  qne 
2r— 2aic=4/^-|-4^2m,  00  obtlendra 

fofl'sp'l'ttiejfn^  4"        Ojineo  (b) 

k)'2''»  "i*  a  "f"  ••••  4"  ^m^Q 

le«a«i+6i»apito^  +  — • +fip»«e^ 

Pap-2(l+/:*)f>2«-2+6^^^»«-4-:^^^)(HA-*)/^2«^ 


et,  dos  valeurs  i^ciiörales  de  et  9  on  trqjavera  iacilemeRt*  ayaot 
ögard  a  ce  qa'oo.a  poad. 
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2»i 


taodisque,  Zq  ätaot  iiitl;  tant  qu«  m<p»  on  a 


■2  m 


2m  ' 


daoa  ces  •zprawioBa  A  tiS^MwA  Am  fonctions  de  n  seul,  et  il 
fast  y  preadre  Y<>iir  Ia  dmier  terme  le  aopdrieur  ob  llattrieiir 
aatvant  qua  m  est  pair  on  impair,  eacore  ü^eat  k  remarqoer  qaA 
F^,  Q<ia>*'»  aont  aola  Joraqoe  rindice  3fi  aat  nögaiif  ov  >8p. 

Par  l'in8pection  des  ^qnations  (b)  Ton  voit  qua»  at  lea  m  Pre- 
miers coCfficients  A^^,  A2,  'i^,  ^>im-2  Zq,  sont 
connus,  l'on  pourra  deterni'mcr  le  7«  +  !*'  coeKicient  Zgm  ä  laide 
de  fa  deuxienie  (b).  Car  dans  celle-ci  tous  les  ternies  sont  aiors. 
des  tüiictions  ronnues  de  n,  exceptes  to^m,  timZo  ®t  2Z(, Z2m,  qui 
au  Kecond  meiubre  est  coutenu  daiis  Q^m»  Transposant  ce  terme 
au  premier  membre  et  tous  ceux  qui  sont  connus  au  second,  ce 
dernier  «era  une  fuiictioo  connue  de  n ;  designaot  cette  fonctiOD 
par  X^(n)f  on  aura        ^  / 

Ott«  parce  q«e  ^  =  Zo  =  io  =  ^'  mettant  eii  <  vidence  qce  ^^m, 
Z^ffl,  z^m  sont  trois  valenrs  consecutives  d'une  irniiue  lonctioD  de 
n,  les  d^sigoant  ä  cet  e^iet  par  Z^{n — 2),  Z^{n)  et  Z^{n-^2), 

* 

qui  egf  une  equation  aux  differencos  finies,  du  premier  degrt*  et 
du  seeond  ordre  ä  coellicienfs  ^'onstants,  Ia  diflference  de  la  va- 
riable etaiit  2.  8on  integrale  geoörale, .  qui  doit  cooteoir  deux 
coDstaates  arbitraires«  est 

■ 

comme  ii  est  /acUe  k  ▼«^riiier,  car  il  s'en  auit  succesaivement 


aC  caa  valaai«  aatiafont  identiqQemeot  k  i'dquatioB  (e);  lea  deox 
eonataDtea  arbitrairea  aetönt  jddtarminiiSeB  par  Ia  eoBdMoa  q^k 
paiQr'do  Html  Z^{u^tj^sstbi  povf  ntssl  et  »»a 
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Coiniaissant  ainni  Z^m  et  par  coiisequent  aussi  et  Zjm,  Ia 
premiere  6es  ^quations  (b)  ne  contiendra  d  autres  termes  iiicon- 
nu8  que  cif^a^mj  «e^mcro  et  ^AoA^mt  qui,  au  8econd  meinbre,  est 
contenu  dans  F^mi  transposant  ce  terme  au  preniier  menibre  et 
tous  ceux  qui  0ont  connoa*  aa  «ecood,  on  aura  une  equation  de 
Ia  fonne 

«i»«««— 24,-4^ +«^«0  =  X'(»), 

ou,  suhstitu  int  ä  Uf^,  et  Oq  leurs  valt  nrs  n — *2,  n  ot  7i-f  2,  et 
mettant  en  evidence  que  A  et  a  »ont  trols  valeurs  cons^cvti- 
ves  d  une  meme  fuoction  d<^  ji,  '  • 

(n—2)Ain  +3)  -  2itii(«)  f  (ii+2)^(ft— 2)=X'(jt); 

0 

efttte  Equation  avz  dii^nnioe«  finfea,  dont  les  oNlfMaiite  «oot 
variables,  donnerait  par  son  iot«$grale  A(ii),  c'est-ft-dire  il^wp  mala ' 
on  pent  auaalt  par  uo  caleol  plus  aiinple«  d^termlner  eatta 
foDCtioti  au  moyea  des  daox  demtöraa  (b)«  qa!  se  dddalseot  Tiitta 
de  faittra  par  Ia  changaniaiit  de  n  en  — n.  La  Irpisiftme  na  cae- 
tieat  d'aulraa  tarmea  ioconiioa  qne  b^am  ^^^o*  qai  an^aecond 
est  eontean  dans  et  Fsm;  traiiapoaant  ce  terme  an  premlar 
membre  et  tous  eeuz.  qai  aoateooima  an  second,  ce  dernier  sera 
ane  foactlon  connqe  de  it;  ddaignant  cette  fonctio«  par  FsmC«), 
eB  a«ra 

.  .    „     2(2m-f  1) 

um,  anbatitnant  ponr     et     leara  Tälaata^.et  rädaisant«  » 

de  p!us,  on  voit  lacHeinent  que  Fjm  sera  de  ia  meme  lormje  qae 
et  ceat-a-dire  que  sa  forme  g^o^rale  sera 


de  aorte  que  de  1  equation  precedente  il  8uit  aassi 

+  2)  A^{n)  =  Fjyii^).  ^ 

Si  dans  cette  dqoatlon  Ton  derit  —  it  ä  Ia  place  de  n,  et  ai  l'oa 
j  dlminne  n  da  deax  anites»  i'on  oblieat  • 

2)  - 

riieil  XILXYI.  11 
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(•). 


Pateant  daps  la  d«ian^iiie  (b)     =      ob  troiiTe  !Sa(M)=OL 
'  dooc  (d)  dpnom  2^(ii)aseoiistant,  et  eomme  2^(1)  »0,  H  «'en 
satt  gifadralament  Z^(it)sO;  easaito  on  tnmrora,  par  la  troi- 
•iteie  (b)» 

F,(ji)«-a<ii  +  l)(l+AP), 

ce  qui  (ionnera  (e)  la  Taleur  A2  ci-apr^s  (17). 
Faiaant  m=2^  od,  troave 

X4(ii)=:-2*>(a»«+l)* 

qui  par  la  double  Integration  (d),  doDne       ci-apres  (16)»  ot  en 
Sttite  on  trooTe 

qnl  doiiDO  if4  d-apr^a  (17). 

Faiaaot  m=:J»  00  trouvc 

Ä5(n)  =  1 — -  (1  +  4*) , 

qul  doQoo      el-aprds  (Ifi)«  et  enainio  l'on  troofo 

*  #  - 

.qui  dooDO  ^  d-apria  (1?^, 
Fafeaat  mi=4,  ToOgtroiiv« 

ÄaW  ^75  Kl+*»)di»  g-p^g  M  - 

qai  doBDe  %  ei«aprte  (1$,  et  «aauite  Ton  troovo 

T(»^    (n*-l)(n»-9)(»*~^)(n-f7)  ^ 
 3.4.5.6.7  

.  (it«~l)(it^~9)(n+5)(16iiHll«~14)^  , 
+  3.4/5.6.7   

2(»    1)  (3itH4»H  185n^    515?i»  ~  53»*  ~  339»  -f-aiS)  ^ 

3.4.5.6.7 

qal  Jonae      ei-apr4a  (17). 
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Faisant  encore  »1=5«  od  trouve 

X,o(«) 

= [4(i^(i^a+iH)l»+(16i.tfl»rf4-!MD(l+«**] 

qui  donne  Zjq  ci-aprds  (18),  et  ensuite  1  on  trouve,  caiculant  de 
^io('0  seulemeut  le  coei'ficient  de  (l-^^^)^^»  c  etit-a-d^re  celui 

10 

dont  on  deduira  pour       ia  valeur  ci-apres  (17). 

Connaisfiant  les  valeurs  de  Zg  et        on,  peut  encore  caiculer 
I  et        aa  moyeD  de  (7)»  ce  qui  donne  lee  valeurs  ci-apr^  (Id). 

Per  Im  ^eaftone  ^)  «t       on  p«vt  4imc  d^toimteer  aata^l 
de  co^clenti  soeeessife  Z  et  ii  qa'eo  le  vondre»  «ude  le  calad 
dsfifet  de  idoe  ee  |»1q«  loboileax,  eans  q«11  penieee  qn'iiii«  lei 
'  gdn^rale  ee  manifeste.   Se  bornant  douc  au  caicul  de  A^i^  et  Ziq» 
on  laiaee  eolm  id  lei  v|deai«  dee  ceAfficleele  trowd  par  ee 
I     qnl  ptdcMe: 

!  ii-i 

j     4o=(— 1)  ■  Z^k-^^n,  (17) 


= ^  ^'^■^^^  (***'^^>  K«*^^^        '*<^«*-'>  ^ 
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-HK^^-d)(l+^)^J-^^7fiH325ii«--l^ö7iiH2a62&)(l'f-ife*)ifc«}. 


n-l 

Zö=(-1)  «  ^tfAf-^Fisl,   Z^=Jt^-0,  (18) 

n— 1      '  .  » 


Äo=l.  J^=~^-^^  ^^-^|;2„«+(„«_9)^2]Ä^  (19) 
ÄeÄ-  [8»^ii*--4)+aii^ii*-9)AS«+(ii;-9)<i»«-2&>if*j^^ 

•f  (ii>-25)  (»%-48)(it»-81)  A«JiK:>. 


On  poQrra  verifler  ces  formules,  aiosi  qne  fes  val«nn  parli- 
cnll^res  et  les  relations  trouväes  dans  ce  qai  prichde,  tue  T^laors 
de  iP  et  ff  qui  suivent,  et  d'oü  cellee  de  <p  et  ss'  ee  dädniteiit 
MM  aqciiD  cbImL  .        et  #Y7)  ent  M  mIcoUm  to  meyM  de 
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des  fouctiom  eUiptigues  de  La  premiere  eapece.  \t\ 

la  1'  i^mlioo  (ö)  y  üXuSbX  evccMsiyeiDent  ms 8  et  »aar 6;  pulte 
nF  9k  4M  Mttit«  de  F  M  mayei^  des  fonniilee  (Q. 

;  «  =  3,  p=2. 


n  =  5,  |i  =  6.  ' 

Fix.  k)  :=  5-20(l-|-ifc*)«« + [16(l-f  Jfc«) + ^]  s^-  80(l-f  iS)M:< 

+[64(l+Ä«)+560(I+Ä2);t»]**a:»*-[160(l+;fe*)+445Ä«]it««i« 

(50  +  l6ifc«)ife»Ä*— (140  +  8üit*);fcaa:« 

+  (335-f  160«s)M^»— (80+  ]40A^)JI%» 

+  (16.+  50^2)  it«a:2«  —  12it        +  >t 


F(x.k)z=z  7— 86(l  +  /^2)a;'i  +  [ll2(l  +  A*)+»33ifc^«« 

—  1        J-  n36(l+ife2)A'2]3:6+[672Cl+A-**)-161ÜÄa]Ä2a:« 
+  J  I.  )t,  (1  +  Ä2)Ä*«w  -  [470 10(1  i-k^)  +  113932Ä«]Ä*ar>* 
+  fii(ll)28(l  1       +  271040(1  +Ä«);t«JZ-4^w 

— [4ä3Bi(l  +  ifeS)  +  372735(1  +  iG:«)ife> + 583935i^ji«drM 

. .     -  [4096(1  +  k^) + 144896(1  +  *•)    +800790(1  +  Ä*)  *• 

+  1582]04A-6J>t%«o 

+  [28672(14  jfei^H'^^^ä^<Kl+A-®)AHliy0272(HA-2)/c4]A-6;^^ 

-  [89600(1  +  Ä»)  +  765632(1  +  A-*)     +  1463980Jfe4jjfcaj.«4 
+  [l«4Aai(l  +ifc«) +  730536(1  +  &'^)k^]k^<»^ 
-[ll]t(K2(i  +  Jfc«)+265272ifcS]ifc»aiM 

-  [35840(1  +  A«)  + 106864(1  +  k^k^k'^a^ 

+  [8960  ( 1  +  Ä«)  + 1  IftlSO  ( l  +  Ä^)    +  28071»**] 

- [1024(1  +/^^)  F ;i020S(l+Ä«) + 145240(1 +A-2)/.^JÄ«^ 

+  [3584(I  +A-8)+:?(^ri3fUI  f/i^)/r«  +  86(i60Ä*Jik**a;3« 

—  [4928(1  +  Ä«)  +  25200(  I  +  k'^)  Ä'^Jife"«»« 
+  [3360(1 + ifc«) +8022**] 

--1176(1  +*^  +196*»«**- 


« 
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I  •  •  ' 

+  [3360  +  0594^2 -f  072^4] 

-  [4928  +  22288    + 1 5288/^]  Ä^^r 

-[1024  +  28ieQl«  + 120120*«  4- 1S32aQH443»m 

+  [8448  +  100608*»+33483lÄ*+ 252416*«  +  39168^8]  k\r  i« 

-  [31 744  +  380608^2  ^  (i30448Ä^  +  245248ä-ö  +  19456>fc« J  k^x^^ 
'    +  [270272  \r  883336*2  _|_  674016*^  ^  129536*0  ^  4096*8]  jfcs^so 

~  [164864+8&0864i;2-|-  1069152*«>|:382ö92*H28672A«]M;» 
.      4*  (89600(1  <^it^-^660800(l4iH}A•+1203366ik«]il•d:M 

— [28672  +382692il«+1089152iH + 850864*«+ 1 64864*8]  ^s^j« 

+  [4096  +  12Ö5:JüA2  +  6740I6*4-f  8833;j6*6  +  270272*«]it«x" 
-    '     —  [19456  +  245248*«  +  030448**  \ 380608*«+ 31744*8]  **<>*«> 

•+ [39168+  252416*» +3348aiiH+100606*H8448*«]*»«» 

-  [43520+- 153280*»+ J2012QH+ 28160*«+ 1024*«]*i«jr~ 
+-(29120+.65716*»+.36176**  +  3584*«]*"a:»«  ' 

—[15288  +  22288**  +  4928**]*J8:r»« 

+  [672+6594*2+3360*4]A'i«T'*o__|^e4_j.7^«^ll7ß^j^i8^ 
+  [80+196**j*«>^_24^^^^^, 

** 

IL   (n  an  entier  pair.)' 
'   Sl  II  est  an  «ntier  pftlr  la  fofme  generale-  de  y  c«t 

3r=*^Jv(i-^«)(i~*«^»), 

oü  par  rapport  ä  a:  F  est  du  degr^  — 4,  et  9  du  ddgre  7*2, 
taodis  que  ces  fonctions  entieres  et  rationr»elles  ne  coiitienoent  qae 
des  puisäaoces  paires  de  x  et  de  *;  daiis  ce  cas  t  on  a 

Sin.  «mp.  (»II  +>  rdS)  =  Sin.  amp.  im, 

doDc  «i  Too  change  11  en  «  +  tiC^  ce  qni  change  »  en       y  oe 
cliange  paa,  et  le  radical  defient 

1  ■ 

-i^V(l-^»)(l-W), 
d«  «ort«  qae  Ton  obtient 
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donc»  on  devra  avoir  ld«ntiqii«ment 

Jf  tflaot  un  bfllMr  q«i  at  aontieot  paa     '  Mettant  daoa  ces 

ideatitefi      a  k  place  de      ou  a 

d'oü  par  la  mnIfipliaatiaD  par  laa  prMdeataB 

ilf=T^jr*;  ' 
ponr  d^terminer  le  aigne  de  if,  on  raniarqoe  fa'aa  pnaant 


=  Slo.aiap.  [K±ki&'\, 


il  8'en  suit 


y  sa  Skk. amp.  [«IT  db  2  » 

c!'eat^ji*dire 

i  I  eat  iaipau»  y=0  et  par  oopadqueot  = 


81 

denc  OB  atna  ^  . 


Poaant 

et 
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9m  troaver»«  de  la  m^iiia  maiiiAre  qne  dMS  le  et«     ii  «st  li^pair, 

« 

et,  eyant  tfgard'ä  la  relation  (2'), 


dene 

-f ....  +  ^(1  ±**?-«"«*i»-^)a:*»  -f  ....  +  A^aflif, 

oü  U  fauiira  preiidre  ie  sigiie  öuperieur  hi  ^  est  iiuj^uir,  et  le  aigtie 

iafdriear  ai  ^  eetpair;  faiaaot  dana F(^.il)  m=p,  et  dans  g)(a!.k)  - 

711=^      Ton  voit  (|ue  dans  le  premier  ca«  l'oo  aara  Z/tq^ii  et 

daus  le  äeeoad  j(2y=0* 

•  '. 

Oo  trouvera  auaai,  eomme  dan«  le  caa     n  eat  impaift 

d'oa  il  aoit  que  la  forme 'gdndrala.  dea  ciMtfficieDt«  J  et  Z  aera  Ja 
mdme  qne  dana  ce  caa. 

Oo  »  Mcra 

eil     ei  ^  acut  da  dügre  yt^;  »  dtant  pair,  Ton  a 
Co«.  aiup-K^m  4-  /i£Ä')  =  (—  ifCon,  aaip.  mk, 

dooe,  ai  Tod  ehaoge  ti  en  u-i-iK*,  ou  ^  eo  j^* 

Ott 
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douc  V 

niai.i)  =  »(;^  •  *      Oa?.*)  =    (j^  *) . 

tandisque  Ton  obtieot  ancor«  de  la  iB^me  maui^ra  que  daof»  le  eas 
ou  II  «at  impair«  ,  i 

•t  par  caas^qoent 

Ainal  Ton  obüent,  paar  la  fonne  g^o^rala  daa  foactiaaa  *  et 

••••  aßt  $ 

r 

aik      aat  ce  qne  devient  B  lorlrqo'on  y  chaage  k  aa  -j^p  de  aorte 

que  Bim  sera  par  ruppui  t  a  Ar  tout  plus  du  d^grö  2m,  taudis- 
que  ioü  a  üusm  Bq^Bq  ^l. 


Da  la  mdme  nani^  qne  poar  n  impair  l'an  troave 

1.  ä  la  plaee  des  öquations  (6): 

(JV— 1      \  "* 
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Ici  11  ne  parait  pa8  qae  Tod  pniate  dMilre  de  Ift  foBcttoo  Fies 
troie  aotre«  97,  «  et  de  reue  de  ees  derei^ree  Ton  peat 

d^daire  lee  denx  «vtres,  et  tandisqae  le  dto^toe  et  la  troisi^me 
des  ^rnttioas  prdcddeotee  ee  different  pas  eDtre*elles»  Im  qua* 
trMqii^  en  est  nee  cons^quence»  £d  effet  le  denxitaiie  doone»  si 
'foD  debaiige  k  et  Mi  entre-enx«  et  ee  Tectn  de  le  relation 


et  Celle- ci»  remarquant  qne  et  que  par  lasob- 

1  1  *,* 

stitutioo  de  ^  a  la  place  de  k,       devient  1 — — jß» 

done 

ee^qtii,  eo  poeant 

devient 


1  14* 
qei»  cbangeaat  ^      k  *  ^  ^      '""j^^'  etparconatf* 

qnent  ^  V>-l  eo  il»  est  la  mteie  qoela  quatiitee  dee  ^oatieoe  fß'). 

Ecrivant  dans  Ipr  fnrmules  (7)  et  (8)  <jr  ä  Ir  place  de  on 
aara  les  co^fficient«  de     et       exptini/^  en  ceux  de      et  räci- 
*  proquement 

3.  k  la  place  daii  dqnaifene  (0)»  (10)  et  (11)-! 

#X»-2)/^n+2)  =  9'(2)F«(it)--F«(2)(;p«(«),  (9*) 

X«  +  2)  #Xn  ±2)  =  «(2)  ä'(2)  F(?i)       db  ^2)  9(2}  jj(fi)  »'(«). 
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I 

(f(nT'2)n(n±'2)  (lO*) 

9&)  «(2) 9>(») «(«)  T «^Xl-**««) ifX2)«'(2) J^^ii) «'(«),  V 

F(7i  +  2)  n(n  ±  i)  =:  <^(2j  »(2)       ^(»)  +  /X2)  »(2)  q>(n)  «'(«)•  ' 


9(iiT2)3f'(ii±2)  (ID 

=<p(2)«'C2)9>(«)»'(fi)  +  a:«(l--af»)(J^4*a:«)  F(2)  7r(2)  Fiu}7t{u), 
F(n^2)7e'(n±  2) = 9<2)  »(2)  Fin)  «'( ji)  ^  F(2)  9$'0fyp(t^  Mn) ; 
3»  pour  la  valeor  particaliere  de  i,  kz^zQ, 

donc» 

F(jg.O)  SS  n  -   1^^^^^    ....  (120 

-.^^^^^r-i)^***—^^)^   ^(n^  -  4)  (n* - 1 6)    ^ - 36)  ^ 

+     1.2.3.4.5  OXlXgTT  *+  

«rt*.u;_i    ,       +  1,2,3,4  *  ->  l.s.J.^.Jt.j  *•+-; 

4.  pour  la  valeur  particuliere  de  ä,  ä^l, 

»(ar.l)  =  «'(j;.l)  =  (l— 

5.  pour  les  valem  parlieiiliir«s  de  x,  jrsl«  jr=sl  et  «=77^, 

Fa.ik)=(-i)«  i»(i~iP»)4  ,  F(j.4j=(-i)»"'i,(i-i)4-*, 

?-  /i  \  1 

«'(i.*i = (-  (1    ,     «'(i .   (1  -  j^"* , 
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s 


n3 


Lea  valeurs  des  deux  deruieres  coloanes  ont  ete  truuvees  de  ii^ 

mani^re  suivante;  si  rnn  fait  ^  ies  ^qnatioDS  (S^  de-- 
yi^nneot: 

9(«-2)i^«+2)=9(i»+2)  fX«-2), 

doiit  la  derfiii^e,  en  y  dimmaant  i»  de  douz  nnitte,  doaoe  aae- 
ceasivemeot  .      "  ' 

9)(n)  ~"  g)(«  —  4)  — 8)"*'**'  9>(/<-^4m)* 

'deiic.  ai  ft  eat  de  la  forme  4ai, 

F(0)_0_^. 

et  9(n)  ne  pearaot  devenir  infiniment  grande  poor  une  valear 
fiaie  de  .  .  . 

#\(«)  =  ^41»)  =  0,'.  '  ' 

mala»  ai  n  est  de  ia  forme  4»t+2,  9>('2)  etant  nul  pour  la  vaieur 
'1 


dODC 
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«  • 


y(ii)«9»(4m  +  a)=a6 

*  ce  qoi  s'accorde  am  les  rdaüoos  (20-  Aiiisi  Ton  a  par  les  ileiix 
premi^m  («)         -  ,  * 

/'(4OT-2)F(4m  +  2)  =  — 49;2(4m), 

9  (41«;  V  (401  +  4)  =  -  l'^*(4i»  +  2) , 

qni  an  poaant 

2(1+*) 


par  la  multipücation  coodaisent  & 


(p{\m  -\  4)   ^ 

F(4«i  +  2)     "  F(4m-2) ' 


qp  (4m)    9>(4m  —  4) 

JX4m  —  I)  "     /•  (4m  ' 

»    «    •         *    *   •  • 


le  produit  de  cet»  »i  derDieres  donne 


F{4m -  2)  — "^F(-a)  .  •  ♦  ty; 


qui  par  la  combioaUon  ai'ec  (j3)«^oü 

y^4iit)  ,F(4m  +  2)  . 

y^S^  *F(4ai— 2>' 


coadirit  i 

F{im  +  2)  =  —  «*»  ^4m— 2) 

d'aä  aoecetaivameDt 

F(4iii— 2)=  -a«^«F(4iii— 6), 


de  Sorte  que  le  produit  dea  m-f  1  equatioos  doona 

JFt4m+3)=(— l)^Ä^«+i)iF)H2)  =  (-l)m2aM^) 
d  ou,  par  (y). 
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9(4»)  !=(-. 

ce  qui«  ^crivaot  pour  tu  sa  valear    ^    oo'       donoera  les^pre« 

mUrei  tonualM  des  deux  detnlAret  colomiw  (]49>  d«Dtl«iaiitre8 
«e  dMolMüt  d'one  naoiere  analogae  dfs«  dqiiAtioiw  (lH)  «1  (11^. 


.Comme  dana  le  cas  de  n  impair«  1'od  aora  ^s=0  qaand 

2jn 

Sbns:  on  >ii9  aloal  qoe  2^sO  quelqne  aoit  m,  except^  msO, 
et'ZtssO  quelque  soit  n,  tendiaqoe  la  premtöre  dea^uatioM  (00 
eondutt  ^  ooe  rdatioo  entre  lea  coSlBdeiita  il  qiii  eat  la  ndme 
qne  tlO) ;  ainai  Tott  obtieadia  de  mdme  lea  danx  polynonaa  Cr  «t 
17«  ^  1*00  anra'gda^aleiiieiit 


ou 

taodiaqoe  F(«.0)  fait  y«ir  qae  Tod 

?r     /    1,,«  ....  (n«  ~  (2m)«) 

il^s(-ir     l.2.3.4.5M..2m(2m  +  l)  ' 

d'ciik,  dimlavant  m  d'one  nnitii« 

n(««-4) («2—16) ....  (««— (2m--2)5 


=(-')*^      ^l.  2,3.4.0. ...Uw*-2)(2/Ä—l) 
et  Ton  abtieadra 

^        1  w w  (n*— 4) . . . .  (ft* ~ (2m~2)»)  m(mn^  — (3r7i+l)) 
4b8(-1)"  i.2.a.„,(2m-2)(2m— 1)  *     2wt(2mfl)  ' 

aiaal  Ton  coonaitra  lea  eoftfiicieata       jiiaqa'4  ioelnaivement 

Pour  diiterminer  J^,  connaissant  par  ce  qui  precede  Äq  et  J^» 
Ton  öubstitue  ces  valeurs  dans  T^quatioo  qui  ä  servie  dans  le 
cas  de  n  impidr,  ce  qui  doonera,  apres  la  r^nction, 

3  .  ,  «      «  »(ii»-4)(i»«-10)(3/^^-3J0ii«-fia«8) 

poia  Ton  tronvem 

2  «(»*-4)(n»--16)  (n«-~36)(lU»-6d). 
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•8 


|iar  substraction  Tod  frmiTefa  4i>  ^  1*^»  connalfm  U  Falenr 
totale  .i^  d-aprte  (170* 

Poar  d^termiaer  cotinainaant  par  qui  pr^c^de  et  Ag^  * 
M  a  prami^tamenit  (voyaa  le  aaa  de  «'  impair) 

I 

poia 

lU4o  + r  ^         2*.3*X7:il  ^"  ♦ 

ayant  detfimitje  par  substraction  ^4,  on  connaitra  Ia  valeur  totale 
de  ci- apres  (17')  qui  est  le  dernier  des  coöflicieata  A$m  qoe 
Tod  poU«e  däterminer  au  moyen  des  äqiiatioos  (6). 


Poaaat«  daaa  »  et 


on  anra,  en  Tertu  de  js(jr.Q)ssl,  B^^sO  eMpU  S^&l,  «t 
patoe  qne 

2m         2m  2m 

oa  am,  ayaat  dgard  ä  la  valear  de  7r'(ar.O), 

Ä       /_      «^(«^-4)»..(yi«- (2m-2)«) 

•t  par  eooe^eat  ^  • 

< 

eaaidte  on  awa 

et  l'ea  tronvera 

._       ■   it«(n^) (7^^-16) ....  { yea_(2m-4)«)  (m-.|)(««~|) 


«Hl-« 
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Xl%         Baefir:  Sur  ins  formuies  pour  ta  muifipUcatUm 

et  ainei  i  on  connaitra  \es  coeflicients  ju.sqti  a  inclusive 

ment  Pour  determioer  B^,  Tod  a,  corame  dans  le  cas  de  n  impair. 


I 

puis,  par  le«  formales  pröcMente», 

^6  +  5:3X0:0  * 


de  Sorte  qae  Toq  aura  J?«  ci- apres  (19'),  fandis  que  les  jBjM 
saiTSots  De  peareot  plos  ^tre  di&tenniii^s  d^  cette  maoi^re« 

Ecrivanl  daiiÄ»  ia  Tormule  (8)  ^  a  ia  place  de  p,  on  a  ^ 

.  «-•=(-»>-[C)*'+(;-I) 

0|t»  sobstilaaiit  dftns  cette  foriirale 

ü.— o»-'.  ^•=i:itTX+-3nr''>-- 

Ott  trouvera,  faieant  successivement  m=0,  7/t=r^l,  m  =  2,  m=3, 
Zo'=:l,  Z%'ssO  (ee  qa'oii  savait  d<$7&), 

qui,  en  y  chanjjeant  k  en  £|  ou  &^  on  1  — j?-^.  rjonneront  pour 
Z4  et  Zg  le-s  nuMiics  cxpressions  al^ebriques  quo  relles  que  l'oo 
a  trnnvoos  cians  le  <  de  n  inipair;  il  en  8era  de  meine  des 
siiivants  ,  qui  nti  moyen  de  Ia  formule  CT),  y  ^crivant  r/  ä  Ia  place 
de  p,  donoeroDt  encore  et  Bi^,  de  «orte  que  i'on  aura  les 
formales  sulvaDtes:       ^  « 
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Les  coäfßcient8  Z2m  ont  les  mdmM  «ipros^ns  Mg^briqvM 


■ 

+64(ii«-l)  (w*-9)(7ii*-22)4^  + 12(««~1)  (««-9)  (29n»-104)** 
+20(11»- 1)  (wa--16)  (n«--36)*«i-  (»V-lö)(»»-3ö)(ii«~ö4)ik?J*«. 


81  ToQ  poee  gAi^ral^meiit«  qoe  »  soit  infMlr  oa  pair, 

Tkeii  XXXVJ.  .  19 
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Im  ^oatioAs  <0)  et,  (Q'),  qol  dtfternimeiit  entl^remrat  Im  fiiiic«  ' 
tlons  F  et  9»,  ileWenneot  Ideatfqaemeitt  lee  mömee,  eeqal  pronve 
la  remarqne,  'qoe  rezpresaioe  algtfbriqüe  des  co€flicieiite  de  ip 
eera  U  mtoe  qae  n  seit  pair  oa  iaipatr;  tahdi»  que  l'on  voH 
eneore,  Texpreeaton  algdbriqoe  de  f  ^taot  onique)  qne  Texprea* 
aioo  algdbrique-  de  F{x,k)  si  n  est  inopair  aera  la  n^me  que  cetle 
de  jP(ir.il)  V(l— c^Ut-4*«i*)  ai  n  «at  pair.  De  lä  ladnie  w- 
nl^re  on  verra  que  l'ezpreaaion  algöbriqae  des  fonctions  »  et  yi' 
pour  dea  valeure  pairea  denaera  la  m^me  que  seilende  irV(l — l^a^  . 
etit'V(l  — pour  dea  Taleiira  impaSrea  de  n.  3i  nous  rlistin- 
gvona  lea  fooctions  F,  f  et  nf,  poar  dea*  valenrs  pairea  de  ^  de 
eellea  pear  dea  valeurs  im  pairea  de  n,  par  an  trait,  en  dcrivant 

ponr  lea  preml^rea      n  et  'ff%'  oii  anra  qne  rexpreaaioo  algdbrK 
qeede  . 

Fvil-^)ß—i^i^)  est  identiqoe  avec  F, 

^  ff              »9               tt  Vf  ^  ' 

«   

3?  „         „         „  7tV(I  —  A:*.r2), 

^?  «  j»'V(l-.«a). 

On  poan«  eneore  Tdrlfier  eette  reoarqae  .auz  talema  da  ees 
foDctiona  paar  la  valear  partieali^re  i^l,  donli^a  par  lea  for^  ' 
nmlea  (13)  et  (13'). '  MuUlpliant  la  premidre  dea  forroolea  (13^  par' 
(l— jt*)  eti  obtieot  la  premi^  (13);  la  deozi^e  (130  et  (13) 
aeat  ideotiqaeiaeat  ka  mdmea,  et  multipKaot  la  troial^Me  (13)  paf 
(1— *aif)l  on  obtient  la  troiaUme  (130«  Cette  remarque  a'appliqae 
auaai  anz  fonetlona  gonlomdtriqaea.qae  Ton  obtient  en  foSaani  it«sO.^ 

RemarquoDs  eneore  que  l'on  peut  aussi  determitier  les  co£f- 
ficients  A  et  Z  par  Tint^gratioD  d'une  ^qoation  ans  differences 
finiea,  de  la  ndaie  m^iiUre  qoe  dann  le  caa      «*eat  inpair. 


Par  ia  formale  pour  Taddition,  i'on  obtient  eneore,  raiaon- 
oant  comnie  I'on  a  fait  pour  obtenir  lea  dqnatlons  (9)  ete.,  et 
diaiingoant  leg  fouctions  ou  le  moltipHeatear  eat  pair  par  un  trait 
de  eelleä  oü  il  eat4mpair», 

1.  ai  «  eat  Impnift 

« 

'    9(n  +  1)  F(»  db  1;  =  F(n)  <p{n)  ±  n{n)  ; 
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I)       i  1)  =  ( l  -  n\u)  T  ar«(l  F(it)  »(») , 

« 

 . —  , 

V  \  m 

■■  « 


■ 

9(11^  Uw'Cndb  1) = 9(fi)  ^^(ä)    «« (1 — IX«)  «(«)  • 
F{n^l)n\n±i)  =  {l  ~  äV)  F(ii) <(«)  ^ y(n) «(n). 
La  fornnte  poar  la  dopKcalioii^  «a 

domie«  1.  si  fi  est  fmpair, 

■ 

#  ■ 

2.   Si  n  est  patr-  :  •  . 

P(«sriri[«)^(«)i(«)»t»i),      * ' 

9(2«)  =  ^*(«;  -  4^(1  -  J:'^f  (1  —  Ä^^'^)^  F\n). 

Sl  n  «Hit  pak  f\2ii)  aera  «ürisihle  pai  l->-^fcV,  oiai«  si  «  eat 
impatr  <p0it)  aiira  ce  factaur;  il  a'e»  soit,  par  lea  ralattona  con- 
tenoas  dana  tes  fornialea  (fl^,  que  dand  ce  dernier  et 
anront  le  factaur  1^2ftU^4i*^  et  1— 3ai*-fji^J:«. 

12» 


176 BaeUr:  Sur  ies  formuie$ pmr    mmtU^ßUc.  degfoncL  eüipL  etc, 

m 

On  pourra  verifier  les  formuleK  et  les  relations  trouvees  dans 
ce  qui  preceiie  aux  valeurs  suivantes  de  F,  q>  et  it  poar  les  valeurs 
de  n,  n=2,  ti  =  4  et  91=^6. 

11=2,  p=0,  ^ssl. 

n  =4,    p=r3,    9  =  4.  , 

jFX«.Ä)s=4(l--*«afM)--8[l+Ä»](l-Ä4jr«)««+20*«(l-*V  , 

9)(ar,*)=(l  +  Äfa?")  -  tO*«(I  +  Ä*af«)««  +  a2[l  +  *•]  *»{!  +  ilM)af» 

'  ^  '  —[16(J+ä4)  +  58*«]ä2x» 


n=6,  pa=8,  .9=9. , 

F(a:.*)=6(l+*"ar»)— 32[1  +Ä2](l+»i««M)/t« 

+[32(l+Ä4)-f208/r2J(l+Ä»«:224|^.4«2^24[i+Ä«]Ä«(HÄi^^^^ 
— [728Ä4  (1  +  A8a;i6)  .T«  +  29 1 2  [  1  +  A^]    ( 1  +  äö^t 
.    —[3300(1+**)  +  92«öÄ-*jÄ4(l+A4a;8)«« 

+{2IM8(l+*»).+  11«Ö0(1 +*«)A«]iH(l+Ä»Ä«)4?M 
— [612(1 +  7680(1  +*4)Äi+  l6220A*]**;rW, 

^  -[664(l+**>+2l73*«]*»(l-*w^-P« 

+[768(l+Ä»)  44608(1+*«)*«]  A«(l-Ä«a?M)d?»<r 

—[256(1        +4384(l+*4)Ä3+  10740A-2]A2(i_ä6^i2^^i« 
+  [  1 5  :]f  i  ( I  +  Ä«)  +  10944  (1  +  *2)  A'^]    ( 1 T»)  o:  w 
— [4032(l+ik4)**+  9964**]**(l-^***)«"» 

«(«.*)=(! +*'»ar»«)—18*«(l+*i%32)^Hll05  +  4€Wf«]Ä2(i4-Äi*^^^^ 
■     _[448  +  ;i;W.'^  +  32Ä']A-^(l+Äi«3r"^).r« 
+[864+ 1966**  +  240**]**  (1 +*'»a:««)«« 
—[768 + 4416«* + 3384**]  *«(1 +*•«")«» 
+[256  +  43SiO**+9620** +4368*«]    (1  +*«^")irM 
—[1536+  10560^«+  15408*^  +4320*«]*^  (1+Ä^a:8):r'* 
+ [4032  +  20574Ä«  +  16848*^  +  2304A«!  ^  «  H  +**,t*)  ;r»« 
,  —[12160  +  26220*»  +  9728**  +  Ö12*»]*»« " 


»• 

r 
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i^och  ein  Beitrag  zur  Berechnufig  des  mittiereii  'iah- 

iloQgrtflroNDes  bei  Bitn—hlungen*-  • 

•   •  • 

"Vi»n  >  '      ,  ' 

Herrn  Dr.  L.  H,  Schulze, 
Gj^OMiMiaUehrer  in  S«liw«ri»  LH, 


Id  ThI.  XXXIV,  Hft  a  dieses  Arehira  pag.  201 Mnd«! 
sieb  elD  Avfsalk  des  Herrn  Dr.  0c%l  echter.  In  welehem  dfo 
bisbet  angewendete  Formel  Rlr  Beraebming  des 'nittleien  Zab^ 
'  tangstemilnes  bei  Rstensabliingeii  als  nicht  rationell  dargestellt 
nnd  eine  andere  an  Ihie  Stelle  gehetst  «1ril|.  Wenn  nan  sich 
aneh  ▼olikeninien  mit  der  Widerlegung  der  Siteren  Pennel  änver> 
sland^  erfciSran  kann,  so  rnnss  )cb  doch' gesteben,  dass  es  mir 
sdielnt,  als  genüge  die  von  'Herrn  Dr.  Schlechter  gegebene 
Gleichung  ebenfalls  nicht  ?ollstffn^lg  der,Anf$abe,  nnd  es  sei  mir 
gestattet,  meine  Bedenken  im  Folgenden  offen  ansBuspi'echen.  . 

Die  gestellte  Aulgabe  war  folgeirde:  Eine  Anzahl  voA  Kapi« 
talien  Ci,  r^,  C3 , ....  e«  sind  re^p.  nach  den  Zeitabschnitten  ti, 
i^,....tn  unverziasüeh  zn  bo/alileii.  Warin  ist  der  Zeitpunkt,  in 
welebem  alle  diese  Zahlungefi  aut  eiiuiial  gelei(«tet  werden  dürfen, 
ohne  da«s  eiue  der  beiden  Parteien  etwa^  verliert:  einfache  Zin- 
sen zu  p  ^/q  gerechnet  E$  wurde  die  Losung  vorgeschlagen: 
man  diacontire  jedes  einzelne  Kapital  auf  den  jetzigen  Zeitpunkt 
und  sehe  zu»  nach  >velclier  Zeit  lile  Summe  der  diocontirten  Kapi* 
tale  niit  einfachen  Zinsen  so  weit  angewachsen  ist,  dass  sie  der 
»Suuinte  der  Ratenzahlungen  gleicht.  Die  auszuführtrul«'  Rechnung 
gestaltet  sich  daher  folgendermaassen :  mau  bestimme  den  gcsucb* 
ten  Zeitabschnitt  nach  dessen  Ablauf  die  Zahlung  leiteten 
ist,  aus  der  GIcichong  *  , , 
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k  =  l   1  T  k=l 

in  welcher,  wie  überbaüpt  im  Folgendeiu  |^=xgeMUti8t.  Auf- 
gellS«t  gielkt  die  Gleichimg;) 

'  Cktk 


>^^L±ife.  .(II) 

Sehen  wb  su,  wie  die  gegebene  LSsoog  mit  der  BereciiDung 
fthoRclier  ▲ii%diMi  Utwleetottt/  .die, Im  Lel«li  eUtigllcb  vor> 
kommes.  bl  «o  Kapitel  e  nwA  i  Jabivn  iklllg,  men  will  ee  aber 
mit  BerfleimichtigaDg  ron  p  %  JlbrlicheD  elDfacbeo  ZiDsen  aaob 
t  J«bieD  abtragen,  ao  wird  die  daon  ap  zahlande  Somme  C  nie« 
mala  dadareb  berecbnetv  daaa  'man  daa  Kapital  aal  irgeild  ^oen 
dritten  Zeitpunkt,  1.  ll.'*den  jetzigen,  lorttekdlacontirt  und  dann 
diese  Summe  von  da  «tb  bis  attr  fVirkUcben  Zablung  Taralnat  Man 
reebnet  aiao  nicbt 


nendem  man  nnteracbeidet  in  der  Pni«i#,airei  Fälle: 

lyist  x^t,  so  verzinst  man  c  von  der  Zeit  t  an  bis  zur 
Zeit  T,  setzt  also: 

"2)  Ist  aber  r<t,  so  discontlrt  man  das  Kapital  e*  von  der 
Zeit  t  auf  t  zurSck  nach  der  Formel 

'  ■  c  ' 

*  Wanint  mau  bei  der  Berechnung  des  mittleren  Zabiungster- 
mitifs  von  diesem  Usus  abweichen  und  die  einzelnen  Posten  auf 
den  jefzieen  Zeitpunkt  zotfiekdiscontiren  und  von  da  au  bis  zum 
Termin  der  wirklichen  Zahlun«^  verzinsen  soil  »ach  Analogie  der 
Formel  (A) ,  dafür  weiss  ich  keinen  Grund  anza^r^ben.  Oeshalb 
gebt  mein  Vorschlag  dahin,  dass  ntaii  den  ^e^nrliten  Zeitpunkt 
so  hestimme,  dass  alle  In'iher  fälligen  Zahlungen  nach  Formel  (B) 
bis  dahin  v(;rziiist  plus  allen  später  fälligen  Zahlungen  nach  (C) 
daraut  zurückdiscoodirt  gt^b  der  Summe  der  ungeftndertea 
Raten  ist.  ' 
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Die  Rtcbanig,  welolie  mm  wmA  neliMin  Dafürhalten  aua- 
ftbren -iiHtoste,  wflnie  dÄnnaeb  folgende  setn: 

NebmeD  wir  an ,  die  Zeiten  seien,  der  GröKse  nach  geordnet, 
"^hKh  K  —  "^^       ^'^       zunächst  zn  etitscbeiden,  zwischen 
welche  zwei  unter  ilmen   7'  fallt.    Man  \Mr(l  selten  Irren,  wenn 
man  als  diese  Grenzweithe  diejenigen  annininit^  zwischen  welche 
das  nach  der  aithergehraehteit  Formel 

■    ■  '    •  .m-S^*    ■       •  .  all) 

berechnete  (7)  tällt.  Sei  ^.<(T)</|+i,  so  herechoe  man  7"  durch 
Approximation  aqis  der  Gleichung 

*i^4[i+x(r-<0J  +  *i"  nr7^mv=*^"«-  (IV) 


Füllt  dieses  T  zwischen  f,-  und  so  ist  damit  die  Rechnung 

beendigt;   lie^  es  alter  zwischen  zwei  aiidc^ren  Zeiten  1r  und 
so  ist  dieselbe  Formel  von  Neuem  anzuwenden,  nur  dass  man 
als  obere  («renze  der  ersten  ^^unim^  U  =  untere  der  zwei- 

ten Summe  U  =  r-\-\  zu  setzen  hat. 

Der  eenit  gefundene  Zahlungstermin  zeigt  sich  WNibliiesig  fve 

dem  Tage«  an  welchem  der  Contract  ahgeschlossen  ist,  und  eio- 
zig  abhängig  von  den  Daten,  an  welchen  die  Zehlangen  laut  Ueber- 
eiokunit  zu  leisten  oiMi>  während  sich  nach  Formel  (II)  dieser 
Termin  ändert,  wenn  man  auf  verschiedene  Zeitpunkte  zuriickdier 
eontirt.  Aeoderi  man  alle  t  um  dieaeliie  Grlisse  a,  so  findet  man 
nach  (IV)  ein  neues  T,  das  v^n  dem  vorher  berechneten  eben- 
falls um  a  verschieden  ist,  was  nach  (II)  nicht  stattfindet.  Ob 
das  eine  oder  andere  der  Natur  der  Aufgabe  besser  entspricht, 
wage  ich  nicht  zu  entscheiden,  erlaube  mir  nnr  noch  die  Bemer- 
knn!^,  dass  das  Datum  des  mittleren  Zabiungsterjaioee,  tveicbee. 
man  mit  Zi^grundeleguag  det  2iiu«tt»ainaformel 

^ 

£ck(l^t)^u-£ek  (V)  : 

findet,  keine  Aenderung  erleidet,  mag  nnn  als  Ausgangspunkt 
der  Recbmmg  efnen  Tag  wählen»  welchen  man  nur  Immer  will. 

Znm  SchluMe  mOgen  noch  einige  Beispiele  folgen,  in  wel- 
chen die,  naeb  Formel  (II)»'  (IV)  and  (V)  berechneten  Zabiange« 
ternine  snr  Vergleicbang  neben  eiaander  geschrieben  sind. 

I)  Es  sind  400  Tbir.  nach  drei  Jahren  und  600  Thir.  nach 
acht  Jahren  fällig;  wann  muss  die  ganze  Summe  von  1000  ThIr. 
auf  einmal  bezahlt  werden? 
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PoruMl  (III)  giebt  (7^  =  6,  M  §nä«t 

(II)  (IV) 


7^5^ 

6,0610 

6,0419 

3 

5,843Q 

5,9265 

5,9105 

4 

5.8000 

5,9026 

5,8809  • 

5 

5,7tHiO 

5,8779 

5,8516 

V 


3)  Kebr#n  wir  die  irorig»  Aufgabe  am :  eei  das  Kapital  Von 
600  Tlilr.  naeb  3  Jahren,  dae  veii  400  Tbir.  nach  8  Jabren  in 
aalileo,  so  ist  Baeh  (III)  (7)8s6,  aber  naeb  ^ 


,  (M) 

(IV) 

(V) 

für  |i=s3 
3 
4 

6 

7*^4^ 
4,8474 
4,8064 

4,7692 

4,0380 
4^1, 

4,8598 

4,8261 
1 

4,0410 
4,0133 

4,8840 
4,8503 

3)  Will  man  eine  jlhrlicb^  Rente,  welcbe  10  Jabre  naeb  ein- 
ander aoageaablt  werden  soll  und  deren  erster  Termin  naeb  einem 
Jahre  f&llig  ist,  mit  eidem  Bfale  besahlen,  so  findet  man  naeb  (III) 
(f)c56,6; '  aber  naeb 


(II) 


(IV) 


(V) 


mr  jp=:2 

^»6^3620^ 

6^104 

6,4184 

3 

,1^2866  ' 

6,3806 

6,3783 

4 

6,3376 

6,3437 

6,3384 

5 

1  5.1732 

5,3056 

5,2991. 

Man  sieht,  dass  sidi  die  aas  (IV)  berechneten  Werthe  in  aHen 
drei  Beispielen  nther  an  die,  mit  BerQcksiehtignng  der  ZioM* 
Zinsen  gefundenen  anschliessen ,  als  die  aus  (H)  bestimmten,  ein 
Umstand,  der  mir  ancb  an  Gmurten  der  Fermei  (IV)  an  epracfcca 
aefieint  ' 
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Nachtrag  zu  der  Abhandlung:  „Ueber  die  Inhaltsbe- 
rechmng  der  Körper«  in  TU.  XXXU.  Nr.  XXIV.  8.  Uh 

Hwrra  Doelor  Lig^wskij' 
LaliMr     4«ff  v«reiiiigt«ii  ArtilMe-  mtf  UgmilwiHMiiil«  mä  mm  Sec- 

M«ttoii-lMtllirt  1o  Berlin.  ' 


Um  die  Fonnein  für  die  raeebanieelie  QuaUratar  a«ch  Gftise 
la  «iIiaileD,  war  nach  Baad  31  Seite  243.  dee  AteUm  die  Anf- 
der  CileicliQngen 

1)  JKa  +  Äji  +  Äi  Kr  =1, 

» 

 /  

(I)  <      ■  ■  '  I 

* 

«MUg.  Kar  Aaflümiag  dlei^r  CSIelcbiiiigeD  eetie  um : 

(U)        /)[rt  =  (|i*-Mo)(f»-^*i)(|*-f%)-...(f*-|»r)  =  0 

=  fi^  +      +  C^i^  + ....  G|i  +      «  0. 

MvItipUcirt  man  nuD  der  Reihe  uacli  die  Gleichungea 

1)*  2>.  3),  ....r-f.^, 
3),  3),  4),  ....ri-^, 

.       3),  i),  ö)  r+4). 


•      •      •      •     •  • 
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Uäß  Uguwski:  N4tchirafi  w  der  JMaadi.:  „Veäer  die  inkaiU- 


mit  » 

G+l»  Crf  Cr—la  ••••  Ci»  1 

and  addirt  je  rH-2  folcber  moltiplicirten  Gleiehangen,  ^so  erbSit 
man»  da  * 

nacfr  (II)  gleicb  Null  iat;  lur  Bestimmung  der  C  die  linearea 
GlelcliaDgen : 


/  CVfl       Cr       ,  Cr-l 


^'  +.4-„=o. 


2+3     '*'~:-r+2  +r  +  3 


aii) 


Ci 


1 


4+6    *  •  rnFä  +r+4 


=0, 


;   r+l"*"r  +  2  +  r  +  3     2r+'l"'"S+l~"'  . 


Hieraus  erglebt  sich: 


1 

1 

] 

3' 


1 

1 

1 

I 

T' 

2' 

3 

•  r+1 

1 

1 

1 

1 

3* 

9 

4  • 

« 

1 

1 

1 

1 

3- 

4' 

5  • 

r+3 

1 


1  1 


1 


Cr+1- 


I 


1 


r+1*  r+2'  r-j3  * 'ar-H 

1  1     

2  •  •  •  r+2'  ^+2  •/  "  •  r+I 

'         JL       ^        '  _L 

1  J_  J_ 
4  ^+2'     r-f4  '  ^+4 


_L  J_    J_    JL  _1—  J_ 

r+r  r+2  •>+r*  "■2r+2'  ^+24r'  *  2r+l 


Aemäßum  der  äörjMsi  m  tU.  MÄiL  4fr.  XXi^,  S,  841. 

j 

oder  auch; 


18ä 


III  .1 
1*     2'     3  'r+T 

1,1      1  1 

j.'    2>     j  ^ 


1     J_  1 
r+I'  r+2'  Hf5  •••ar+l 


1 

1 

i  1 

1 

1 

T' 

2 

<»+2 

1 

1 

1  1 

■ 

•  1. 

1 

2' 

3  • 

^4-1' 

1 


r+l'  r+2  "*^+/  2r+r  2r  +  2. 

BeidchiMn  wir  dar  Klirie  halber  die  obeo  steiaiide  Oetemli- 
naiite  darch  ^D,  die  Qotee  etefaende  doreb      daon  ist 


jNacb  Caacby  (man  sehe  Tbeorie  der  DeterminaDtev  woe 
Baitser  S.  52.)  ist  Dane. 


(V) 
«(«-1) 


1    1  •  1 

1^  1  1 


ia  welobem  Ausdrucke 

P(fl(| ^-  Ob)  =  («s 


«i)  («8 — «1 )  («4    «i)  ••••  («■— «i)nial 

(tt« — a»_i) 
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iiod  ^{ui^ßi)  da«  Product  aller  Nenner  der  Determinante  iat. 

Die  Determinante  D  m  (IV)  laaat  encb  quo  in  folgender  Form 
darstellen:  / 


1  1  1  .  l 

i  1  1  1 


11  1 


I  2r  +  2-(r+J)'  2r+2-r  •"2r+^^+r+2):  *  2r+2-l 
Durcb  Vergleicbang  mit  (V) 

Daher 

P(a,  «2  . . . .  «r+i)  =  21 3U! ....  rl , 

(r4-l)r  (r+l)r 


.  .    /  .  IM/  j^om(»-  +  3)!      (2r  +  l)! 
Ilifxi -  ßk)  =  (r  + 1)!  (r  +  2)!  ....  ^    ^  , 

mitbin  s- 

YVi^  n-/  (2!3j4!....r!)» 

(Vi;  ~  (r  +  1)!  (r  +  2)1  (r  +  3)1 . . . .  (2r  +  1)!* 

£e  ist  ferner: 


1  I  ^      1  l 

r+3-(r+2)*  r+3-(r+l)'  •r+3-(r+3-^)'  r+3-(i*+l-^) 

1 


r  +  3— 1 


•      ]  a  1  %1 


1  1  1  

9r  +  3-(r4^'  2r + 3-  (r  + 1)  *  *  *  2r  +  3-(r'+  3— « )  * 

 1^   1 

I  2r  +  3-(r  +  l-p)-  •2r+3-l 


d  by  GöOgl 


berechnmg  der  h4r^  i»  T/U.  XXXil  IdK.  XXlV.  ü.  24i.  Ui5 

l>urch  Ver^leichung  mit  (V):  ,  '       '  ' 

«^»r-f3,  %s=r-l-4»  i%ar-|-S, ....  i^s=:Shp*|-3;  , 

P(c^ <%c%  .... a^i)  SS 313141  •.*. rl, 

.      '      ,    ,  2!3!4!. ...r!(r+ 1)1 

also : 

/VI1^        _  (2!3Uf....r!)8(r-H)!(r-H-|-g)! 

(VII)  ^  -  (^)!»{r  + 1-  ^)r(r +2)!(r  +  3)1....  (2».  +2)1' 

Mithin  i^t: 

(VIII)  a+t-e=C.-l)"+*-^(^)ir(^^^ 

Da  hierdur(  h  die  Gleichung;  /'(|L(,)=0  bestimmt  ist,  so.  laseen  sicii 

die  UDbekannten  ft^,  jn,  ,  ju^n  berechnen,  wodurch  die  Bestim* 

nian^  von  At>,   AV  aul  die  Lu«ung  lioearer  Gleichungen  zu- 

rüciigeführt  ist  '         '        '       •        »  . 

Für  den  specielleii  l  all  r —  1  hat  man: 


Aq0  (VII)  erbHit  mau:  '  i 

Da  nun  nach  S.  244.  des  32.  B;uidps  de*  Archivs  n«i  =  J  ist,  so 
ergieht  sich  zur  Bestimmung  von  ftg  uful  jn,:   fi* — jt-J- jV=0,  also 

s  Dle-Aiiflöainig  der  Haearra  Maicbmigea,  waleb«  aar  Baathn- 
wmm$  Ton^  ifo»  dleaea,  liat  Lagraaga  allgeoMlii  gege- 

baas UM  aeha  darfibar  BatCaer,  Tbaarla'  dar  Deiariiinaa- 
tea  S..63. 

Dia  ▼aratabende  BaattMumg  darXaaataataa  filr  dfa  naebn- 
niaeba  Qaadialitr  aaeb  Oauaa  Ist  vollatftndlg  varaebiedaa  voa 
datty  waa  dariibar  foa  Jacob! lai  I.  «nd  8c ba Ubach  hn  XVI.  Bde. 
dea  Crelie'aebaii  Joarn-ala  verOffentliebt  wordcti  tat 
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Uebangsatifgaben  fir  Schdtar. 


Von  Hemi  Doctor  0»  Bdklon  in  fi«t«  a«  K.  in  WfttkeiAi»»«^. 

1.  Beschreibt  man  in  ein  Dreieck  und  um  dasselbe  einen 
Kreis,  no  gibt  es  noch  uoendlich  viele  Dreiecke,  welche  dem 
ersten  -  Krei«  einbesehriebeo  und  dem  andern  umbescbrieben  sind. 
Bei  allen  diesen  Dreiecken  sind  konstant: 

* 

a)  das  Produkt  der  ^nus  der  halben  Winkel, 

b)  das  Produkt  der  Cosinus  «U  r  hnihipn  Winkel, 

c)  das  Produkt  der  Tattj^priten  der  halben  Winkel, 

d)  die  iSuimiio  der  Cotangenten  der  Halben  Winkel, 

e)  die  Qii;i(ir;itsunime  der  Sinns  der  haihen  Winkel,  '  ' 
0         Quadrat^sunime  der  rosinu»  d«r  halben  Winkel^j 

^)  die  Summe  der  Cosinu."»  der  ganzen  Winkel, 

h)  die  Summe  der  Sinus  der  ganzen  Winkel, 

i)  die  Summe  der  Mims  der  doppelten  Winkel« 

k)  die  Summe  der  ^)uiten,  ^  ». 

1)  das  Produkt  der  Seiten, 
m)  der  Itihalt,  .        .  • 

n)  das  Produkt  der  Huben, 

n)  die  Summe  der  reciproken  Wertbe  der  Hüben, 
p)  die  Summe  der  Mittellotbe, 

q)  die  Summe  der  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berflbrungs- 
kreise, 

r)  Abm  P^oibikt  der  Bulbneeeer  dieeer  Berfibrungskreise,  ,  ^ 
s)  dae  Produkt  der  drei  IMtm ,  welche  Tom  Mittelpunkt  doi 

inneren  BerOhrungskreliiee  n^cb  dei^  Ecken  gezogen  werden«, 
t)  dae  Produkt  der  drei  Linien,  weiche  Toin  Mittelpunkt  eine» 

iBMereo  BerUhrungsinrcfseB  nach  den  Eeken  gezogen  werden;' 
.a).daa  Ptodakl  der  drei  Lhiiea*  wdebe  «oo  dan  E^hea  nach 

dae  Mittelpunkten  der  die  Gügenaaptaa  voa  anaaen  hattfc  < 

randen  Krelae  geiogen  ward^a»  ^ 


•>  Weil  die  folffMHie  grftsMin  AbhaMlIluit  in  dleiMa  ttefto 
hfoohan  werden  ems«!«,  m  kannttn  «Un«e  Anfi^nlNni  ditnwaltriieht,!  wie 
•Mil  tomer  gewdbollfh«  an'«  JBndn  dM  Deflet  gnbreeht  ward«».  Oer 
lekrtr^cbe  Inbnlt  d««t»lkMi  irnkt«  ober  efaMn  knWigea  Abdwitk  w%n« 
■ehmMwertk.  ,  ,  G. 
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v)  das  Produkt  der  drei  Linien,  welche  d'io  Berü;^niogltpuiikt« 
des  inneren  Berrthrungskreises  vorhijiden, 
der  Intiiilt  des  dnrrh  diese  Linien  gebildeten  Dreiecks. 

Bezeichnet  man  di«  Uaibmeoser  der  festen  Kreise,  welchen  die 
Dreiecke  ein  •  und  umbeschrieben  sind,  mit  R  and  se  findet 
Boch  Folgendes  statt: 

SH^^13^hi^^xtth%^tMdpt  Dreiecke  bewegt  sich  wf  einem 

•><f<  r,si-i  Per  $fili«erppin1d  dieser  Dreiecke  bewegt  sieb  «Hf  eli^ 
L  ^;  f(f^pdeB«ea  HaUunesser  i 

yj  Hei  dt'h  I )rei<>rk I Ti  .  \^^d<  lH'  dir»  Fnojspmiktr  d(M'  ll<dien  von 
<ltiü  «di'  ii  i;L'iiaiJutcii  I>ri;it't.  k en  IdldtMi.   i>f  kunstant: 
aa)  die  ^»tnnme  der  Sinus  iln  |];i|W<'ri  Winkel, 
bb)  die  .StininM'  d»^r  ('osipus  dri    ii.dlx'n  \\ird<f'l,' 
rr)  fins  l*r<Miidvi  ilrr  (  osiiMi^  dr|-  li.dlifii  \NIiik(j|, 
dd)  dir  Si  Ml  II  III'  diM  Silin-  *jer  ganzen  Wiuke^,  -'i» 
ciy  die  ^»un^ue  d<'i  Scitrn,  ' 
ff)  der  Hnlhmrsisci  des  urTfs<  lirirltiMuH*  Krpt^ps.  f?r«;s;pn 
.  Mitteliiuiikt  >ich  auf  einem  Kreide  voin  iialbiuesser 

z)  Bei  den  Dreiecken,  Welche  dir  Mittelpunkte  der  äusseren 
Beräbrnn!;skreise  von  den  im  Anfang  dieses  Satses  ge- 
nannten Dreiecken  bilden,  ist  konstant:  ' 
aa)  das  Produkt  der  Cosinus  der  Winkel,  ' 
bb)  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel,      '     -  ^ 
MTiiii^^Cc)  däS^Prddukt  der  Tangentep  der  Winfte*, 

AA)  dief  Summe  der  Cotangenten  der  Vl^inkel»  ' 
'    We)  die  Quadratsumme  der  Cdsinüs  der.  Winkel, 
AiK^iLiff)'di«  Qnadratsvmme  der  Sinus  der  Winkel;' 
'^''l  tt)  die  SnÄime  der  Sinus  der  doppetfen^iiikel, 
;:o^f^Mi)  die 'Snmme  der.  Cosirtns  der  doppelten  Wilikel, 
-  <H)'dib'  Samme  der  Gosinns  der  vierfachen  Winkel, 
kk)  das  Produkt  der  Seiten, 
'^l*  ''15  d<jf ■  Inhalt, 
1":  mU)  der  Halbmesser  nnd  die  Lage  des  uinbeschriebe 
^  W  Kreises , 
nn)  der  HChendurchschnitt  dieser  Drelecice  ist  nnbe- 
.  ^ .        weglich,  . 

.  oej^dier  Mittelpunkt  ibr£r  nmbeschriebenen  Kreise  bev^egt 
sich  auf  einem  Kreis,  dessen  Balbniesser  4/?-:T* 

*)  IIm  v<  1  ir/  ivr  Kiirstich  in  den  J\oiiv.  /%iinales  von  Terqimln 
ttG^rono  vorgelegt. 


pp)  dM  Milton  dw  8«ttM,  4i*  FiuspnnliLto .  der  ÜSheii 

iMvrageo  sieb  urf  Einem  festra  Kreit. 

Aehnüche  Eigenüchalten  haben  die  Dreiecke,  welche  den  durch 
die  Ecken  gehenden  Kreis  und  eiueu  äusseren  Berühr uugäki eis 
gemeiuschaftlich  haben. 

2.  Wenn  män  die  beiden  Kreise  konstmirt,  welche  eineni 
gpbSriMlim  Dreiecke  umbeachrieben  und^  einbescbrieben  eiod,  «• 
gibt  ee  necii  unendlich  viele  sphärische  Dreiecke,  dereo  Seiten 
den  ersteren  Kreis  berfihren  und  deren  Ecken  auf  dem  Andern 
Kreisbogen  liegen.   Für  alle  diese  Dreiecke  ist  konstant:  ^ 

'    a)  das  Produkt  der  Sinus  der  hall)en  Winkel/ 

b)  das  Produkt  der  Cosinus  der  halben  Winkel, 

c)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Winkel ^ 

d)  das  Produkt. der  Sinus  der  gamen  Winkel» 

e)  die  Summe  der  Cosinus  der  gansen  Winkel» 

f)  die  Summe  der  Sinus  der  ganzen  Wialml»  ' 

g)  da8  Produkt  der  Sinus  der  halben  Seiten, 

h)  dsH  Produkt  der  Cosiniis  der  halben  Selten, 

i)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Seiten»  ' 
k)  das  Produkt  der  Sinus  der  ganzen  Seiten,  *' 

I)  die  Summe  der  Cosinus  der  ganzen  Seiten» 

m)  die  Summe  der  Siaus  der  ganien  Seiten^ 

n)  der  Inhalt,  '  *  , 

o)  die  Summe  der  Seiten, 
,  p)  der  Inhalt  des  durch  ihre  Ecken  bestimmten  t^heiien  I)reie(  ks, 

q)  das  Produkt  der  Seiten  des  durch  ibre  £ckeii  bestimmten 
ehetien  Ureiei^ks, 

r)  (las  Produkt  der  Sinus  der  Winkel  dieses  Dreiecks, 

s)  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel,  welche  die  Ebene  die- 
ses Dreiecks  mit  den  durch  die  Seiten  der  entsprectien- 
/  den  sphärischen  Dreiecke  gehenden  Ebenen  macht, 

*  t)  das  Produkt  von  den  Tangenten  der  Halbmesser  ihrer 
Hui^seren  üariihrungskreise, 

u)  das  Produkt  von  den  i  angenten  der  Halbmesser  der  drei 
Kreise,  wovon  jeder  durch  zwei  Ecken  eines  f.oiclien 
Dreiecks  und  die  Gegenpuukte  der  dritten  Ecke  geht, 

t)  das  Produkt  der  Sinus  von  den  drei  Hohen.  . 

3.  Wenn  sich  ein  sphärisches  Dreieck  so  bewegt»  dass  seine 
Ecken  auf  einem  bestimmten  Kugel  kreis  liegen  und  seine  Seiten 
einen  andern  Kreis  berfibren»  ne  iat  daaaelbe  aneh  bei  eei^eoi 
Pi^inrdreiecb  der  FalL 
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Weitere  Ausfubrong  der  pelitischeii  Ariülmetik* 

Von 

Herrn  Dr.  JU  Oeitinger, 

Gritssh^rsogllch  Qailiiolieni  .BufratiM  und  nnieiitKchmi  ProlMSor  4w 
NBÜieoMtilc  an  der  UnivamUSt  su  Freitiiirg  i.  B. 


Erstes  Kapitel. 

BecrfindiuiiP  etnli^er  Itebrsütse  In  der  p#imgeliea 

j&rttliaielAli. 

§.  I. 

Die  sogenannte  pelitiscbe  Arithmetik  erbSit  mit  Ansblldung 
dsf  socialen  Verhältnisse  immer  grössere  Bedeutung.  Die  Renten» 
Anatalten,  Lebensversicherungen,  Tontinen,  Annvititen,  Wittvren- 
lassen  u.  s.  w.,  überhaupt  alle  derartige  Woblthätigkeits-Anstalten 
finden  darin  ihre  Begrflndung.  Die  Staats- Anleihen  und  ihre 
Amortisation,  die  Operationen  des  fieldniarkts,  die  Werthhestini- 
niung  der  Staat}»papiere  nach  verschiedetieni  Kurse  und  Zinaluss 
kunnen  nur  durch  sie  erörtert  und  feistge&telU  werden. 

Die  Feststellung  und  Begründung  derjenigen  Lehrsätze,  auf 
welchen  die  Einrichtung  aller  der  genannten  Anstalten  beruht  und 
die  allen  dabei  vorkommenden  Geldgeschäflten  eine  sichere  Unter- 
lage gibt»  bat  eine  nicht  minder  «richtige  Bedeutung  und  wird 
daher  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheinen,  als  sie  bisher  nicht 
versQcbt  wurde. 

Seit  etwa  swei  Jahrhunderten  werden  in  den  hieber  gehörigen 
Schriften  zwei  Metboden  über  die  Lehre' von  der  Zinsrechnung 
„die  mit  einfachen  Zinsen"  und  „die  mit  zusammenge- 
setzten oder  Zinseszinsen''  aufgestellt  und  von  Vielen  als 
gleichzeitig  neben  einander  in  Recht  bestehend  angenommen. 
Wendet  man  nnn  die  beiden  Metboden  auf  einen  und  denselben 
Fall  an,  so  zeigt  sich  leicht,  dass  sie  auf  verschiedene  Re- 
sultate fuhren  und  führen  müssen.    Der  Unterschied  ihrer 


( 
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Ergebninse  ist  uro  so  grQsser,  je  gruMer  die  Zahl  der  Jahie  ood  ' 
die  So  Frage  kommenden  Sammee  eind.  Die  Verediledenlielt  der 
Reaoltate  abV  muss  Jeden,  den  Mathematiker  wie  den  Niel^t- 
'  mathematiker,  fibenraeehen ;  denn  es  ist  offenbar  die  erste  Bedln* 
guiig  einer  richtigen  Logik,  dass-  die  Beantwortang  eines  und 
desselben  Problems •  nach  darcb  ▼ersehiedene  AuflOsnogsmetbo- 
den 9  anf  ein  und  das'solbe  Resoltat  Albren  mdsse. 

Geschieht  diess  nicht  und  kommt  man  durcli  verschiedene  Me- 
tboden auf  verschiedene  Resultate,  so  ist  es  oothwendig,  über 
die  Richtigkeit  der  angewendeten  Methoden  selbst  fveiter  nach-  * 
zqforschen  und  über  ihre  Zulassharkeit  zu  entscheiden.    Die  un* 
richtige  muss  dann  als  solche  bezeichnet  und  entfernt  werden. 

Diese  Bemerkungen,  die  so  einfach  sind,  dass,  wie  ichglaube^ 
kein  gegründeter  Einwurf  ihnen  entgegen  gestellt  werden  kann, 
fanden  dennoch  bis  jetzt  nicht  die  verdiente  Geltung.  Noch  hat 
man  sich  bis  auf  die  neueste  Zeit  nicht  über  sie  2[eei{ii2:t  niid  sie 
als  Führer  zur  Festste! lu?);^^  der  ersten  Grundsalze  in  der  politi- 
schen Arithmetik  beiuit/,t,  wie  sich  diess  beispielsweise  an  der  lange 
Jahre  hindurch  geriilirten  Streitfrage  in  der  [Matliematik  und  Juris- 
prudenz über  die  richtige  Berechnung  des  Interusuriums  als 
deutlicher  Beleg  zeigt. 

Die^Ffage  tritt  dentlieher  iMrvor,  wenn  man  eie  an  sünen  be- 
stimmten Fall  nnsehliesst»  woau  der  Mgende  ?on  einer  eliran 
grgmieren  Zeltdaner  gewftUt  wird. 

Ein  Kapital  von  1000  (Thir.  oder  Gulden)  *)  ist  zwan-  . 
zigmal   am   Ende  der  zwanzig   folgenden  Jahre  ohne 
Zinsen  fällig.    Wie  gros»  ist  der  gegenwärtige  Werth 
sfimmtlicber  Zahlungen  bei  5  Proc  Zinsen? 

Bereebnet  man  den  fraglichen  Werth  bei  einfachen  Sfawen 
nneh  der  Feimel; 

■*■  100 

(••meine  Anleltnng  an  flDansielleo«  politischen  und  juri- 
dischen Rechnungen  §.  13.  8.901)^  setit  i^eslOOO,  |i^=?5; 
i»ssl,2,3....204  so  findet  sich  Folgendes: 


•)  Da  es  gleichgültig  ist,  ob  mac  lici  Kii|)itül-Werth-Rcren!rnunn;pn 
!n  Golden  oder  Thnlern  etc.  rechnet,  so  wird  künftig  die«efl  Prädikat 
nicht  besonder«  beigefügt  w«rd«]i« 
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looa   lopq  1000      loop  k 

1,05  +  U  +  UÖ  +  •  •  l,iö  + 

'    =953, 380«».... -1-645, 16t  290.... 

909, 090909....  ß-25,  (X)( )  (KM).... 

869, 565217....  60ü,ütjUüU6.... 

833»d3äm.^  688^ 235m... 

800,000000^  571,428571... 

769,230769....  665,555555.... 

740,740740...,  540,540540.... 

714,285714....  526, 315789.... 

680,666171...  512,820512... 

666^666666..»  500^000... 


7944,949475....  5071,110  JüO.... 
» 13616,067635... 
Rechnet  man  mit  Zinseezioseo  nach  der  Formel 
D        ^         if.lOO"  K 


(lüO  +  ;i)»'"l^^* 


(§.  27.  S.  50.  ID.  Anleit.) ,  so  ist  der  gegenwSrtige  Werth  sämmtlichef 
KapitalzahlongeD  bei  Einfilhniiig  der  oben  angegebenen  Werth«; 

1000.  1000    1000        WW-inon  izd!^!?? 
'^-'W^liiK^^  l^OÖ»*"™"*     0,05  ' 

=  12462,210343.... 

Im  ersten  Falle  ist  der  Werth  13616,067636....,  im  zweiten 
12462,210343....  Diese  Resultate  stimmen  nicht  übereio.  Der 
Unterschied  beträgt  1153,857292....  Welches  ist  die  richtige,  in 
<iet  Natur  der  Sache  begrfindete  Werthbestimmungl 

Diese  Frage  soll  nnn  beantwortet  werden.  Es  dfirfte  dabei 
nicht  uninteressant  sein,  erst  die  Geschichte  der  Streitfrage  zu 
verfolgen,  worüber  schon  in  meiner  Anleitung  einige  Andeutungen 
gegebea  wurden.  Es  soll  in  Kürze  geschehen ,  wobei  jedoch  nicht 
eine  vollständige  Darlegung  heah«ichtigt  ist,  sondern  nur  fntioweit, 
ils  mir  die  Schriften  aus  früherer  Zeit  zugänglich  waren. 

§.  2. 

Geschichliiehe  Notizen.  Seit  etwas  mehr  ala  zwei  Jahr- 


\^  Oetliugfr:    Weitere  Aus/uäritng 

hundert<pii  scheint  man  die  Rechnung  mit  Zinseszuiseo  gekannt  zn 
haben. 

Kästner  berichtet  nan\lirh  (Fortsetzung  der  Hechen» 
kunst.  2.  Aufl.  S.  170.)  das.s  »Stevin  (Les  oeiivros  math^- 
inatiques  de  Simon  Stevin,  revue«  et  an  „' m  e n  t  ee p. 
All».  Girard.  Fol.  Leyde.  Elzev.  J634.)  TaJrln  Ifir  Hie  Recb- 
uung  mit  Zinseszinsen  au<ii,«'st(  l!l  und  sie  auf  die  \Vertfii»estim- 
mung  ftlliiTT  Kapitalien  an<;eH endet  habe.  Die  von  ibni  bcttdgte 
Rechmintj!.H  f  ise  i^t  eine  eigenthündiche ,  von  der  jetziiiett  theiU 
weise  vei4»cbiedene.  Die  Tafeln  erstrecken  «sieh  auf  dreissig  Jahre 
und  verschiedene  ZinsIVisse.  Sie  zerfallen  in  drei  (^lassen.  Die 
erste  gibt  den  Anvvucbn  eines  geqenu artigen  Kapitals  samnit 
Zinseszins  dir  diesen  Zeitraum  an;  die  zweite  den  gegenwlirti^en 
Werth  einer  «pSter  ßiHigen,  unverzinslichen  JSiimme;  die  dtiUe 
den  gegenwärtigen  Werth  wiederholt  ialüijer,  nnverzinslicber  Sum- 
men (Renten).  Hiernach  fehlt  im  Vergleich  mit  den  jetzijjen  aleln 
diejenige  Classe,  welche  Anwuchs  wiederholt  fälliger  Kapitalien 
mit  Zinseszinsen  angibt. 

Nach  Kästner  hat  Stevin  in  der  Praetiqoe  de  l'Arith- 
metique  ps;.  185.  beide  Rechnunejsarten ,  die  mit  eififachen  Zin- 
sen (u'^iirae  simplires)  und  die  mit  ZinReszitisrn  (usurae  compositae) 
gelehrt,  und  zwar  so,  dass  schon  vor  t(  vin's  Zeiten  die  Frage: 
was  jetzt  statt  »-ine.«  riarh  einigen  Jahren  nnverzinslicb  fälligen 
Kapitals  fjezablt  «erden  müsse,  daliin  l>eaiilHortet  wurde,  dass 
niiin  nach  H e s c b a ffe n h e i t  der  Umstände  einfache  Interessen 
oder  zusammenge.<9etzte  gerechnet  hat.  %  . 

Ob  Sterin  ilin  Rechnunig  mit  Ziiwessiiisen  snefnt  oder  ein 
Anderer  vor  ibn  lehrte,  Ist  nicht  genagt.  So  viel  aber  int  ernldit- 
lifh,  dann  S^mon  Stevin  sie  gekannt  bat  Jedenfolls  ist  hiernaeb 
die  Ansicht,  wornach  lieibnitn  als  der  Begründer  oder  Erfinder 
der  Kechnang  mit  Zinsessiosen  gilt,  ala  noricbtig  zo  bezeicbnen» 
da  sie  schon  geraume  Zeit  vor  ibm.geliannt  war.  Möglich  ist, 
dass  Leibnitz  bei  Bearbeitung  seiner  Abhandlung  die  Schriften 
Sioirin's,  oh  sie  glelob  schon  im  Jahre  zu  Leyden  In  der 
Ikepraehe  encinenen  irarea,  nicht  kannte. 

Von  nnn  an  knOpfl  sich  die  Geschichte  dieser  fiir  die  poli- 
ttsche  Arithmetik  wichtigen  Rechnungsraetbodeo  an  die  GeacMphte 
der  ricbügeo  Berechoangsweise  des  Interusarinms,  einet  in  ^ 
der  Wirkflebkeit  praktisch  wichtigen  Frage,  und  iat  gaos  inaig 
mit  ihr  verweben. 

Carpzov  theilte  in  seinem  Werke  „Opus  Decisionum 
illostrium  Saxonicarum.   Lips."  zuerst  in  der  1.  Ausg.  (vom 
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Jibre  166(9)  «nd^dami  in  d«r  sweiten  (vom  J^fare  ITOi)  Decitio  279. 

00^.  Piaekard'«  Methode,  daas  Intemnriom  su  berechaen, 
ait  Sie  besteht  im  Wesentlichen  darin,  daaa  der  Kiiifer  oder 
Schuldner,  der  nach  Verlauf  einer  beetimmteo  Zelt  eine  oder 
mehrere  Summen  zu  zahlen  hat,  die  Zinaen  dieser  Summen  voll 
anrechnen  y  und  im  Falle  er  sogleich  besahlt,  von  der  Schuld* 
smnme  absieben  darf. 

Nach  der  iiainliche»  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Paragraphen 
wäre  demnach  der  ^ei^eriwärtige  Werth  einer  nach  n  Jahren  flU 
Ilgen  uoverzioslicheo  jSoliuld  bei  p  Procent 

1)  Ä=Ä-iC.^^  =  Ä(l-^. 

Im  Jahre  1683  erschiert  in  den  Acta  firnditoruB  pg*  429. 
«ioe  Abhandlung:  ,,Meditatio  j uridieo-mathematica  de 
ioternsnrio  siniplice"  von  Leibnitz,  worin  er  seine  Ansichi 
dabin  ausspricht,  dass  der  Werth  des  Interusurloms  TOD  den 
Rechtsgelebrten  nicht  hiniftnglich  und  von  andern  nicht  gans  rich- 
tig bestimmt  werde.  Er  wendet  nun  die  Zioszins  •  Rechnung  auf 
die  Werth -Ermittlung  desselben  an  und  fiigt  hinau,  dass  sich 
daaseihe  so  auf  .eine  genaue  Weise  bestimmen  lasse.  Den 
Beweis,  dass  diess  die  richtige  Berechnungsart  sei/gnb  er  aber 
nicht,  sondern  blieb  ihn  schuldig  denn  er  ^gt  nur,  dass  man 
den  fraglichen  Werth  auf  diese  Weise  bestimmen  könne,  nicht 
dass  "man  ihn  so  und  nicht  anders  bestimmen  mflsse,  stellt  sich 
dabei  auch  nicht  ausschliesslich  auf  den  Boden  der  Mathematik, 
die  allein  hei  Entscheidung  dieser  Streitfrage  maassgebend  sein  kann. 

Die  von  Leibnitz  aufgestellte  Formel  iat  die  §.  1.  Ni.  2.  . an- 
gegebene : 

Lr  entwickelte  sie  aber  nicht  auf  eine  eiiUache  naturgemässe  Art 


*)  Die  hierlier  geliorigen 'Worle«  womit  Loibpit«  «eine  Ablmndiang 
•rMhet,  Biod:  Inlerusuriiim  tivo- resegmentiim  aoticipationi« ,  vnlgo 
Babtt,  «it  differentia  ioier  pmuniam  in  di«v  certum  deiiitam  et  prao- 
■eDtem  ejus  valorem.  «eo  qnanto  pIn«  potat,  qui  plus  temperia  p»Ut, 
vel  qnanto  minus  «oh'ere  aeqnnin  sit^  qui.  post  aliquot  nnnos  deinum 
(1e1>!tnr!is .  nnnt*  sotvit.  Hnjns  f|!uinlitas,  qniir  iipnfl  Juriocoiisultos  pa«- 
•ini  nun  Matis.  et  apud  HÜquoü  nun  «atiä  recte  t\[>iiiatur,  accurato  cal- 
Qiiiu  definiri  potesC}  duabos  auppositiunibus  e\  jure  asstimtis. 


«id  ia  daf  ▼ovtabeÄdra  Fom«  aaBdifn  dmnh  «iae  mMnMdie 
BdlM  mittelst  AiiflSwwg  de»  im  Hsmiar  stelMNidM  BIssndiuM.' 
ainlich  durch:  « 

^  Ä--*U-«-i55+-i;2^  ioo«-*     1.2,3  10ü»+-^* 

Diese  allgemeiDe  Reihe  seihst  tbeilte  er  nicht  mit>  sondern  «nf 

eine  sehr  nrastindliclie  Art  die  sich  ans  Ihr  ergebenden  fSnf 

ersten  Fltlle  fidr  ns=l,  2,  3^  4,  6  nnd  Er  schreibt  femer 

p  5  1 

fiir       die  Zahlen  f^^fÜ'  ^^^^^"'^  ^      Vorzahlen  (Fakul- 

titen  ¥qn  n)  der  Esten»  2ten»  3ten,  4ten  nnd  6ten  Potens  die  Ein- 
Mten»  dann  die  natflriiche  Zahlenreihe,  die  Triangniar*  nnd  Pyra- 

20   20^  20^ 

midai-Zahieu,  welche  den  Potenzen  von  ^»  ^p'  2P''*'* 

liSren.  SchUesBliefa  ist  eine  Tafel  angegeben,  worin  die  Zablen- 
wertbe  von  Ifipr^  anf  40  Jahre  fClr  den  Zlnsfuss  5  berechnet 
sind*  pg»  432. 

Die  von  Leibnttz  aufgestellte  Rechnungsart  wurde  vielfach 
missverstanden .  wie  sl(  Ii  später  zeigen  wird,  und  wobei  die  nicht 
sweckmSs^ige  Eniv\  iddutigsweise  durcb  unendliche  Reiben  banpt- 
sacblich  mitgewirkt  haben  mag. 


Gegen  die  beiden  eben  genannten  Rechnungsarten  trat 
Anfange  des  ▼origen  Jahrhunderts  G.  A.  Uoffmann  in  »einem 
Anhange  zu  seiner  Schrift  ,,Klugbelt  Haus  zu  halten'*  oder 
jyPrndentia  oeconomica  in  formam  artis  redacta"  Dres- 
den und  Leipzig.  (1.  Aufl.  1731.  2.  Aufl.  1737.)  auf  und  zeigte 
darin  das  Unhaltbare  der  Pinckard' sehen  Methode»  indem  hei 
spftter  t^lig  werdenden  Kapitalien  der  Schnldner  entweder  wa 

np 

einer  viel  zu  geringen  oder  zu  gar  keiner  Zahlung  (wenn  I  — 

=0  In  Nr.  1  wird)  angehalten  werden»  oder  gar  noch  mit  einer 

/l<^ordening  gegen  den  Gliohiger  anllreten  tälnne,  ween       >  l 

wird.  Er  maclite  niit  Recht  darauf  aulnierksam,  dat^s  o'm  auch 
noch  so  spät  fälliges  Kapital  nie,  wie  die  P inckar d '  j5<  Iip  IMe* 
thode  behauptet,  durch  das  Interusurium  aufgezehrt  weiden 
künne,  sondern  immer  in  der  Gegenwart  einen  bestimmten,  wenn 
auch  kleinern  oder  sehr  kleinen  Werth  habe.  ,  , 

*  ^ 

Die  TOtt  ihm-  aufgestellte  üegel  ist  die  Reebnung  mit  ein- 
fachen 2Sinsen.  ^e  wird*  dnidi^  die  eben  I.  migeieheae 
Formel:  *  < 
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4m-  f  iimwlin  iarmmtm  ItC^ 

«usgedriidct  HoffmanB  aiihrickelt  die  Formel  niebt  in  der  v<m> 

Mebenden  deatalt,  sondern  verdetttlicht  sein  Terfahreo  an  beeon-  \ 

dem  FSIIen  bei  dem  Zinefoee  6.  Er  beaflmmt  snerst  den  Werth  - 

dee  Inteniaurlnme  flir  sieb  auf  eine  slemiieb  weitiSafige  oad  etwa«  ^ 

sneammengeeetste  Weise  nnd  leitet  dann  doreb  dessen  Alttog  die 

Griese  des  dem  Glinbiger  aassnsahlendep  Kapitals  ab.  Den 

Seblnss  aaf  die  allgemeine  Formel  iberllsst  er  dem  Leser. 

Werkwfirdi«;  ist,  dass  Hoffmann,  wahrscheinlich  durch  die 
Leiboitz'sche  Reihen-Ent^Mckiung  irre  geführt,  die  Zins-Zins- 
Methode  unrichtig  au  ffasste ,  sie  mit  der  Pinckard'schen  zusam- 
.  Dienirarf  (§.  11.  seiner  Abhandlung)  und  behauptete,  <las8  sie  wie 
jene  das  Kapital  endlich  absorbire,  jedoch  bei  5  l^rocent  erst  in 
21  Jahren,  anstatt  wie  jene  in  20.  Seine  sehr  ausgedehnte  Ab- 
handlung umfasst  42  Seiten  in  30  Paragraphen. 

Von  da  an  wurde  die  Pinckard  sehe  Metbode  als  unver- 
träglich mit  richtipjen  Principien  verlassen  tind  ans  der  Wissen- 
schaft verbannt.  Dor  Streit  aber,  ob  die  Kechnung  mit  cinracben 
Zinsen  (die  Ho  t  I  m^  ann'sche)  oder  die  mit  Ziuses-ZlDseii  (die 
Leibnitz'scbe)  die  richtige  sei,  fortgeführt.  * 

'  Pol  Sek»  Professor  Joris  und  Matheseos  auf  der  ÜDiversifll 
ml  Ftanfcfiirt  a.  d.  O.»  trat  in  der  ersten  Auflage  seiner  Mathesls 
forensls  v.  X  1734  (7.  Kap.  {.  32.  o.  ff.)  als  Vertheidiger  der  Hoff> 
mann'schen  nnd  Gegner  der  Lelbnitz'schen  Methode  auf  und 
verwarf  leftstere  aus  den  nlmiieben  nnbaltbaren  Gründen ,  als  es 
Qoffmanii  getban  hallo. 

Dagegen  trat  Bilflnger  fttr  die  Ricbfigfceit  der  {«eibnits* 
s^Q  filetbode  in  einer  besondern,  bieför  verfassten  grflndlicben 
Abbandinng  in  die  Schranken,  zeigte,  dass  die  Leibnitz'scbe 
Metbode  too  ihren  Gegnern  nnrichtig  verstanden  worden  sei,  dass        . , 
eine  sorgfXItigere  und  bessere  Benutsnog  des  sogleich  ftlligen 
Kapitals y  als  die  Hoffmann*scbe  Metbode  ▼oraosseist,  von  Sei* 
ten  des  Gllnblgers  mSgll^»  j*'.  gebeten  sei»  nnd  wies  naob,  dass 
diese  dercb  die  liSlbnits'sebe  Bereebaitogsweise  gesiebert  sei.  . 
Avcb  maclite  Bilflnger  darauf  anflnerksam,  dass  des  Sebnidner 
oder  liatiolesser  durch  Anwendung  der  Heffmann'seben  Metbede 
benaefathoHigt  werde«  und  beb  die  starken  Oifereuten  hervor« 
welche  steh  duiub  Anwendung  der  beiden  Reebnungamutbeden  in* 
der  Wertbbuutemung  der  JUpItalieu  bei  nur  eiu^iemiaasssB  beden- 
tsnden  Summen  und  Zeftrinneu  «ergeben. 


^  Digltized  by  Google 


196 


Oettinper:  W$i§ere  Mufilknaiff 


H  Er  schickte  diese  AbbandluDg  dem  Professor  Polaek  su. 
Letzterer  nahm  sieaU  Aohang  im  dritten  Auflag^  seiner  Mathe* 
sis  fo  reu  SIS  vom  Jahre  1766  auf,  ericannte  die  von  ihm  began- 
genen Irrthfimer  (§•  53.  und  §.  54.)  mit  lobenswerther  Aufricbtiglieit 
an,  meinte  indessen  doch,  dassdie  Leibnitz'scbe  Methode  dem 
Rechte  zuwider  sei,  weil  die  Gesetze  die  Forderung  von  Zio-* 
seszinseii  (anatocismus)  verbieten,  und  bebarrte  dessbalb  und  zum 
Theil  aus  RQcksitht  der  Billigkeit  auf  der  Richtigkeit  der  Hoff* 
mann'schen  Metbode. 

Von  Clausheri?  entwickelt  im  viert<»n  Theil  seiner  „dcoion- 
s trat i von  Rechenkunst  *  zweite  Aufl.  vom  Jahre  174S.  Leip- 
zig (liie  erste  AuflaLre  erschien  im  Jahre  1732)  S.  1108  u.  ff.  beide 
Kecbnungeiarteii  und  nennt  die  Rechnuiii^  mit  einfachen  Zinsen 
{gemeine  Interessen -Kechnung"  und  die  mit  Zinäeszinsen  „Recli- 
uung  der  Interense  auf  Interesse."  Auf  die  Frage:  welcher  von 
den  beiden  Arten  man  sich  hei  gerichtlicbeu  „Subhastationibus" 
bedienen  solle  I  gibt  er  S.  1233.  §.  1278.  folgende  Antwort,  „dass 
die  Erörterung  dieser  Frage  nicht  den  Arithmeticis,  sondern  den 
Recbtsgeiehrten  obliege,  denn  jene  haben  sich  beflissen,  die 
Richtigkeit  beiderlei  Rechnungsarten  zo  zeigen,  und  wird  man 
vrenig  rechtschaffene  Rechenbücher  linden,  io  welchen  solche  zwei 
Arten  zur  Berechnung  des  Rabatts  oder  Interusurii  von  etltchen 
'  oder  vielen  Jahren  niebt  sollten  angewiesen  worden  sein.  Diese 
müssen  hingegen  aus  den  Rechten  die  Ursachen  untersuchen/ 
warum  eigentlich  Interesse  auf  Interesse  zu  nehmen  verboten  wird, 
auch  wie  weit  solches  Verbot  zu  extendlren,  oder  ob  es  oho^ 
Exception  sei-;  und  ans  solchen  Gründen  deduciren,  welche  Art 
zu  erwählen.'* 

Von  einem  gelehrten  Freunde  aufgefordert,  seine  eigene  An- 
sicht Aber  die  Streitfrage  auszusprechen,  nimmt  er  keinen  Anstand, 
au  erklären,  dass  seines  Bedfinkens,  jedoch  unmaassgehlich ,  die 
Rechnung  mit  Zinseszinsen  der  mit  einfachen  Zinsen  „vorzuziehen 
sei*',  sucht, dann  den  Einwurf  des  Anatocismus  zu  entkräften,. 
S.  1^.  $.  1279.,  und  fügt  bei,  dass  er  in  Gutachten,  zu  deren 
Erstattung  er  aufgefordert  wurde,  die  erste  Art  angewendet  habe. 

Er  besprirht  darauf,  §.  1282.,  die  Carpzov'srhe  (Pinckard- 
sche),  L  e  i  b  n  i  t  z 'sehe  und  H  o  f  fni  a  n  n '  sehe  Methode  und  be- 
merkt, dass  Hoffmann  die  Lei  bnitz'sche  [Methode  ganz  im- 
richtig  aufgefasst  habe,  dass  Hoffmann  die  von  ihm  entwickelte 
Methode  als  eine  „neue"  bezeichne,  was  durchaus  irrig  sei,  da 
er  selbst  (v.  Clausberg)  dieselbe  scbon  im  Jahre  1732  gelehrt 
habe  und  sie  auch  last  in  „allen  alten  und  neuen  Rechenbüchern 
tu  finden  sei.**  ^ 
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ÜMtiirch  gerfttb  mit  Hoffmanii  in  einen  Streit,  worauf  ^ 
Ifltstorer  in  einem  besondern  Anhange  in  Polack'«:  Mathtt«lt# 
forcnaia,  3.  Aufl.,  S.  129.  ausführlich  antwortet  und  die  von  ihn  ' 
«afgastellte  Methode  als  sein  «Eigenthuai  viodieirt  Augenschein" 
lieb  geht  aber  aus  diesen  Erörterungen  herror,  daae  HoffmaDa 
nicht  der  Erfinder  oder  Begründer  der  nath  ihm  benannten  Me- 
tbode iat»  obgleich  er  eich  dafiSr  hftit*  und  daes  sie  mit  Uoreeht 
seinen  Namen  trägt »  wie  diese  auch  bei  der  Leibe lta*eehen  Me- 
tbode der  Falf  ist. 

Verfolijt  man  von  jetzf  an  die  Geschichte  dieses  Streits  wei- 
ter, so  lassen  sich  die  dnhifi  eii)schIai;endon  Schriften  in  nrup- 
pen  ordnen,  »velche  sicli  IVir  iWv  eine  oder  die  andere  Rechnungs- 
art erklären,  oder  die  Sache  unentschieden  lassen  und  meinen, 
dass  der  (Jesetz^rijnn?  und  ihrer  Aus!pf»fiTiGr ,  dem  üel»ereinkonuuen 
iwische/)  Ncljiildrier  und  (illanbiiitT ,  Avw  Umständen,  Hilligkeits- 
Rücksichten,  der  besomlern  KnUcheidunir  im  einzelnen  Falle  0.8«  w. 
fiberiasaen  werden  müsse,  wie  gerechnet  werden  soll. 

Man  sieht,  dass  es. nicht  gelang,  einen  festen  Standpunict  an 
{{ewinnen,  und  daaa  man  nicht  darauf  dachte»  aus  derjenigen 
Wiseen Schaft  Entscheidungsgründe  so  holen,  von  weicher  sie 
doch  einzig  nnd  allein  in  dieser  Streitfrage  hergeholt  werden  bon- 
Bflii ,  näroticb  von  der  Mathematik,  denn  nicht  die  Jurispradetti« 
nicht  ROcksicht,  nicht  besondere  Umstände  n.  s.  w.  kOnnen  die 
Riebtigkeit  des  Gaiculs  feststellen. 

Kästner  sucht  in  einem  1739  zn  Leipzig  erschienenen  Pro- 
gramm: >,Pro  justitia  caicult  interusurii  Leibnitziuui" 
zo  zeigen,  dass  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  vollkommen  mit 
den  Rechten  übereinstimme  (Fo  rts  etz  u  ng  der  Rechenkunst, 
2.  Aufl. ,  S.  175).  Diesen  Gedanken  halt  er  aber  nicht  fest,  denn 
er  stellt  in  der  zuletzt  genannten  Schrift  die  Lehre  dtr  Rechnung 
mit  Ziiiseszinsen  und  der  mit  einfachen  Zinson  zusammen,  ohne 
den  schuldigen  fJeweis  lür  die  liu  fitlukrit  der  einen  oder  der  andern 
zu  geben,  und  beschränkt  sich  darauf,  den  Einwurf  de&  Anato- 
cismas  xo  entfernen. 

Aach  Chassot  de  Plorencourt  spricht  sieh  fttr  die  Znlasa- 
barkeit  der  Rechnong  mit  Zinseexinsen  in  seinen  Abhandlan- 
gen ans  der  juridisehen  nnd  politischen  Rechenkunet, 
1781 'S  S.  8.^nDd  9.  ans  und  eatwiekelt  In  seiner  Schrift  nur  dieee, 
^  oidlit  die  mit  einfachen  Zinsen. 

Dasselbe  thun  Tetcns  in  seiner  „Einleitung  zur  Be- 
rechnung der  Leibrenten  und  Anwartschaften,  1786" 
aud  Meyer  io-^einer  „Aule.ituDg  zur  Bereciiuui^g  der  Leib- 
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re.nten  und  Anwartschaften,  1823";  eben  so  J.  A.  Grunert 
in  seiner  «.Politischen  Arithmetik,  LeipzigJ841'*  u.  A.  Fei^ 
ner  wird  nur  die  Lebre  Ten  der  Zinszins -Rechnung  in  folgenden 
Scbriften  Torgetragen:  „Trait^  des  Annuitös  ou  de  rentee 
i  terme  coniitt  p.  M.  üeparcieux.  Paris  1781'*;  ,,Theorie 
von  Wittwenkaesen  TOD  Karsten,  Halle  1784*';  „Neae 
Theorie  der  Berechnung  sosammengesetzter  Zinse  von 
J.  J.  Gremilliet  (deatscb  von  Deyh le),  Ulm  1825<«;  „Die 
Theorie  der  Lebensrenten,  Lebensversicheriingen» 
Wittwenkassen  ete.  von  Baily  (deutsefi  Ton  Scbnuse), 
''Weimar  1839'*  u.  A.,  so  dass  wohl  vorauszusetzen  ist,  dass  diese 
Rechnangsart  von  den  genannten  Schriftstellern  als  die  richtige 
aogenörnmeo  wird. 

Dagegen  erklärt  «ich  Lutger  in  seinen  Beiträgen  zur 
Mathesi  forensi**  vom  Jahre  1746,  I.  Abhandl.,  unter  gewissen 
Moililikationen  für  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  also  für 
die  H  offmann 'sehe  Methode,  theilt  aber  auch  In  der  5.  Abbandl». 
die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  mit. 

Mich  eisen  entwickelt  beide  Rechnungs^Methoden  in  seiner 
MAnleitnng  snr  jartstlschen,  politischen  und  Ckonoml- 
sehe«  Rechenkunst,  Halle  1782,  2  Thle/%  ttsst  die  Ent- 
scheidung der  Frage:  ob  nach  der'^ineo  oder  andern  Art  bei  der 
AnwiendsDg  anf  den  einzelnen  Fall  gerechnet  werden  mfisse,  von 
denUmstSodeu  abhängen,  und  mein^  dass  „diejenigen  irren,  welche 
ausscbliessungsweise  4io  «>ne  oder  die  andere  angewandt  wissen 
wollen,  und  es  iSsst  sich  die  angeführte  Frage^  allgemein  genom* 
men,  auf  keine  Art  und  Weise  bestimmt  beantworten/*  Er  er5r> 
tert.  seine  Ansicht  näher  (S.  240.  u.  fl*  1.  Thl.)  und  wird  dadurch 
auf  einen'  Verrolttlungsvorschlag  geführt,  wornach  das  Mittel  ans 
der  Differenz  genommen  werden  soll,  falls  sich  eine  solche  durch 
Anwendung  beider  Rechnungsarten  ergeben  sollte. 

Koch  erklärt  sich  für  die  Zufässigkeit  der  Rechnung  mit  ZIn- 
seszinsen  mit  den  durch  die  Gesetze  bestimmten,  Einschränkungen 
In  seiner  „Gemein  verständlichen  Anleitung  zur  Anwen* 
dung  der  Logarithmen-Rechnung,  Magdeb.  1809*%  S.  56. 
{.30.  Eben  so  hält  Schweins  in  seiner  „Zinszins-Rech* 
nung  ffir  Geschäftsmänner,  Darmst.  ISI2'%  Vorr.  8.1V.  die 
Reehnang  mit  Zinsessinsen  in  bestimmten  Fällen  ffir  erlaubt. 

Brune  lässt  die  Streitfrage  in  seiner  Kurz^efassten  Dar- 
stellung der  einfachen  und  zusammengesetzten  Zins- 
rechnung, Lemgo  1813"  unentschieden  und  äussert  sich  in  der 
Vorrede  k:».  V.  so:  „Zwar  ist  in  den  meisten  Recboongsgeschäften 
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4ie  Anirvfidviig  4mt  «iafiielMti  Ziasrediaiing  nMit  aMte  gtlrtliiefc' 
Heb ;  allaiA  es  Ist  <doeh  venigetess  natalkli,  die  TeieeiiledeftMt 
der  Resultate»  welche  eine  nach  ein&ehen  nnd  snsammenges^tz- 
ten  Zinsen  berechnete  Anfgahe  hetTorbrisgt*  an  kennen.  Es  ist 
nicht  dies  Sache  des  Calculaters^  sonderp  die  der  Interessirten 
Partheien  oder  des  Gesetses»  a«  entscheiden ,  oh  aa$h  dieser  oder 
jener  Art  gerechnet  werden  soll»  nnd  daher  habe  ich  mich  auch 
aller  Untersnchaogen  daraber»  welche  yon  beiden  in  jedem  vor» 
gegebenen  Falle  eigentlich  angewandt  werden -mnaa,  enthalten. 
Ich  habe  nnr  geseigt»  wie  man  rechnen  mnea^  wenn  einfache  oder 
Zinsesainsen  Toravsgesetst  werden.** 

Von  woher,  so  iiuiss  man  fragen ,  karia  aber  die  Gesetzgebung 
die  Entscheidungsgründe  für  die  Richtigiceit  der  einen  oder  der 
^  andern  Methode  entnehmen,  als  vod  der  Matbematilc  ^  d.i.  von 
deu  Ariihmeticis  oder  Caiculatoren. 

Id  diesen  Worten  ist  im  Wesentlichen  die  Geschiebte  der 
Streitfrage:  ob  die  Rechnung  mit  einfachen  oder  mit  Zinseszin» 
sen  die  richtige  sei?  bis  in  die  neuere  Zeit  bezeichnet.  Nirgends 
zeigt  sich  ein  fester  Anhaltspunkt  Die  Ansichten  für  die  Rieb* 
tigkeit  der  einen  oder  der  andern  stehen  sich  einerseits  schroff 
entgegen,  andererseits  herrscht  ratbloses  Schwanken»  grosse  Dn* 
Sicherheit  und  Inconsequenz,  denn  da  beide  Rechnungsarten,  wfs 
in  §.  1.  angedeutet  und  bereits  auch  anerkannt  ist,  im  einzelnen 
Falle  auf  verschiedene  Resultate  fuhren»  kunnen  sie  nicht  zusam- 
men zu  Recht  bestehen.  Soll  nun  die  Mathematik  leisten,  nas 
sie  zn  leisten  hnt,  «Jcr  miiss  sie  diese  Streitfrage  zu  losen  im  Stande 
sein,  oder  sie  verdient  den  Voiziif^  nicht,  der  ihr  bisher  ohne 
Widerspruch  eingeräumt  wurde  und  wornach  sie  Iceine  Controverse 
«  auf  ihrem  Gebiete  duldet,  und  kann  sie  diese  Streitfrage  nicht 
luseh)  so  ist  der  politischen  Aiitlinietik  jede  sichere  Basis  ent- 
zogen und  sie  Icann  auf  den  Namen  einer  Wissenschaft  keinen 
Anspruch  ferner  machen«  % 

Sieht  man  sich»  nm  diese  Frhge  snr  Entscheidung  an  brin- 
gen» nach  den  GrGnden  nm»  welche  bisher  flir  die  Richtigkeit 
der  genannten  Rechnungsarten  geltend  gemacht  wurden^  so  be- 
stehen sie  hanptsächlich  in  folgenden: 

a.   Fnr  die  Recbouog  mit  einfacbeo  Zinsen 
(Hoffmann'ache  Methode). 

1)  Das  rOmiache  Recht  gestattet  den  anatocismua  nicht 
Es  haan  alae  Methode»  meleh«  Zbaw  vwi  Ziaaeii  In.Reeh- 
nong  briagl»  keine  AnifsMduig  luidaB«  Dil  Lelbaita'eche  Ma- 
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tbode  Fecbnet  Zins  Fon  Zins,  die  Hoffmann'scbe  nksht  Daher 
kaeo  erster«  nlcbt,  sendem  ner  die  letztere  angewendet  werden. 

2)  Die  Rechnunt^  mit  einfachen  Zinse«  entspricht  besser  deo 
Verhältnissen  des  prakjtischen  Lebens  als  die  Zinszins-Recbnung. 
Die  letztere  setzt  voraus,  dass  die  Zinszahlung  richtig  auf  den 
Verfalltag  erfolge  und  dass  die  /Minsen  sogleicli  wieder  nutzbrin- 
gend angelegt  werden.  Ereterea  wird  nicht  immer  eintreteti  luid 
letzteres  wird  nicht  immer  and  namentlich  bei  kleinen  Summen 
nicht  geschehen  kOnnen. 

3)  Der  Glftnbiger  wird ■  durch  die  Zins;iina- Rechnung  (Leib- 
nitz* sehe  Methede)  beeIntrSchtigt.  Der  Natzen,  welchen  ein 
Kapital  durch  Zinseszinsen  abwirft,  wird  grOsser  angenomroeo/ 
als  bei  aller  Sorgfalt  und  TbStigkeit  des  Gläubigers  erreicht  wer» 
den  kann.  Der  Werth'  der  Forderung  wird  also  geringer,  als  die 
Benutzung  in  der  Wirklichkeit  zulässt,  angeschlagen.   Der  GIfin- 

'  biger  kommt  dadurch  in  Schaden;  durch  die  Berechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen  nicht. 

\  '    h.   Ftlr  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen 

(Leibnitz*8che  Metbode). 

1)  Wird  ein  nach  Ablauf  einer  Zeitfrist  taili^^es  Kapital  schon 
jetzt  au  den  Gläubiger  gezahlt,  so  kann  von  ihm  verlangt  werden, 
dass  er  dasselbe  müglichst  sorgfältig  bebandle,  die  Zinsen  der 
Zwischenzeit  nicht  geniesse,  sondern  sie  zinstragend  zum  Kapi- 
tale schlage  und  das  Kapital  nebst  Zinsen  als  fOr  die  Zwischen- 
zeit nicht  für  ihn  existirend  betrachte,  wie  diess  auch  wirklich 
stattgefunden  hätte,  wenn  es  erst  nach  Untlaufder  Nutzniessungs« 
zeit  an  ihn  ausgezahlt  worden  wäre.  Recht  und  Billigkeit  ver- 
langt, dass  er  die  jeweils  fi&Uigen  Zinse  nicht  müsfiig  liegen  lassen 
Hieraus  folgt  nun: 

2)  das4  der  unter  No.  1,  a.  gemachte  Vorwurf  des  Anatocis- 
mos  nicht  gegrfindet  Ist.   Zinse  nämlich,  die  Fon  einem  Kafn-  . 
tale  eingegangen  siod,  kSnnen  als  ein  Kapital  betrachtet  werden» 
und  werden  iia  der  Wirklichkeit  auch  so  betrachtet.  Sie  kOnnen 
also,  wie  es  auch  geschieht,  als  zinstragend  angelegt  werden. 

•  Der  Einwurf  des  Aoatocismns  trifft  daher  nicht  zu,  wie  denn  auch 
die  meisten  Reehtslehrer  und  manche  Gesetzgebungen^  keinen 
^Anatocismus  darin  erblicken. 

3)  Demnach  widerlegt  sich  auch  der  Vorwurf  No.  3,  a.  wegen 
Beeinträchtigung  des  Gläubigers. 

Bs  ist  nun  n^t  au»  verlcennen,  dass  die  hier  zusammenge- 
stolltan  Grttnde  ffir  und  wider  von  Zutülligkeiteh  hergebelt  sind,  \ 
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«d  sich  dcht  ftof  did  Sache  als  aalohe.  sondern  auf  Aeoseer- 
UchkeltEii  bealeben,  als  da  sind.*  verspStj»tes  Eingebeo  der  filiH- 
gas  ZiDsea,  MOgHcbbelt»  dieselbeo  sogleieb  wieder  so  bennfaeii» 
Dispeoibilititt  eines  GeldmathtSy  Sergfalt  Iii  Benatanng  der  empte- 
Itenea  SamBnen,  Tbltigkelt  nnd  FIdss  des  ßmpOfBgers»  Stipula« 
ti&nea  bestimaiter  Gesetze»  besondere  Rfldisichtnahnie  anf  deit 
Vortheil  des  Gläubigers  um)  Betontinf  des<>elben  (No.  3,  a.),  wäh- 
rend doch  der  Schuldner  oder  Nutzniesser  die  gleiche  Rücksicht 
verdient»  da  die  Benutzung  der  ibni  im  Laufe  der  2elt  zufallenden 
Zinsen  noch  viel  schwieriger  wird,  weil  sie  immer  nur  ein  kleiner 
Theil  des  Kapitals  sind,  u.  s.  w.  Zudem  ist  der  so  oft  nnd  stark 
betonte  Einwurf  wegen  verspäteten  Eingehens  der  Zinse  der- 
schwächste,  da  dieseni  Umstände  durch  Zurtickschicbung  der  ' 
Zahlung  auf  eine  etwas  spätere  Zeit,  etwa  ein  viertel  oder  halbes 
Jahr  nach  der  Verfalizeit,  ganz  leicht  begegnet  werden  kann,  wie 
auch  einzelne  Gesetzgebnngen  ihnn. 

I 

Nach  innem  Gründen,  die  meines  Eraehtens'  nnr  ato  «der 
lAatbeinatik  nnter  Zngrvndelegnng  allgemein  anerkannter  That- 
saehsn  bergebelt  werden  nifiasun,  hat  man  sidb»  wie  ans  dem 
Gemmen  hervorgeht,  nicht  nmgeseben,  denn  weder  Leibnits» 
noch  ein  aD<|erer  naeh  ihm  hat  den  schuldigen  Beweis  geliefert 
dasB  die  Rechnuog  mit  Zinseszinsen  sn  einem  richtigen  Renal- 
täte  nnd  die  mit  einfachen  Zinsen  sn  einem  unrichtigen  führe,  ebeo  so 
^  wenig,  als  umgekehrt  Hoffmann  und  seine  Nachfolger  bisher 
nachgewiesen  haben»  das»  die  Hechnnng  mit  einfachen  Zinsjen  zu 
dem  richtigen  und. die  mit  Zinseszinsen  an  einem  unrichtigen  Re- 
sultate (&hre.   *  ' 

leb  habe  nun  bi  meiner  Anleitung  28—3(1  S.  66.  n.  ff*  das 
Verh&ltniss  swisehen  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  und 
derjenigen  mit  Zinseszinsen  festzustellen  gesuc^fat^  und  glaube  Ittr 
ein  unbefangenes  Urtheil  dort  den  Beweis  geliefert  zu  haben»  dass 
beld^  Rerbnungsarten  immer  auf  verschiedene  Resultate  föhreo, 
wenn  die  Zeit»  worin  die  Kapitalien  IMIig  sind»  sich  auf  mehr 
als. ein  Jahr  erstreckt,  und  dass  dann  nur  die  Rechnung^  mit  Zin* 
seszinsen  auf  ein  richtiges  ün^  die  mit  einfachen  Zinsen  auf  ein 

unrichtiges  Resultat  führe. 

•  t 

Da  mit  didser  Ontersnchmig  die  StreiHrage  fih«r  die  riehtign 
Bersehnnng  des  Intenisorlnms  anf  daa  Genammte  susammenbingt^ 
sn  habe  leb  die  dort  entwiohelten  Bitse  in  dem  4.  Kapitel  meiner 
Ankifnng  {•  44.  n.  IE  hierauf  angnwendet»  so  dsM  ich  '  woU  an-' 
lähmen  darf,  dass^  w^  Algebra  verafeht  nnd  Tornrtbsilsfrel  nn 
dkrBeaiitwortnng  dieser  Frage  geht»  diesdn  lange  danemden  fil^it 
flir  hiniingKcb  eifirteril  nnd  entsohieden^  baiton  wird. 
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Endlich  findet  sich  im  Archiv  für  civilistische  Praxis 
Bd.  XXIX.  Uft.  1.  S.  34— III.  eine  von  mir  besonders  für  Juristen 
geschriebene  Ab  handlang  über  das  loterusurium  abgedruckt,  wo« 
rb  aasfäbrtidi  die  nlnlickeA  SitM  aageweodet  imd  durch  ver- 
schieß« Beispiele  vei4«atUclit  tiiiL  Zogleieh  habe  ieb  dort,  de 
heaptoiebUeii  dei  filnworf  AnäUtdammi  vob  4eii  Verüteidi- 
gm  der  eiofaehep  Zinereclimiiig  eterk'  betent  wird,  eine  neue, 
eveecUleMlieh  anf  der  Recbonep;  mit  einfeebeo  2^iMeii  beiahewla 
Mefhede  angegeben»  die  so  dem  Blmliebee  Reeettate»  wie  die 
Beoboang  mit  Zmeeflsineee  (eifa  Beweis  Ar  die  Ricfatigkeit  beider 
Metbodee)  fihrt»  and  die  aacb  epftter  hi«f  In  aller  Strenge  to^ 
'  getragen  werden  wird,  eo  daae  iwei  «nter  eicb  gana  venebiedene^ 
auf  das  gleicbe  Resultat  f3brende:Metboden  der  Hoffmatin 'sehen 
Metbede  gegeefiber.  stehen  und  gemetnecbaftlich  ibie  Unrlebtlgkelt 

*  beeeugen,  und  wiO  s«»  6ber  den  Erfolg  meiner  Bemühung  betisfaten. 

Lauteschläger  urtheilt  hierüber  in  seinem  Werke:  „Die 
Lehre  von  den  eitifachen  und  zusammengesetzten  Zin- 

•  sen,  Darmstadt  1851**  S.  163.  wie  IVilgt:  „Wie vom  8fan(i})iinkte 
dter  reinen  Theorie  der  aus  innern  ün'inden  geschöpfte  strenge 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Lei bnitz'schen  Methode  (Rech- 
nung mit  Zinseszinsen)  geführt  werden  kann,  darüber  sehe  mau 
Oettinger,  »^Anleitung  zu  finanz.,  p olit  u.  juridischen 
Rechnungen",  §§.  28— 3L  und  §§.48-41)/' 

Ritter  Sussert  sich  in  seiner  Anleitung  zur  Auflusung» 
fintwlekluag  und  Berechnung  der  wichtigsten  Aufgä* 
ben»  Formeln  und  Tabellen  der  einfachen  und  zusam- 
mengesotzten  Zins-  und  Zeitrenten-Rechnung,  Stutt- 
gart 1840**  übereinstimmend  mit  obigen  Angaben  über  die  in  dea 
hierher  gehörigen  Schriften  herrschende  grosse  Unsicherheit,  Will- 
kuhr  und  Inkonseqnpnz  mit  folgenden  Worten  im  Vorwort:  „Nicht 
selten  verwirft  iler  eine  Autor  die  Voraussetzungen  nnd  Ansicliten 
des  andern.  So  sagt  z.B.  Clausberg  (in  seiner  „Demonstra- 
tiven R  echnenkunst"))  ^^^^  nicht  den  Arithmeticis,  son* 
dem  den  Kechtsgelehrten,  obliege  zu  entscheiden,  in  welchen  Fäl- 
len man  einfache  oder  zusaninirn<,'esetzte  Zinsen  recluien  soll; 
indoss  Oettinger  in  seiner  Anleitung  von  der  Aoisiclit  ausgeht, 
es  künnen  hierüber  nur  arithmetische  (ifiinde  entscheiden.  Ich 
8ell>st  halte  mich  bei  <l<"r  AuiestelUmg  und  Nachweisung  arithme* 
tischer  Sntze  gleichfalls  an  innere  Gründe,  welche  allein  der  Cal- 
cul  an  die  Hand  geben  kann,  lialje  aber  duK  h  einen  langjährigen 
Verkehr  mit  Finanzmännern  und  andern  (ie>cbaftsleuten  die  feste 
Üelierz.eugung  gewonnen',  dass  in  jedem  vorkommenden  Falle  eine 
vorbergetroffeoe  Uebereinkunft  zwischen  dem  Gl&ubiger  uod  Schuid- 
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ner,  und  ifi  Ermangelung  einer  solchen  der  berkuomliche  Gebrauch 
oder  das  Gesetz  entscheide,  ob  einfache  oder  zusammengesetzte 
Zinse  gereehnei  werden  müssen.  Aus  diesem  Grunde  beechriiokte 
ieb  mich  euch  io  dieeer  Schrift  darauf,  überall  sii  seilen«  wie 
man  recbnee  müsse,  wenn  einfache  oder  BQsanimeiigesetzte  Zin- 
aen  yorauegeaetat  werden« 

Ritter  tritt  im  Wesentlichen  der  Anaiebt  Ciausberg^s  and 
Brup  e'a  bei.  Stellt  man  «ber  die  innern  Gründe  als  ersten  Grund- 
aata  auf,  so  Hast  sich  damit  aebr  schwer  da«  Rekorriren  auf  das- 
ürtbeil  der  Finanaminner  oder  anderer  Geadiiflalente,  also  auf 
eine  fremde  Autorität  Toreinigen»  und  der  Nachsatz  hebt  den  Vor- 
dersata  auf.  Gibt  man  sogar  an,  daaa  im  concreten  Falle  die  Ent- 
scheidung der  Uebereinicnnft  zwischen  GlSnbiger  und  Schuldner 
uberlassen  werden  müsse,  da  Zwang  nicht  anwendbar  ist,  so  liegt  ' 
docb  die  Pflicht  vor,  jeden  Interessenten  darüber  zu  verständigen, 
weiche  Aietliode  die  richtige  ist  und  welche  dem  einen  «der  an- 
dern \on  ihnen  Schaden  bringt.  Die^s  alles  aber  kann  uur  durch 
eine  kiare  Schlus^iulgerung  der  Mathemalik  geschehen. 

Was  nun  die  im  Archiv  für  civilistische  Prazia  von  mir 
eracbienene  Abhandlung  betrifft,  so  findet  sich  in  dem  Lehr« 
buche  der  Pandecten  von  Dr.  Lndw.  Arndts»  München 
1852,  p. 332.  j. 220. bierflber Folgendes;  „ Die malbematiacbe Rich- 
tigkeit ihren  Ergebniaaea  (der  Leibnlta'acben  Metbode)  iat  nen- 
Ordings  nachgewiesen  von  Oetlinger  im  civil.  Archiv  XXIX,  % 
welcher  mgleich  eine  im  Resultat  fibereinstimmende  neue  Methode 
angibt«  womach  gleichmisslgjene  beiden  Grfisaen  (Ar  den  Schuld- 
ner und  Glfiubiger)  ermittelt  werden.^ 

Ueber  die  HoffmamTs«  he  Methode  findet  sich  ebendaselbst 
Folgendes:  „Diese  Herecliining  wird  gleicbuobl  noch  von  mai^ 
eben  als  die  juristisch  richtige  angesehen,  z.B.  von  Schräder 
Abtb.  11,  2;  F. Zachariae,  Ueber  die  richtige  Berechnung 
des  Interusuriums  nach  Grundsätzen  des  Rechts» 
^  Greifswald  1831;  v.  Vangerow  III.  S.  180-188.  Diess  kann 
aber  als  Regel  nicht  angegeben  werden. 

Aach  V.  Vangerow  rSumt  in  seinem  Lehrbuch  der  Pan- 
decten, 6.  Aufl.,  3.  Bd.,  §.  S.  199.  unter  einiger  Modiüeation 
der  oben  angeführten  Ansicht  ein,  „dass  nur  nach  der  Leib- 
nitz sehen  iVIethode  der  wahre  Werth  einer  spfiter  Oillig  werden- 
den Forderung  in  mathematisch  genauer  Weise  festgestellt  wird 
und  namentlich  nur  durch  ihre  Anwendung  eine  wahrhaft  gleich- 
heittlche  Behandlung  des  Schuldners  und  Gläubigers  stattfinde, 
▼ergl  l»esonders  Oettinger  a.  a.  O.  S.  85.'%  macht  auf  die  neue, 
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von  mir  an^pjebene,  im  l»esnjtate  mit  der  Lei  b  nitz'schen  öber- 
eiiKstimmende  Berechnunfrsart  aiiliDerksam ,  glaubt  aber  doch,  dass 
den  VVrhäll iiisst  M  (U«*»  prakti^cben  Ijebens,  durch  die  eine  ganz 
strenge  Dunlihihrung  ihrer  Anforderungen  nicht  niögli*  fi  ist,  Ruck- 
sicht zu  tragen  sei  und  schlägt  vor  »»keine  der  beiden  ncr^^chnungs- 
arten  rein  zur  Anwendung  zu  bringen,  sondern  eine  den  eoncreten 
Verhattiiiiiüteu  de»  einzelueu  Falle«  entsprechende  Combinatipn 
beider."  ' 

Wie  8oU  aber  tias  richtige  Bindeglied  zwischen  einor  richti- 
gen und  unrichtigen  l\echnnno>art  L-t  funden  \verdenV  so  kann  man- 
mit  Recht  Iragen.  "Wäre  es  nicht  isaehgeniat.x'1  ,  i)ie  richtige  Rech- 
nungsart fei^tzubaiten  und  an  t^ie  diejenigen  .Modilikiitioneri  aazu- 
kmipien,  die  äich  mit  ihr  in  Rücksicht  aut  üiiiigkeitügründe  ver- 
binden lassen  ? 

Während  nun  die  genannten  Schriftsteller  die  Rechnung  mit 
Zinseszin.sen  als  die  richtige  anerkennen,  tritt  Ür.  Keil  in  mei- 
ner Scbrilt:  „Das  Interusurium  oder  die  richtige  Be- 
stimmung der  Forderungsw e rt h e  zu  andern,  als  den 
Verfal  Uzeiten,  Jena  1854"  ganz  entsciüeden  gegen  die  in 
meiner  Abhandlung  über  das  ^interusurium  gegebenen  ^iachweU 
sungen  in  die  Schranken. 

Fr  gibt  zwar  S.  H^J.  seii)er  Srhrlft  zu,  dass  die  Rechnung  mit 
Zintieszinsen  „die  genügcncUte  Lüftung  des  Interusuriums  bildet", 
bemerkt  jedoch,  dass  ,,<lie  wohl  Tnehrseitig  z.  E.  von  Dr.  Oet- 
tinger  in  der  angeführten  Aiihandlung  daraus  hergeleitete  Fol- 
gerung, dass  sie  d arum  auch  überall  als  die  richtiije  unterlegt 
werden  müsse,  sclinn  an  sich  und  insbesondere  aus  den  §§.  3 — 9. 
bereits  angeführte!»  CirüiHlvTi  (in  der  Schrift  des  Ür.  Keil)  irrig"  sei. 

Ich  küuiite  micl)  heinnügt  ii ,  einfach  diese  Aeusserung  anzu- 
führen, denn  diese  Worte,  in  andere  übergetragen,  können  wohl, 
nur  folgenden  Sinn  haben:  Es  ist  zwar  richtig,  dass  2  mal  2  —4 
ist.  Soll  aber  dieser  Satz  liberal!  als  richtig  anj?ewehdet  wer- 
det», so  ist  das  ein  völliger  Irrthura.  Soll  ferner  dieser  i^tz  nach 
den  von  l)r  Keil  gegebenen  Erörterungen  be^viesen  werden,  so 
dürfte  diess  nach  S.  93.  und  94.  seiner  Schrift  keine  besondere 
Schwierigkeit  haben.  Hat  man  nämlich  eine  Kugel  von  "1  Fuss  Cuhik- 
inhalt  und  wünscht  Jemand  eine  Kugel  von  2  mal  2  =4  Cul»ikfuss 
Inhalt  zu  erhalten,  so  wird  diejss  V  erlangen  nicht  durchführbar 
«ein,  denn  es  wird  einem  Arbeiter,  auch  dem  geschicktesten,  kaum 
gelingen ,  mit  der  vollen  Präcision  eine  Kugel  von  genau  4  Cubik- 
fuss  Jnhait  zu  ferfertigen.   Q.  e. 

Tch  sehe  mich  aber  veranlasst,  mich  gegen  einen  andern  mir 
von  Ur.  keii  gemachten  Vorwurf  zu  verwabreD.    &  94.  «einer 
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Schrift  fanden  sich  foluende  Stellen:    „ Allerdlni^s  sind  för  die 
irnge,  obwohl  durch  ihren  ansprechenden  Inhalt  im  Voraus  für  • 
sich  einnehmende  Aneicht,  ,,,,da6s  bei  Diskonlirnniren  stets  dafij 
Guthaben  beider  Theile  s^ieichmässig  berecbnet  werden  müsse"*' 
verschiedene,  im  gewählten  Beispiele  verdeutliclite ,  zugleich  aber 
auch  anscheinend  allgemein  gütige  Gründe  erdenkbar,  deren  Ualt- 
losiffkeit  vielleicht  nicht  aut  den  ersten  Blick  zu  erkennen  ini, 
allein  doch  einer  hinlänglich  sorgsamen  Kritik  nicht  zu  entgehen  * 
vermag**,  und  ferner;  „Dr.  O ettinger,  welcher  fiberhanpt  mei- 
nes Ualürhalten»  sehr  scheinbare,  zeither  wenig  beachtcfo  (^nind^ 
ffir  die  Zinszinsrechnung  geltend  macht,  allein  nicht,  wie  man  io  • 
inehreren  neueren  Schriften  bemerkt  ündet,  ein  ganz  neues  System 
aufstellt.*' 

Ich  bemerke,  dass  es  iiiir  sehr  ferne  liegt,  in  meinen  Arbei- 
ten mit  „scheinbaren"  Gründen  und  bestechenden  Ansichten  oder 
Trugschlfissen,  die  nur  die  sorgsame  Kritik  des  Dr.  Keil  aul/u- 
finden  vermag,  vorzugehen.  Das  ist  ziimai  in  der  Matbeniatik, 
auf  deren  iJodtm  ich  mich  in  meiner  Beweisführung,  wie  Herr 
Dr.  keil  wohl  wissen  kann,  bewege,  nicht  möglich,  (ierade 
Arndts  und  Vangerow  haben  die  gleichheiUiche,  also  rechtlich 
objecti\e  Behandlung  des  Schuldners  und  Gläubigers  von  meiner 
Seite  anerkennend  hervorgehoben,  worin  die  sorgsame  Kritik  des 
Dr.  Keil  einen  trügerisch  einnehmenden  Schein  erblickt  Gegen 
diese  Anschuldigung  glaube  ich  Verwahrung  einlegen  zu  sollen. 

Wenn  aber  Herr  Dr.  Keil  meint,  dass  die  von  mir  (8.  80. 
§.  15.  meiner  Abhandlung)  angegebene  weitere  Methode  (irh  habe  ,  ' 
sie  nicht  „System"  genannt),  den  Werth  künftig  fälliger  Kapita- 
lien zn  berpchnen,  nicht  neu  sei,  wÜI  irh  Ihm  diese  Meinung 
nicht  nehmen,  da  ich  nicht  weiss,  in  wie  \\v\\  ihn  seine  Kennt- 
nisse in  der  IMatheiiialik  /ii  diestnii  I  rlhed  liereclitigen.  Ich  er»  '  • 
suche  ihn  daher,  den  schiddii^en  liewcis  zu  tühren,  und  benieike, 
dass  mir  kein  Werk  bekannt  ist,  worin  diese  Methode  früher  als 
ib  meiner  Abhandlung  gelehrt  ist.  , 

Will  Herr  Dr.  Keil  meine  F3ou-f»isfnhrnni^  fiher  die  liichfig- 
keit  der  Zins/ins  ■  Heehnung  widerlegen,  so  ist  der  geeignete  VN  eg  '  •* 
bierzu,  zuerst  dieselbe  io  meiner  Anleitung,  die  er  nur  dem  Titel 
nach  zu  kennen  seheint,  anznsi  hen  und  dann  anf  algehrnisrhern 
Wege  zu  entkräften,  anstatt  dif»  so  oft  von  ihren  (iegnern  wie  ' 
derh'niten  Gründe  wieder  vorzuliihren ,  und  einen  Vermittlungs- 
Vorsehlag  ZU  machen,  der  mathenm tisch  eben  so  unrichtig  und 
vnbaltbar  ist,  als  die  Rerhn«ni4  iidt  einiaeben  Zinsen. 

Diess  ist  im  WesPfitüchen  die  Geschichte  und  i?pr  ijef^or-« ar- 
tige Stand  der  oben  angeregten  Frage.   So  lange  nun  nicht  nach- 


.   Digitized  by  Google 


1 


206  OetHnper:  WHtm  MüßOuwig 

gewiesen  ist,  welche  von  beiden  Recboongsarten  eift  rUbtige« 
Resultat  liefert»  kann  dieselbe  nicht  entschieden  werden.  Der 
bbber  betroteoe  .Weg,  sie  durch  Aufetellang  Süsserer  Gründe, 
wozu  auch  die  Geeetee  zu  zählen  sind,  zu  entocbeiden,  filhrt  nicht 
zum  Ziele.  •  Die  Trage  selbst  hat  «her  eine  viel  ifichtigere  Bedeu- 
tung, als  die  EnteclieiduDg  Ober  die  fiehtige  Öerechniieg  des  le- 
terueoriwis.  baejlelt  aieb  um  Gewinnung  einer 'wieeeneehaft- 
.  Jkhen  Grundlage  'für  die  pol! tische  Arithmetik.  So  lange 
nfimliob  der  oben  angedeutete  Beweis  nicht  geführt  ist,  mangelt 
,eft  diesem  gewies  sehr  wichtigen  Zweige  der  Hatbemallk  an  emer 
festen  Grandlage,  and  dieser  kann  nach  meiner  Anskht  nur  ans 
Innern,  dem  Caienl  zu  entnehmenden  Grfinden  gcAilirt  «erden. 

^  Von  diesem  Standimnkle  aus  soll  hier  die  angeregte,  ganz 
allgemein  gehaltene  Frage  beantwortet  werden.  Daraus,  dass  io 
der  neuern  und  neuesten  Zeit  in  manchen  Schriften  die  Lehre 
von  den  chifachen  Zinsen  nicht,  sondern  nur  die  von  den  Zinses- 
zinsen  enthalten  ist,  kann  nichts  für  oder  wider  bewiesen  und 
keineswegs  die  ünzuläseiichkeit  der  Lehre  von  den  einfachen 
Zinsen  gefolgert  werden,  denn  die  ISichtaufnahme  einer  vorhan- 
denen Lehre  in  eine  Schrift  ist  noch  nicht  als  Heweis  für  die  üfi- 
richticjkeit  hinzunelimeii .  «  hen  so  wenig  wie  die  Aufnahme  beider 
Lehren  als  Beweis  für  die  Uichtigkeit  beider  gelten  kann. 
Vor  allem  aber  kann  aus  dem  Ignoriren  eines  Gegenstands  nichts 
für  und  gegen  denseilten  gefolgert  werden,  wenn  es  die  Beant- 
wortung  einer  Streitfrage  gilt. 

Der  Umstand,  dass  die  ▼ortiegende«  Frage  noch  nicht  zur 
Entseheldong  gekommen  Ist,  liegt  nach  meiner  Auslebt  darin,  ^ 
'dass  ihre  Beantwortung  bis  jetzt  nicbt  der  Mathematik,  wohin 
sie  unzweifelhaft  gebort,  vindicirt,  sondern  in  das  Gebiet  der 
Jurisprudenz',  das  reichhaltige  Feld  der  Controverseu,  gescho* 
ben  wurde.  Hat  die  Mathematik,  wie  sie  soll,  ihre  Nachweisim- 
gen  gegeben,  dann  können  leicht  die  weitern  Conseqoenzen  gezo- 
gen werden,  und  es  ist  dan-n-S^che  der  Gesetzgebung,  diese 
riachweisuDgen  anzuerkennen  and  nach  ihnen  die  Gesetsgshnng 
va  ordnen,  denn  das  aaf  die  socialen  Verhältnisse  aasuwendende 
Recht  darf  doch  nicht  wohl  auf  onrichtiger  Unterlage  nihen.  Wir 
wenden  uns  nun  zur  Sache. 

Lehrsatz.    Sind  die  Summen  Lj .  L.,,  Z^,  am  Ende 

von  n  gleichen,  sich  iolgenden  Zei ta Iks c  h n  i f  ten  (ge* 
wübnÜch  Jahres*  oder  Haibjahresfristen)  ohne  Zinse 
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fSlIig  und  soll  ihr  gej^enn  ärtiger  Werth  bei  dem  ^ios- 
fuss  p  berechnet  werden, -so  enfslelit  eiD  richtiges 
Resultat,  wenn  die  einzelnen  Zahlttn^en  naeb.dirai 
SaitverbSltoiss  mit  Zinsessliiten  rsbattlrt  werden.  Dae 
Rtaififal  wird  anrieht!^  und  zu  gross,  wenn  die  elnsel. 
nen  Zafalangen  mit  einfachen  Zinsen  rabattirt  werden. 

Zu  bemerken  ist,  da«8  ^der  Torstehend«^  Lehrsatz,  wie  schon 
oben  gelegentlich  angegeben  wurde,  nur  gilt,  wenn  ^ch  die  Ra- 
battirung  auf  mehr  als  den  ersten  Zeitalischnitt  erstrockt,  denn 
die  l?abattirun!]^swerthe  sind  hei  einfachen  Zinsen  und  Zioseszin* 
AQU  ftir  den  ersten  Zeitabschnitt  einander  gleich. 

P 

Seist  man  nnn  der  Kfirse  wegen       =  0,0j»,  wie  diese  aucb 

in  meiner  Anleitsng  gesetiah,  nnd  betelcbnet  de« gegenwMrtfgenlVertb 
•immtiicher^  kOnftig  Alliger  Summen;  der  sieb  au#  der  Rabattinmg 
mit  einfachen  und  ZiAsesaiasen  naeb  de%  Formel  Ne.  2and 
ergibt,  durch  1?,  so  stellt  sich  der  vorstehende  Lehrsata  nach  No.  2 
und  No*  1>  !•  auf  folgende  Weise  dar,  wenn  allmSKg  1,  2,  i,».n 
statt  n  gesetzt  wird: 


1^  '  1.Ü/>*^1.€!p»^  •  1,0|>»' 

r 

^  ^    1.«^  +  1,02p  +  1,03p  +  "  •  liffi^  • 


Erster  Beweis. 

Bei  diesem  Beweise  gehen  wir  von  SAtsen  aus,  die  allgemein 
als  maas8gebend  bei  Kapitelaablungen  im  praktlaoben  Leben  an- 
erkannt aind,  wenden  sie  naeb  Ihrer  Festetelllmg  auf  obige  Dar- 
stellungen No.  1)  und  9  an  und  untersuchen  den  Erfeig,  wodurch 
sieh  dann  einfach  die  Riebtighelt  des  L^hrs|t^es  ergeben  wird. 

Bei  Contrahirunii  (iin  r  'schuld  treten  zwei  Personen,  Gläubi- 
ger und  Seliuld  iicr,  in  ein  V  er  t  rag  s- V  e  r  Ii  .i  1 1  n  i  ss.  Der  Gläubi- 
ger übergibt  dem  Schuldner  an  iriifiKl  eittem  Zeitpunkte  eine 
bestimmte  Summe  haar.  Der  Schuldner  verpflichtet  sich,  von 
diesem  Zeitpunkte  an  im  Laufe  der  Zeit  das  ejupfanseiie  Geld 
(allmälig  oder  auf  einmal)  nicht  nur  /mück  zu  zahlen,  sundern 
auch  stets  das  noch  in  Händen  habende  Kapital  zu  verzinsen. 
Sind  alle  vom  Schuldner  über  Kapital-  und  Zins-Zahlung  eilige 
gaogenen  Verpflichtungen  erßillt,  so  ist  mit  der  letzten  Zahlung 
die  Forderung  des  Gläubigers  befriedigt  und  die  Schuld  iietilgt. 
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Die  Thätigkeit  des  GlSubieers 'beschränkt  sieb  in  der  Regel 
auf  einen  Act.  Die  Thätigkeit  des  Schuldners  ai^f  mehrere» 
in  der  Zeit  nach  einander  folgende.  Bei  den  gegenseitigen  Zah« 
luncsieistungen  des  Schuldners  und  Gläubigers  werden  daher 
nicht  gleichzeitig  lällige  Werthe  mit  einander  verglichen,  sondern 
solche,  die  in  dor  Zeit  auf  einander  foli;en  und  die  jsolort  auf 
einen  und  den  selben  Zeitpunkt  bezop:en  werden  müssen, 
denn  nur  in  dics«>ni  Falle  kann  von  Gleichsetzen  der  Wertbsum- 
roen  die  Ride  sein. 

Ein  handelt  «ich  also  hier  nlelit  vqn  wirklieber  Gleich- 
heit der  yom  Gl&ah1|cer  erlegten  und  der  vom  Schuldner  Im  Leufe 
der  Zeit  <n  erlegenden  Summen»  sondern  nur  toii  der  Gleich- 
holt  des  Inhaltes  oder  Warthes  der  gegenseitigen  Zab* 
lungslelstungen  »wischen  )ßlfioblger  und  Schuldner,  denn  der 
Schuldner  gibt  im  Laufe  der  Zeit  eine  ungleich  grossere  Gesammt- 
mmme  suriick,  als  er  empfangen  hat. 

Um  Dun  die  vorliegende  Aufgabe  bequemer  lösen  zu  künnen, 
gehen  wir  von  Folgendem  aus: 

Es  werde  eine  ISchnlH  K  contmhirt.  Der  Srlniliiner  verpflich- 
tet sich,  diese  Summe  in  Jahresfristen  und  durch  jährliche  Ver- 
zinsung mit  p  Procent  innerhalb  n  Jahren  so  zu  tilgen,  dass  er 
der  Reibe  nach  jährlich  die  Summen  ^2*  A^,....An  vom  Ka- 
pital abträgt  und  ausserdem  am  Ende  eines  jeden  Jahres  den 
Kapitalrest  verzinst. 

Mit  diesen  Leistungen  hat,  wie  man  sieht,  der  Schuldner  am 
Ende  des  nten  Jahres  seine  Schuld  vollstfindig  getilgt. 

Der  TilffunGfsplao  ist  ganz  aliceniein  und  man  kann  unter  ihn 
alle  f?e(]enkbaren  Tilj^un^sarten  (L'leichheitlicbe  Tilgimgssommen, 
wachsende,  fallende,  einmalige  oder  allmälige  Kapitalabtragungen)' 
dnrch  beliebige  Annahme  der  A  mit  Leichtigkeit  briniyen.  Bei 
einer  einmaligen  Tilgungssumme,  wie  es  gewöhnlich  bei  kleinem 
Snmmen  der  Fall  ist,  sind  alle  vorhergebenden  Tilgungssummen 
gleich  0  und  An  =  K  zu  setzen  u.  s. 

Ermittelt  man  nun  die  Verpflichtungen,  welche  der  Schuldner 
im  Laufe  der  Zeit  au  erftdllen  hat,  so  stellen  sie  sich  in  folgen« 
der  Weise  fest. 

Am  Ende  des  ersten  Jahres  bat  er  Ai  am  Kapital  abzutragen 
und  die  Zinse  vom  Gesammtkapital  zu  zahlen.   Es  ist  daher 

Li=A^i-£.Oftp. 

Am  Ende  des  ewelten  Jahrs  hat  er  A^  und  die  Zinse  des  um 
Ag  verrli^erten  Kapitals  sn  zahlen.   Diess  beträgt: 


d€r  poUUaekem  MUkm«Hk. 


AiQ  Ende  dos  dritten  Jahres  hat  er  und  die  Zinse  von  dem 
HB  Ai  mid  A^  verringerten  Kapital  zu  zahlen.   Die<»6  betrfigt: 

0.  s.  \\,  Setzt  man  diese  Schlussweise  fort,  so  sind  die  Cesammt- 
Iei8tufii:eri  des  Schuldners,  ivie  sie  sich  im  Laufe  der  Zeit  erge- 
b«n,  in  folgender  Darstellung  enthalten: 

3)     /.  =  L,=,^, +ir.ü,Op. 

1^8  =  ^5+  (K-  Ai  -  A^)  0,()/i 


jLj,  =  ^«  +      —      —  ^  -- ....  —  Am-l)  O,0jp. 

f 

t)a8  Ge^a^^te  gibt  tollende  (iniiidlagen  und  Aohaltsponkte  Tür 
die  weitere  Entivickluug  des  Caiculs: 

4)      >  Ai A^-{- A^-^  ,m..An, 

^ü^f  ••••  Am  müssen  auf  die  Til- 
gang  des  Kapitels  ▼en^endet  werden  und  kommen  ihm  daher 
glefcb. 

5)  D  u  r  c h  <l  i  e  i n  N o.  3)  a n  ^ e  e b e  n  e n  n  d  im  Laute 
der  Zeit  allmäli^r  leisteten  Kapital-  und  Zins-Zab- 
luni^eri  hat  der  Sc  huldner  seine  Schuld  vollständig  ge« 
tilgt.   Hieraus  folgt  weiter: 

"6)  Die  im  Laufe  der  Zeit  allm.ili^  zu  leistenden  und 
in  No.  8)  an^e  ;i  e  benen  Oes  am  m  tza  Ii  I  u  ngen  Z/j,  L^,  ....Ln^ 
obwohl  der  Suinmo  nach  grösser,  sind  ihrem  Inhalte 
oder  ihrem  \V  erthe  nach  dem  von  dem  GiNuhiger  aus- 
gezahlten l^apitale  A'  gleich.  Sie  sind,  obwohl  inSumme 
grösser,  zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger, 
sonderndem  Inhaltenach  gerade  so  viel  werth,  als  das 
gegenwärtig  baar  hinterlegte  Kapital  des  Gl&ubigers. 

Die  hier  aufgestellten,  in  der  Natur  der  Sache  beg^riindeten 
Sätze  sind  wichtig,  denn  sie  bezeichnen  den  Weg>  auf  welchem 


/ 
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künftig  fällige  Summen  Z;,  ,  L2,  L^,....Ln  mit  einem  gegenwär- 
tig l)aar  vorräthigen  K.i]iitale  dem  Werthe  nacli  verglichen  oder 
rabattirt,  d.  h.  auf  ihren  gegenwärtigen  Werth  zurückgeliracht 
werden  können,  nn()  hilden  den  Prüfstein  für  die  Kichtiizkeit  aller 
im  Calcul  anzuvvend(  iiiIjm)  RechmniL^sinothodeii.  Dieselben  müssen 
nämlich  Resultate  gehen,  welche  mit  (iicseii  Sfif/en  übereinstim- 
men Ist  diess -nicht  der  Fall,  f^n  ist  es  ein  sicheres  Kennzeichen, 
für  die  Unrichtigkeit  uiiii  Unzulässigkeit  der  angewendeten  Rech- 
nuogsmötbode  *), 

Nach  dienen  ßenierkungen  ist  nan  die  vorliegende  Aofgabe 
darauf  zarüclcgebracht :  Metboden  apzugeben,  'welche  den  Zab- 
lenwerth*  der  in  No.  3)  angegebenen  Gesainnitleistengeti  aaf  die 
Summe  K  zurückzuführen. 

Um  nun  den  verlangten  Beweie  su  geben»  hat  man  auf  die  unter 
No.  3)  veneichneten  Gesammtleistungen  zuerst  die  Rechnung  mit 
Zi n seszinsen,  dann  die  mit  einfachen  Zinsen  anzuwenden 
und  die  hieraus  folgenden  Resultate  mit  den  in  No.  4)  und  6)  auf* 
gestellten  Grundsätzen  su  vergleichen. 

Man  kann  nun  statt  Nu.  3)  auch  foleende  Darstellung  wählen, 
weiche  die  Durchführung  des  Calculs  erleichtert.  Aus  No.  4)  ist 
nämlich' : 

7). 

jff  —  ^1  —     —  4t     — ^r-t «  i^r  +  iÄf+t  +  Ar^% + ....  An^  +  il». 

Benutst  man  nun  diese  Darstellung,  führt  sie  in  No.  3) ein,  indem 
man  för  r  allmälij»  die  Werthe  1,  2,  3,  4....1»  setst^  rabattirt  die 
einzelnen  Jahresfeistongen  nach  der  Cormel  2,  §.  1.,  indem'  man 
statt  £  allmäiig  die  entsprechenden  Werthe  und  statf  »  i^lmälig 
1,  2,  3,....it  schreibt»  so  erhält  man  durch  Rechnung  mit  Zin- 
seszinsen folgenden  Ausdruck  fOr  den  gegenwärtigen  Weitb 
simmtlicher  Zahlungsleistungen:'  .  .  , 


*)  Die  viiratchenden  Satze  sind  nach  meiner  Ansicht  so  einfai;ii 
klar,  sind  in  allen  hieher  gehörigen  Gesrhafien  de«  prakttachen  Lelcn* 
allenthalhen  als  rofiR89«rebend  und  festslehend  so  nnzweifelhaft  anerkannt, 
dass  man  in  der  That  kaum  einen  Einwnrf  gegen  dieselben  erwarte» 
«olUe.  Dennoch  ist  es  in  einer  Reccnsion  über  meine  Anleitung  (Q&t' 
tiogor  geL  Ansei  gen  J.  1849.  S.  539»  n.ff.)  geatbehsn«  Die  4mi 
gemadilen  Eiswesdangen  halte  ich  aber  theili  fnr  nniutreffend,  ihtU» 
Megvondetj  le  das«  die  obig«  8eli|Q«sfclge  dnicb  sie  nicht  beirrt  wer* 
das  kann. 


4Br  poiUiicken  Arithmetik, 
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UV 


Lm_         An      An. 0,0p 

Werden  nun  die  Klammern  in  der  Toretehenden  DarvtelluDg  aaf- 
gvlust  und  sftmmtliclie,  mit  0,0p  verbiindeiie  Glieder  nacb  den 
gleieben  Stellensablen  der  A  geordnet»  so  erbillt  man: 


^  Ai  A3       A^  An^l  An 


il,  .0»0p,A»0,0p^  A^.Ofip,  A^.Ofip  ,  ^B,i.O,(V 


■**  1,V  UOi»«  J,(J!p« 

><4.0^  A-iO.O^ 


An—\.OJdp 


AnOyOp 


Anmp 


1.V 


A.0,0/; 


.  il«.OQp 
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SiMlIileli«  Vertikalreihen  dieser  DarsteUaag.  deren  Clieder  sul 
Qy(^?wliand«ii  slod»  laaMnsicli  oacb  d«r  Mchatebendeo  Gteicluragt 


# 

({.  37.  No.  1  meiner  Anleitung)  summireo«  Set^t  man  %a  dem  Ende 
■tatt  r  allmilig  die  Weithe  1,  2,  3,;...«»  «o  gebt  obige  Daretel- 
limg  in  felgeode  über': 

1755  +  1,0/»'»  ^  1,0/1»     1.0/?*  *       l.U/y«-»  l,0/>» 


|)a  nun  Ar.OtOp — ° ^r— ' ifipr        *®  entsteht  hieraus: 


^1    ,  -^a 


£4 


Ii«— 1 

l.Qp-1 

Ji 


■1 


oder,  da  B  der  gegonurSfüge  Wertb  aimmtRcher  Zablongsleletai»- 
gnii  bei  der  flabaltirtiBg  nit  ZineeeabieeB,  mit  Rflckeicbt  auf  die 
fiedingvngs-GIeichirag  No.  4)  und  mit  Wegiaeeaag  der  alcb  auf- 
bebendes Glieder»  iats  ' 


Diese  Gleichung  sagt  Folgendes,  sna. 

10)  WerdoD  die  Werthe  der  vom  Sebaldner  av  lei- 
«teadea  Zablnngea  I^,  L^,  l^;....!«  (No.  3)  avf  die  Ge- 
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.ge»w«rt  ivriiekf  ebraeht  and  «vlid  b»i  4«r  R^daelUa  * 
die  R«cbn«iig[  mit  ZiiiMasinsea  «Bg« wendet,  ee'etlaiBit 
dae.liiedarcli  entetehende  Reeultet  nit  den  ia  Ne.4)-Ul) 
«ofgeetelltea  Grnndeitsen  dberein  and  igibt  eUo'den 
ricbtigen  Vfetth  ÜT  ao. 

Hiedorcli  ist  der  erste  Tbeil  des  obigen  Lehraatiee  bewiesen. 

Um  auch  die  Ricbt^;keit  des  lar^tea  Thetle  i^a  beireiaen,  iat 
aHtbig»  die  Geeammtleistnagea  des  Seboldneri.  Ne.  3)  eder  8).  lail 
eiafeeben  Zineoft  av  tabattirelfi.  Diese  gibt»  wena  die  gehdrigea 
Werlba  eitttvObit  wetdea,  folgeade  Daialdlaags 


Lt  .  ^3        .  iAj,i^A^+A^^,..AnjOfip 

1.03p  1,03p  «     1,0^  ' 

■ 



_  .  (An-i  ^- An)0.Op 

l,0(«-l)^-1.0(«-l)p+  l,0(ii-.l)p 

.  ^».0,0p 

Ub^      ""Cfi^      *  1^  ' 

r 

Dieeer  Auedrock  iSset»  aneb  wsno  maa  ibn  in  eeiae  qinaehen 
Glieder  anflM«  keine  irdtere  tiedncttonen,  sondern  nur  ciae  hadere 
Aaefdanag  w.  Ee  bleibt  diber  nicbt»  Obrig.  ata  ibn  ait  der  Foi^ 
nel  Ne«  8).  in  verglele|»n«  Gesddelit  diene»  an  eiebt  man»  dnnnr 
aar  die  anrei  ecaten  Glieder  in  beiden  AneMnkea  ibefeinnttai- 
Biea,  nlie  nndern  aiebi  Den  nun  Ne.'ll)  felgeade  Eigebninn  knaa 
nine  niobt  mit  das  ann  Ne.  7)  fibereibntinunen»  and  en  limt  einb 
nelgiB,  dann  Ne.  11)  eui  griienenn  fi^ehaina  lieM  Hafimi 
als  No.8)  nndO). 


£s  ist  n&Diiicb; 
eder  In  nnderer  Ferm: 


V 
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csi+arj^+  1.2  \m)  +     1.2.3"  \lüö/ 

für  ^>>1,  und  der  Unterschied  wird  um  so  grosser ,  je  grusaer 
X  ist.   Hieraus  folgt  weiter,  dass 

'*        "  '         M''       M  ' 

für  o;  >  1.  Diess  gibt  nun  lolgeDde  Vergleicfaungen  ao«  Mo.  11) 
und  8)  ap,die  Hand: 


u.  8.  w. ,  d.  h.  alle  Glieder  vom  zweiten  an  in  No.  11)  geben  grös- 
sere Werthe  als  die  c^rrespoodireodea  in  ^o.  8)  oder  3).  Hieraus 
and  aus  No.  9)  foigt: 

12) 

B^I^  A.J^  ^J^A.        ^"     ^  ^     L     ^      r  _L  ^" 

^-"l,Op  LO/»*"*"  l^/>»+  "  l,qp«  ^  1,0/0  1,02/^  +  1,03/1+  "l.Onp 
oder 

Diese  Gleichungen' sagen  Folgendes  aus:. 

14)  Wird  der  W erth  der  vo ti  d ora  Schuldner  im  Laufe 
der  Zeit  zu  leistenden  Zahlungen  Z/i,  h^,,  L3,.-..Ln  auf 
die  (TCiienwart  z ü rückgebrach t  und  die  Rechnung  mit 
einfacfieri  Zinsen  angewendet,  so  stimmt  diese  Rech- 
nu  n  c:sa  r  t  nicht  mit  de n  tn  No.  4) — 6)  au fgest eilten  Grund* 
Sätzen  überein,  sondern  gibt  ein  se  grosses  and  an- 
richtiges Resultat 

<» 

Der  GlSabiger  kSme  bei  dieser  Rechnangsweise  zu  Scha- 
den und  so  ist  aaeb  der  sweite  Theil  des  Lehrsatzes  erwiesen. 

■ 

Bei  dem  hier  angewendeten  Caicul  wurde  die  Rabattirung  mit 
Jahresfristen  sa  Grande  gelegt    Diese  Besebifiafcoag  ist  nlcbt 
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tliofig  unil  bei  Staatsanleihen  ^ewüholich  geschiellt  die  Ver- 
zinsung io  Halbjahresfristen.  In  die.^enn  Falle  kunnen  die  Kapi» 
ti^ablr^uncren  auch  in  Halbjahresfristen  geinacbt  werden  und  daiin 
werden  Kapttalabtragongen  erforderlich.  Es  ist  dann  nacbubi- 
gen  Gmadsätaeo:  * 

« 

Da  nun  die  ZInae  balbjäbrlich  gezahlt  werden«  so  kann  man 
=  Pi  der  Kürze  wegen  sehreiben  ved  die  Rahattirung  in  Halb* 

r 

I     jabresfnsten  durchführen.    Hiernach  ergibt  sich  folgende  Damtel*f 
Inng  nach  dem  Vorgange  von  Mo.  8):  '  t 


_  i. 

1,0/),-^ 

—  1,0;;,  8 

Hält  man  nun  den  i>hen  angegebenen  Fnfn  Icklungsgang  ein,  ord- 
net die  Glieder  dieeea  Auadrucke  und  sumniirt,  so  ergibt  eich: 

« 

»       »  < 

\!nd  hieraus  durch  Weglaaming  der  sich  aufhebenden  Glieder  and 
mit  fiäehaieht  anf  15): 
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StvUt-Mii  um  dieMOi  Romüta^  die  Rab«ttinia|f  nit  eiiilitdieii 
ZioMD  gegenüber,  was  weiter  keine  Schwierigkeit  bat«  so  wird 
man  zu  den  gleichen  Sätzen  wie  in  No«  12)— 14)  geführt.  Hier- 
durch ist  also  die  Richtigkeit  des  oben  aafgeetellteo  LefarMtMS 
fttr  bttlbjaiirige  Zahlaogsfriete  bewieeen. 

Bei  weitem  der  gewMioli^liste  Fall  Ist  aber  der,  daaa  die 
Ziaae  h^lbjährlicb,  die  Kapitalabtragangen  jfibrlieb  geaebe- 
bea«.  Id  dieaeia  Falle  modillelveB  aleb  die  Datatellnag  and  der 
Caleul  In  etwaaf  denn  io'  den  Zablangaleiatnngeil  dea  eraten  Halb- 
jahrs eines  jeden  Jahrea  sind  bar  die  Zinaa  su  barflekalcbtigan* . 
£ai  ergibt  aleb  daaa  folgende  Zaaammanatellttng: 

1,(^1    ,  I,C|P4 
1.0^    •  ^  IM* 

l.^^Pl*   ""iM*+  IM* 


1%,*    .   1,0p,*»"''  l,Opi*»  ' 

L&«t  mau  die  Kiammeru  auf  und  ordnet,  so  erhält  man: 

  Ai         A^        Aj        A^  Ain 

 /  . 
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Samttlrt'man  miii  die  eingeklapnettm  Reihen»  «o  entetebt  der 


»1 


— — 

Führt  man  nun  die  von  0,0p]  befreites  Werthe  ein,  so  folgt  dordi 
den  Wegfall  der  sich  gleichen  poeitfrefi  and  negaftivee  Glieder: 

^^}M     IM*"*"  I,0^,**"-l,O;;i*  • 

—  ^1  +  iif  +  ^  +  ••••  A  =  » 

and  der  aufgestellte  Lehrsatz  ist  auch  für  halbjährliche  Verzin- 
sung und  jährliche  Kapitalabtragungen  bewiesen,  denn  die  Rabat- 
6raDg  mit  einfachen  Zinsen  gibt  aocfa  biefiir,  wie  leicht  zn 
efMben»  einen  grSssem  und  vnriehtigen  Werth. 

Uebrigenfi  können ,  wie  ich  in  meiner  Anleitung  §.  28 — 90.  be- 
wiesen habe,  die  Zeitfriste,  worin  die  Zahlungen  X|,  X«,  X^. .  ..  L», 
KU  leisten  sjnd,  ganz  willkührlich  angenommen  und  auch  für  sie 
der  Beweis  der  Richtigkeit  geführt  werden.  Ich  verweise  dorthin, 
um  nicht  schon  Ce^ai;tes  7äi  wiederholen.  Der  Befreie  ist  üBri- 
gens  hier  auf  eine  andere  Art  als  dort  geführt.   .  '   *  ^. 

Der  obige  Lehraals  erweitert  sieh  dann  wie  folgt: 

'20)  Werden  beliebige  Kapitalzahlungen  X],  JL^,  Lg,... 
....Ln  in  willkfibriichen  Zeitabschnitten  tHj,  mg,....  wi« 
2;  cm  nebt  und  sofi  ihr  Worth  anf  don  Anfang  des  ersten 
Zeitabschnitts  z  n  r  ü  r  k  t(  ei  ü  Ii  r  (  werden,  somuss  es  un- 
ter folgenden  Bedingungen  geschehen: 

'  .a.  der  Rechnung  rofleeen  Zinsesxinae»  nicht  ein" 
fache  Zinee  su  Grunde  gelegt  werden; 

Mb.   die  Rabattirung  muss  in  den  Zeitabschnitten  vor 
eich  gehen,  in  welchen  die  Zahlungen  erfolgen; 

'     Ci    die  Wahl  des  Zinsfusses  und  der  Verzinsun 

art  ist  willkührlich.  Mind  alter  Gtflnde  vorban- 
den, \v  0  r  a  (! s  ein  bestimmter  Ziusiuss  oder  eine 
bestimmte  Ve r z i n siiiiüsart  erschlossen  oder  an- 
genommen  werden  kann,  so  ist  die  Wahl  beider 
nicht  willkührlich,  sondern  es  muss  der  Rabat- 
tirung der  nfimliche  u^insfuss  (conforme  Zins- 


« 
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fnss  [(1,0p)?— 1],  oder  der  reUtWe   "föö»  * 

den  Jahresabschnitteii  r)  «ml  die  nämliche  Vor- 
zinsungßart  2U  Grunde  geiegt  werden,  nelrhe 
aicb  aus  den  vorliegeodea  Umständen  ergeben« 

Zweiter  Beweis. 

Obgleieb  In  (•  3.  der  ob^o  «usgesproebene  L^nate  Tollstiii- 
dig  begrOadet  eo  gelie  kk  biet  docli  etch  einen  xireiten  Be-  * 
weis  Air  seine  Riebtigkeit,  einerseits  «regen  seiner  Bedeolnng  io 
der  politischen  Aritbnietlk»  andererseits  dessbalb',  weil  die  Ihn 
bedbigtnde  Gmadbife  nicht  auf  der  Rechnung  mit  Zinse«- 
a innen«  eoodetn  auf  der  mit  einfachen  Zinsen»  reepecCive  der 
Tiennnng  der  Zins^  von  «den  Kapitaliablungen  berelit,  die  nnr  die 
Rabattirnng  für  d^  ersten  Zeitabschnitt«  also  einen  Gnurdsats  In 
Ansprach  nimmt,  der  allgemein«  von  den  Vertbeidigern  der  Leib- 
nlts'scben«  so  wie  der  Hoffmean'ichen  Methede  mswelfelhafl 
anerkannt  ist»  nnd  der  dadereb  an  Gewieht  gewinnt«  weil  er  auf 
das  gÜdebe  ResvHat  wie  die  Reebnnng  mit  ZInseetItieen  AIhrt 
and  daher  wie  diese  -den  firgebniesen  der  Rechnoeg  mit  elnfiichen 
Zinsen  entgegen  tritt 

Zugleich  findet  hierdurch  die  oben  ausgesprochene  Behaup- 
tung ihre  Bestätigung,  daits  die  lichtige  Auflösung  eines  und 
desselben  Problems  su  einem  nnd  demselben  Resul- 
tate flfhren  mnss«  wenn  auch  die  snr  Anfivsung  dienenden  Metho- 
den ganc  Terschieden  sind. 

Um  den  Beweis  zu  vereinfachen  stellen  w\t  die  Autgabe  wie  ioigt. 

Innerhalb  72  Jahren  werden  je  am  Ende  der  Jahre  die  Snm^ 

me»  Jn,  Li,  1/8  -Zai  gezahlt.  Wie  gross  ist  das  Kapital 

welches  durch  diese  Summen  bei  deiyi  Zinsfoss  p  abgetragen  werde? 

Es  werden  aneb  hier  die  oben  unter  Ne*  4— ß«  §.  3.  aufgestell- 
ten Sitae  Toransgesetzt 

Untersucht  man  hiernach  die  genannten  Suiimien,  so  ergibt 
sich  wie  dort  leicht,  dass  die  Zahlung  eines  jeden  hcliehisjen  Jah- 
res einerseits  aus  einer  vorerst  noch  unbekannten,  abt  i  hestimni- 
ten  Til^ungssonime  und  andererseite«  aus  Jen  Zinsen  des 
K  a  |>  i  ta  I  r  es  t<' s.  oder,  wa»  dasselbe  ist,  aus  den  Zinsen  der 
Tilgungssumme  dieses  Jahres  und  deuen  aiier  nachfolgenden  Jabre 
besteht. 
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Bezeichnet  »sn  nun  die  in  diesen  Jahreszablungen  enthalte-  • 
nen  und  vorerst  noch  unbekannten  Tilgungssummen  durch  Ag, 

erhält  man  folgende  Gleicbeof  eo : 

1)    Li    =^i  +  Ar.O,()p  =  Ji +(^i+^.+^a.-^«)0,Op, 

'  ig    =:iig  +  (^t  +  i4+if5.^.il»)0^, 

^4.  =  ^4  +  {A^  +     +  Je ....      O.Op,  ,  • 

■ 


Diess  sind  7t  üleichungeu  mit      iinltekannteu  Grossen  A^, 
A^j.,.-/4n  nn'l  nian  hat  nun  ilifse  Grössen  zu  bestiniinen.  Ihre 
6uiuuie  gibt  .dati  ge<»ucbte  kapital  und  man  erhält  wie  oben: 

2)'  K^Ai'^'Ai  +  Ai'^^.A: 

Um  rlle  nnhf^k  arm  teil  Grössen  zu  linden,  verfahren  w'u  wie 
folgt:  Wir  gehen  von  »ler  letzten  GIcfchnnsr  aus,  die  nur  eine 
Uohelcannte  hat,  iiestimmcn  sie;  gelu  n  von  dieser  zur  zweitletz- 
ten über,  bestininien  fliege;  gehen  von  dieser  zur  drittletzten  liher, 
bestintniea  diese  und  80  fort,  bis  alle  einzelnen  Grossen  gelun- 
4eo  sind.,  ikiao  (indet  dauo  dui^fa  eine  einfache  UnistßUuog  aus 

L»^An-¥An.OjOpt=At^AJ(^t 


An= 


Ln 


Atte 


=  At^i  +  Ad-^i .  0,0|j  -I-  An .  0,0p  =  Am-\ .  \fip  +  An .  0,0p : 

hnm 

L^  =  Am^     iln-t.O^Op  -f  {Am^t  -I-  it«)0^ 

=  A^,  l,()p  +  (4-1  +  Au)  0,0/1 ; 

^       1,0p  •  ^ 

\i,  8.  w.  Setit  nan  dieees  Verfahren  fort,  so  benerht  mao  bald  ein 
etafaciw  Fetlga»gig»iet»<  Velohee  ao  fiitgoader  SmaMeaafoUaiig 
mhrti 
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§§tH9§$r:  mutn  ämfiUinm§ 

■  * 


Man  ^ktoBt  aiw  dieser  Omtdlang,  du»  tnr  Aafliodiiiig  eiamt- 
Hcber  KapiuilabCregungeB  eor  die  RabalÜniDg  Afr  dee  erste  Mr 
erfordert  wiid* 

Geschehen  flie  Zahlungsleistnniren  sarnnit  VerzinsTinc^  halb- 
jShrlich,  so  bleibt  der  sifion  gezeiL'te  F^ntwicklnngsfi^aiig  ia  Kraft. 
Die  Zahl  der  Unbekannten  verdoppelt  sich  lür  n  Jahre.  Bezeich- 
net man  den  Ualbjahreszins  wie  früher  durch  \p:=zp^,  so  erb&it 
mao  folgende  Gleichungen: 

4)  =  ^4  +  (Ja  +  Ja  +  /4  j  + ....  Ja«)  0,Opi , 

»  .  .•  •  ll. 

£te  s4te4'^*0,(]!pi, 
Hilter  der  Bedingoog,  daaa 

ist.  Die  einzelnen  Kapitalabtragangen  bestimmeo  aieb  dnittii  le^ 
gcode  GleichuDgeu: 
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4er  poUHtfkai  ^MmmtlM, 


^1 


«1 


I 

I 

In  den'Torafebenden  Darstellongeo  sind  alle  gedenklMireii  Fälle 
enibalten«  ancih  die»  wenn  Id  einzelnen  ZeitfHeteo  keine  Kapitel* 
abtrafcnngeo  Torkommen  eollten.  Sie  feilen  dann  aue  end  man 
hat  ^nfaeh  ele  darcb  0  ra  eraetien. 

Will  man  nun  nach  dieser  Methode  einzelne  Fälle  b<^re(  hnen, 
so  hat  diess  keine  Schwiermkeit.  Man  wird  limlpn,  dass  die  aus 
ihnen  fol<?endeii  Hesullate genau  mit  den  in  §.3.  aufgestellten  Sätzen 
übereiostiDiiiieo.   «Späterhia  werden  wir  hieran!  zurückkommen. 

t)ie  in  Ne.  3)  nod  6)  angegebene  Rechnnngaait.iet  ein6  zarliek- 
laiifende,  denn  ntan  moee  Ton  der  AnfBndung  einer  unbekannten 
6rOeee  na  der  folgenden  übeigeben  aAd  deesbalb  in  der  AasfiBh» 
rang  etvrae  muheToll  und  uinatändlicb.  Sie  Ifteet  eich  aber  dnieb 
SnbetittttioD  frfiherer  Wertbe  In  eine"  nnabbSngige  Terwanddn*  • 

Hierzu  bedarl  man  folgender  BeducüoDeformel :  , 

* 


>  p  Ist. 
man 


2.1 


Ende  den  Werth  fir  An  in  No.  3)  an« 
enteile,  eo  entetebt: 


iubstitution  voo  ^,^1  QQd  An  in  die 


16 


Digilized  by  Google 


3SB  oemnptr:  W^ker^  Mttfmvno 

^     _  1  r,        £n-i.O,Op  .  Ai.O,(V>*  f.«.O,0ip, 

— +  "x^ — 5^  ^ 

Nun  iäl  nach  iNo.  7):         '  . 
:      Xn.O,0;>^_  ,         ^l,0;>->-l,0;?-»_Ln.O,Qp  0,0p 

also:  . 

__L.rr        Zn^i.O.Ojp.  /:^».0,Qp    X,.0,Op  //«.0,0p^ 

odfer  ^ 

•  » 

•  Durch  Sabatitntioii  ?oii  Amr>»,  J«-]»  itf«  «hb  No«  9),  8)  ond  3)  io 
die  vierte  Glelehaog  entoteht: 

i;»^.o,0p  .  Ln.olopg . 

,  J>i>»0,fl>p^ 

1.0p  J- 

Werden  nun  die  Glieder  der  letiten  Vertikalreihe  nach  No.  7) 
behfwdelt,  eo  Ut: 

Ln^,^    L„.0,Op^    Z/n.O,Op>_  Lo.O.Op 
1,CSP         1,0p«    +    l,0p8  l,Qp 

.^j  nn..'B  l>Op-^-^>^"'-    l.«.0,Op    1^.0%  L«.0,Op 

_  Xn»0,Op 
l,0p8  • 

Ehenao  iet  wie  vorhin  Ar  die  Glieder  der  ▼orletzten  Vertikaireihe: 

Ln^i  .0,0p    I^-i  .0,Opg_  /:>n-i.0,0p 
*  J,Q^     +  l,fl!p« 

Hierdurch  entsteht,  wenn  eingefilhrt  und  mit       mnltiplieirt  wird: 

A     —  i^-g'0,(^p    Xn-i.O,Op  Xb.0,Qp 

lü}  — j^^-    j^^,    -    |,0p»  Tj^' 

Femer  wird  durch  Substitution  aus  10),  9),  8): 


4$r  poUUMCken  ArUhmeiih.  325 

*^  i,ü/> 

Die  Iptxte  Vertikalreihe  gibt  iiacli  Mo.  7): 

I 

Die  Sommen  der  Torbergeheoden  Vertikalreihen  sind  «tebon  oben 
angegeben  wot-den-   Demnach  erhält  man: 

A     —  Xw-s.CC^    X>ii-2.0,0p    Xn-1 . 0,Qp ^  Ln ♦  0,0p 

''^^•^I^CSp"    LOp«  l,Opa  1,0p*    ~  1,0p* 

Die  Vergleicbnng  von  No.^)— II)  aeigt,  dag«  der  Calcul  elaen 
festen  Gang  gewinnt t  worana  alch  daa  Fortgangagesetz  leicht  er« 
keaaeB  l&aat  Ea  ergibt  alch  daher  zur  Beattmmang  aänimtllcher 
Allbekannten  folgende  Zuaammenatellnng: 

12) 

-    _  Li_    0,0p  Lg    O.üpLa  U,üpt4 
^   ~l.Üp~'  l,Qpa""  I,0p3      nOp*  • 

4  = 


d,  ,= 

^  = 


Lj.     0,0pjL3  0,0pJL4 

IL 
1,0/?  " 

Lr-g  0,OpZii>—a 
hOp 


0,OpLa-l 

0,OpL. 

1,0p»-* 

1,0p» 

0,OpLa_l 

0,0/>l^ 

1.CSP«-* 

O.Opl^-1 

0,OpLm 

1,0p-» 

"  1.0p«-* 

0,0;>L„-i 

O.OpXn 

l,()p»-» 

0,Op£r|i 

I,Öp> 

1,0^ 

0,OpXn-I 

o,Op/:„ 

^  1,0^ 

Lh-1 

0,()pLn 

l,(fp 

1,0p» 

15' 


■^aA  '  OeUinger:   Weitire  Ausführung 

Z&hlt  man  nun  Kämmtliche  Vertikalreihen  in  No.  12)  mich  dmn  ip 
No.  7)  anirei^ebeueii  Gesetze  zusammen,  so  ergibt  sich  als  SllPi- 
mctnverth  sämmtlicher  Unbekannten  oder  als  gegeowSrtiger  Werth 
aller  Zablongsleistungen  {Ii)  Folgendes: 

rö^  ^''•^•^    ofip  ~    -ijöp  "~i,op 


^«-*     fiA     r      Itfljp-i  -  1  ,Op-M-l     I/a-i      y.n-i  £„,1 


- 

0,0p 

*  - 

hOp- 

-1—1,0/1-» 

0,0/» 

-1  - 1,0/?-« 

Ort»/  lA^iilxL?^  ^  .  ^4 

i;^  -o,o/,L^  ^   «=13)^  -135^ 


1^/»  -«l'v^     0,0/»  ri,0/>        ^  i,v 

1.0/?  ^      '  1,0/1 

Darob. den  Wegfall  derflelbeo  positiven  und  oegsthreo  Glieder  and 
in  Rfieksicht  auf  Ke.  12)  ist  der  gegeovrartige  WcrOi  stontUdier  " 
Zablongslelstimgeii : 

* 

+     +  i.o/>»  + 1^+*  i;^ 

Die^f«  i.'^t  oin  zweiter,  auf  anderer  Basis  ni!iniifltT  neweis"  des 
oben  aulgeät^Uteo  Lehrsatzes.  ]No.  13)  fällt  mit  iNo.9)>^3.  sa- 
sammen.  ' 

Behandelt  man  an»  auf  ganz  gleiche  Weise  die  DarsteUmg 
Nob  6),  so  wird  taian  an  folgendem  Resoltate  geffihrt: 

14)  R- A,\A.^\A^\„.,A%^—K 

was  mit  No.  19),  §.  3.  übereinstimmt. 
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der  poHäscAen  Arilhmetik. 


DI»  Merji.  «pie  in  •rvteo  Btwikic  ,  g^awebtea  Schlösse  gehen 
vMiitor  VmassetMing  au9,  das»  jed*  def  Svmmeik  i>i ,  Z^,  I/j,^. 
...»im  «Im  TilguDgs0iifane  and  die  Zinse  Forn  Sthaldreat  eiiüiklt, 
also  grösser  ist,  als  die  Ziass  des  Si^liuidfflatas.  IHcm  JBeasMa*  . 
bnag  ist  aber  nicht  odthig.  Die  eioselae  Stunme  kaon  anch  bibsa 
die  Zinse  des  Schgldrestes.  oder.aach  «Keniger  entbaHeiK  Im 
«ratea  Falle  ergibt. sich  tceine  Tilgung,  oder  das  sagehGrige^  geht 
in  0  aber.'  Im  zweiten  ralie  entsteht  ein  negativer  Werth.  -  Die*- 
ser%Qss,  wenn  man  No.  3)  des  sweiten  Bewdaes  anwendet,  ahi 
Guthaben  des  GlSebigers  betrachtet»  ihm  gnt  gesehriebep  vnd  hi 
sefnem  Intere/ise  behandelt  werden.  Im  Calcnl  sind  aber«  da  er 
ätteMi«ift  ^*  «MS  PXIIe  achon  vetgeseben.  Weiaber  IMede 
HM»  aiab  nan  bedienen  mag,  imnet  wird  man  das  glcdebe  fiaanl- 
M  finden. 


Neue  Methode,  den  gegen  v\  a rtigen  W erth  künftig  fäl- 
liger Sunitueu  durch  Recbuuug  mit  einfachen  Zinsen 

au  bestimmen. 

Die  Darstellung  No.  3)  und  6)«  4.  gibt  eiqe  neue  Bietbode, 
den  Werft  bOnflÜger  Kapitaiaablnngen  aal  die  Gegenwarl  snrüek- 
anDQhren,  und  swar,  wie  man  steht»  dnrch  einiaehe  Zins  rech« 
nnng»  alaö  mit  Anssehluss  der  Zinssinsredinang,  deren  Anwen- 
dang  ao  vielen  Anstess  und  Widemprucb  erregt  hat  Sie  lieatefat 
In  Folgendem,  wie  sich  Vorerst  ans  No.  3)  ergibt. 

1)  Man  rabattire  die  Kapifalzahiung  des  letzten  Jahrs,  mit  der 
man  an  beginnen  bat,  'mit  einjährigen  Zinsen.    Der  hiedurch 
.erhaltene  Betrag  Ist  die  Tilgongssnmme  des  leisten  Jahre;»  An» 
denn  äie  leiste  ZablsngsMstong  eniAiSIt  die  letale  Tllgungssnmme 
«nd  deren  ZIaa.  Msn  bemetlte  dleee  Sanune. 

2)  Hieraui"  berechne  muri  den  Jahresziüs  tlei  letzten  1  ilf^ung»- 
summe  An-^,^p,  ziehe  ihn  von  der  Zahlung'  des  zweitletzten  Jlih- 
res  hn-\  ab  (denn  in  dieser  sind  die  Zinse  der  zwei  letzten 
Jalire  enthalten)  und  rabattire  nun  den  Rest  mit  den  Jahreszinsen. 
Diess  gibt  die  Tilgungssunune  des  sweitletsteu  Jahrs  An-\.  Man 
bemerke  diese  Summe. 

3)  Hieraut  berechne  man  den  Jnhrc  szin.s  der  zwei  letzten  Til- 
CMn!;88umnien  (^An—i  A  ^n)0,Op,  aicbe  iiiu  von  der  Zahlung  des 
drittletzten  Jahres  hu-i  ab  (denn  in  diesfr  sind  iW*-  Zinse  der 
drei  letzten  Jabre  ei>th;il^'n)  und  laliattiri;  Aa\>u  den  Re^t  mit  den 
Jahreszinsen.  Diess  f;tbt  die  Til^un&;ssumme  des  drittl^tsten  Jah- 
re» An-r*'   Mao-  bemerke  dieöe  Summe. 
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0 ctiiager :  ^  Weitere  Auslitüruug 

Fährt  man  aul  diese  Weise  fort  nach  Vorschrift  v^n  No.  3) 

und  berechnet  allmMis^  säninitlich'e  Tilirntigssummen,  so  bat  mao 
düu  ^e.Hu<  Ilten  Ivapitalwerth  Ko.  2),  §.  4.,  und  zwar  di^rcb  ein* 
fache  Zinsrechnung. 

Üie  in  dem  Vorhergehenden  vorpretrageiieii  Sfifxe  sollen  nun 
an  •ineiii  Beispiel  verdeutlicht  werden. 

Die  Summen  1500>  14S0,  1400,  1350,  1250,  im  1150, 
1100,  ipso  sind  der  JflelJie  nach  «m  Ende  der  zeba  Xol- 
geoden  Jahre  fällig.  Wie  gros«  lat  Ihr  gegenwärtiger 
.Werth  bei  5  Proeent  Zinsen? 

Die  Antwort  hierauf  ist  sehr  einfach,  denn  man  sieht  leicht, 
dass  die  angegebenen  Summen  nichts  anderes  sind,  als  die  Heim- 
Zahlung  eines  Kapitals  von  10000  (und  deswegen  ist>aueh  die  Auf- 
gabe in  dieser  einfachen  Form  gewählt),  wenn  jährlich  1000  von 
Kapital  abgetragen,  und  ansserdem  die  Zinse  vom  Schuldrest  zn 
5  Proc«  gezahlt  werden.  Man  weias,  auf  welches  Resultat  die 
anzuwendende  [\Ietho4e  föhren  mnae,  und  .diese  gibt  ein  Merk- 
mal fdr  ihre  Richtigkeit 

Wendet  man  nnn  die  Rechnung  mit  Ztnseaainaen  zur  B^stim» 
miing  des  gegenwärtigen  Werthee  obiger  Summen  an,  so  erhält 
man  nach  No.  9).  §.  3.,  indem  man  p=ft,  it=l,  2,  3,....  10  und 
für  die  X,,  L^,   Liq  die  entsprechenden  Werthe  setzt: 

1500     1450     1400     1350     1300     1250  1200 
1,06  +  i,ÜÖ-^    1,053  +  1,05*  +  1,05»  +  1,00»  +  1,05^ 
1160     1100  1Q5Q 
+  l,05«"*"i;S65^1.05«»  ' 
3  1500.^9623809541450.0,90702954  1400.0,m6376 
+  1350.0,8227025  +  1300.0,7835262+  1250.0.7462154 
+  1200.0,7106183  f  1150.0,67t}b.j94  +  1100.0,6440089 
*  +  1050.0,6139133 

•  =:  1428.571 4286 

1315,1927931 
^  1209,3720386 
1110,6483412 
101^5840158 

932,7692402 

85S^8I75960 

778,3062663 

m0098076 

644,6089167 

9099, 9999^^  * 


^  .d  by  GoOgL 


der  poiUiMCkeh  Arithmetik,  227 

BvbimmIi  Mi 

■ 

Ä=: 9999,99999....  =  10000. 

IKeK«ebDUBg  nft  eittfacben  Ziiiaen  gibt  dagegen,  we^  bm  die 
eiitspr^elMfidM  Wertbe  einfittirt: 

j?  _  t50Q  1450  14Ü0  imi  1300  1250 . 1200  1150 ,1100,  1050 
^»  -  |,0ö  ^  J,10^U&^l,20^1^  ^1,30Tl^^"l^tl^  +  Cöp 

•       ,  1318,181818181 
1217,391304347 

1125,000000000  ^ 
1040,000000000  - 
061,3^616384 

821,428571428 

.  '        .  758, 620  680  ai5 

700,000000000 


10299,467316454 


also 


•    '  i         Ä=  10259,407316454....,  • 

« 

und  folgKch  mehr  ab  itor  waiir«  Waith  batrilgt 

Bebandelt  man  lüo  \  orstehende  Aui«^abe  nach  der  in  diesem 
Paragraphen  anti:(?^eiietu n  iMetbode,  so  erhält  man  aus  der  (ete- 
,    too  Jabreaaabluug  die  Tiigungssunu^e  nach  No.  3),  4.t 


Üer  Zins  hievon  beträft  10(X>.0,03  =  fiO.  L)u>  TH{»unj?«sL!mme  des 
oetuiUD  Jahrs  berechnet  Nicb  nach  dem  Abzug  dieseii  Ziosbetraga  so  i 

Der  Ztes  der  beiften  teteten  ZaiilmigeB  batrSgt  9006«6g068al06. 
^EetetMer: 

EfcwMB  erbSlt  man: 
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•  I 


[I^  -  (^+4»+^ia)0,0rt  =        /aIT  — =T^=  1000, 


I200-3000.0,05_1050 


t,05 


1300—3000,0,05  1050 


j        '  [  f     .  <  .  ^  .    ^  xAi.  1   1350  -6000.0^  1030 
'  A        ^  XI    tA  \  A  ^    ^         >   1400-7000.0,05  1050 
*  rr  .  \i  1450-8000.0,05  1030 


1500-9000.0,05  1050 


1,05 


1,05 


=1000. 


Jede  Jabressabtong  gibt  die  TilguDgraamnie  1000,  wie  es  die 
Anlage  der  vorgelegten  Aufgabe  Ferlangt  Foigtieb  tot  der  Wertib 
'  des*  abgetragenen  Kapitale  ■  • 

Die  hier  initiretheilte  Meüiode  führt  aUo  auf  einem  gau2  an- 
dern Wege,  aU  die  liCchnung  mit  Zinseszinseii ,  zu  demselben 
Resultat  wie  jene.  Die  Rechnung  mit  eiutaclieii  Zinsen  gibt  dar 
gegen  eineo  an<lnii  und  grossem  geirenwärtigeii  Kaiiitalwerth  für 
die  nämlichen  Summen.  Letzteiet»  ist^  offenbar  falsch  und 
steht  im  Widerspruch  mit  dem  durch  zwei  andere  Methoden  gleich- 
luaüfiiig  uuigeiuiiueiii'n  Uesultate. 

Man  kann  auch  die  Richtigkeit  de»:  in*§.  3.  aufgesteiften  Xjebr- 
saties  an  den  beiden  aa%efun denen  Zahlenwerthen  selbst  nacb' 
weisen,  wenn  man  van  dem  (luthahen  des  Gläubigers  ausgebe 
den  Stand  desselben  Jahr  für  Jahr  verfolgt,  die  Zahlongsieistuo-' 
gen  des  Schuldners  in  Reefanung  bringt  ood  so  den  Stand  der 
Scbnld  am  Ende  des  zebnten  Jabres,*  an  welebem  sie  «fenbar 
getilgt  Ist,  feststellt. 

Hiernach  ergibt  sich  für  die  durch  Zinszinsrechnung  uikI  die 
durch  die  in  diesem  Paragrajdien  mit§etheilte  Methode  aufgefun- 
dene Summe  folgende  Rechimtig  bei  5  Proc.  Zins  : 


<  I 
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tfer  p&iitiscAeu  ArithmelUt,  ^     '     iiil        ^    '  . 

D«r  CMMbiger  gibt  gegevirMi«-  ...»  16000 

Him  hOnme»  die  2iiMe  4m  «mIm  hknm  >  ■  000 

10800  ' 

Oer  SetraMeer  seMt  am  finde  dee  eretee  Jfthree  .\  .  .  •  1500 
fitaod  der  Sdiuld  wm  Ende  des  eraten  Jekie»  ....  .  .  tlOOO 

Hlem  die  Zinee  dee  eweiten  Jeliree  •  •  450 

OM 

l>er  Seheldeer  aiAlt  am  Eade  dee  «rrften  Jehree  .  1450 

.  Sleed  der  Miuld  an  Ende  dee  anreltMi  Jahree  dOOO 

Remi  die  SEioae  dee  drUitea  Jabree  . '   .  400 

 «ÜSI 

flIeTon  d|e  ZaUmg  dee  Sehaldeeie  ab  :  1400 

^     Staad  der  Sebald  am'Eade  dee  diitleo  Jalnwe  ....  .  .  7000  * 

Hlen  die  Zinee  dee  vierten  Jaivee  •  .  360 

"  7365  *  I 

Hievon  die  Zahlung  des  Scholdnere  ab                           .  1360 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  JMiree  .  .  .  •  .  .  6000  ' 

aieae  die  Zinee  dee  ütoftea  Jahree  .  .  .  .  .  300 

Uiei'on  die  Zahlung  des  Schuldners  ab   .  1300 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ffiaHee  ialn«e  ....  .  .  5000 

Hieaa  die  Zinse  dee  eecbeten  iahree   ........  .  .  250 

5260 

Hievon  die  Zahlung  des  Schi^ldners  ab  .....  .\  ,  .  «  1250 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  seebeten  Jabree  .  .     .  .  4000 

Hieaa  die  Zinse  dea  siebenten  Jahires                        \  .  200 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab   .  l-jQQ 

Stand  der  Sebald  am  Ende  des  siebenten  Jalirer  .....  3000  <  ^ 
Htozn  die  Zinse  des  aefaten  Jabree  :  .  .  150 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab   1150 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres  ....  .  .  2000 

Uierau  die  Ziase  des  neunten  Jahres                         .  .  100 

-  2100  ' 

llieMiii  die  Zahluni;  drs  S^dnildners  ab   1100 

ätaiu)  <!•  r  Schuld  am  (.nde  des  ueuntea  Jabres  .     .  .  ,  1000 

Hie£u  die  Zinse  de«  zehnten  Jabres                            .  60 

.  1060 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab  ..*'..,,  ,  .  «  1050 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zebuteo  Jabree  ....  T\  0000  -* 

* 


Man  sieht,  dass  hiernach  die  Fordern ni;  dos  (> laubigere  dweh 
die  Zahlungen  des  Scbnidners  ▼eUstfindlg  betriedigt  ist. 

i 
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durch  die  Rechnung  mit  eUfaekto  iAmm  «aljitfiio- 
dwen  W«rth  ergibt  «teb  r<BJ^(0ii4«  Mimgi 

» 

ü©r  Gläubiger  gibt  jrps^eimärtig  •  ,   10259,4673 

Qi0ga  Zin«  des  ersten  Jahres   512,9734 

10772344^- 

Uievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab  

Stand  der.  Schuld  am  l.iido  des  ersten  JaUres  .  •  .  7  927*2,4407 

Bieen  Zins  des  zweiten  Jalir.es   463,6220 

9736,0627 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab   '  1450 

2$tand  der  SrhuUl  am  Ende  des  «weiten  Jahres  ,  .  .  8286,0627 

Uieau  Ziua  des  dritten  Jahres  .  .  .  . '   ,414,3031 

8700,;^ 

Hievon  Zahlung  des  Scbuhlner«  ab   .  1400  

Stund  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres  .  .  .  .  7300,3658 

ttiezu  Zins  des  vierten  Jahres  ..  .  365,0183 

7665,;ig4l 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab  •  1^50 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  Jahres  .  .  .  .  6315^3841 

Hiezu  Zins  des  fünften  Jahres   315,7692 

6631,1533 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab  ' 

Stand  der  Schwid  ai^i  Ende  des  fünfteii  Jahres  .  .  .  .  5331,1533 

lüesu  Zins  »des  sechsten  Jahres   .  266,5577 

6597,7110 

Hievon  Zahlung  des  Schuldner«  ab   .  /  ♦  tj^P  

Stand  der  Schuld  am  Lude  des  sechsten  Jährte  .  .  .  4347,7110» 
iiiesu  Zins  des  siebenten  Jahres  .  8t7^8WI 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab  *  j^^^ 

Stari(}  der  Schuld  aiu  Ende  des  siehenteo  Miree .  .  rnoiSOm 
Uiezu  Zins  des  achten  Jahres   Wfiüüi 

Hievon  Zahlung  des  Schuldner«  ab  •  ' 

titand  der  Schnld  am  Ende  des  wMm  iehfM  .  .  .  •  338^3(1^14 
Hieaii  Zins  des  neunten  Jahtee  1  ,  .  .  .  .  ltfl»ltf?0 

Hieroil  Zahlung  des  Scbüldliere  ab  ' 

^tand  der  Schqld  am  Ende  dcc  MOateB  Jabie«  .  .  •  UßfifitW 

Hieau  Zill»  des  zehnte«  Jabree   .  -  *    '  70>tM5 

1472^ 

Hievon  Zablong  des  SebobfaMW  ab  *  ^^^^ 

iitand  der  Schuld  am  Eadt  d«i  aabnlea  Mm  .  .  .  3  dRW» 


HIcffMicli  'ufjkk  «kb  Moh  flia  ScIwIdMit  ?m  4di%M5»  wel- 
chen d«r  Gliubiger  su  fordern  bat  Der  Sclialdner  liet  deher  in 
Lanfe  der  Zelt  lu  wenig  gezahlt  eder  der  GlSabiger  bat  mebr 
{»esablt,  als  er  aablen  eoHte.  E«  tritt  die  DnriebtigMl  der  Reeb- 
bnD{(  mit  einibehen  Zfaseti  gam  klar  hertor  und  beatätl|St  hledartti 
die  Ricbtii^eit  dea  oben  anfgeatellten  Lebraatse«  and  angleieb  der 
In  dieeem  Paragrapbea  mlt|^eilten  Recbnnngamediode,  ee  wie 
der  Rechnung  mit  ^taaeaflaaeo.  Wiren  derartige»  aUerdinga  etwaa 
nettraebeode  Unteraacbangen  «ngeatellt  werden»  ao  wire  man  aebea 
liagat  über  die  obea  angeregte  StreUfraga.in'a  Klar^  ge|commen« 


Lehnmit.  Wird  wom  einer  Peraon  ^  *(€rliabiger) 
eine  Summe  K  an  eine  andere  B  (Sebuldner).  aar  Be- 
nntanng  gegeben,  werden  von  de'r  ietatern  die  €«egea- 
aahlnngen 

« 

» 

am  Ende  yon  g  anf  einaader  folgende».  Zeltal|aebnlt« 
ten  (Jahrearriaten  gewShnlicb)  gemacbt,  nnd  aoll  der 
Staad  der  gegenaeitigeh  Forderangen  naeb  n  Jabren 
(alao  ia  der  Zukunft)  ermittelt  werden,  ao  erhtlt  man 
ein  riebtigea  Beanitat»  wenn  man  mit  Zioaaamlnaen» 
und  ein  anricbtigea»  lu  kleinen  Reaaltat»  wenn  man  mit 
eiiifaehen  Zinnen  rechnet  , 


Erater  Bewein. 

Die  Beweisfährung  raht  ganz  auf  den  in  {.  ^  aitfgeatelitMl 
Crrandsätzen.  Ks  handelt  sich  hier  H'ie  dort  i^m  •Forderung  nnd 
Gegenleistungen,  um  Ab^r^be  ein<^.«<  Kapitals  vom  Gläubiger  vnd 
um  künftige  Gegenleistungen  des  Schuldners.  I^etztere  mfisacn 
hier  wie  dort  aus  Kapitalabtragungen  und  den  jeweils  fälligen 
Zinsen  des  Schuldrpste?*  bpsteliei).  Scheidet  man  anch  hier  beide 
ond, nennt  die  entsprechenden  Kapitaiabtragungen  der  Ueihe  nach 
Ai.  A^,  An,  ■•■.'An,  An-^\,  An^'i,  Aq,  deren  Grosse  jjanz  belie* 
big  ist,  und  die  so  irar  ni<'h{  e^ekannt  zu  sein  brauchen,  da  es 
sich  nicht  um  ibrr  r.iini  1  (cl iiriu  iKiudclt,  so  treten  auch  hier  die 
gleichen  Bedingungen  wie  trüher  nul'  und  es  inuss  ausser  der 
eben  genannti  ri  Hpstiinmung  die  Sunimp  sammtlicher  ii^Mtaft- 
abtragongen  dem  tlargeiiebeaee  Kaf^tal  gleich  komaieo. 
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O^Uiuffer :   Weitere  Amführung 


lUeniMli  IS89t  sich  die  vorliegende  Aufgabe  in  folgender,  die 
AiiflMiiiif^  erleichternder  Weise  darstellen. 

Ein  lUpital  K  wird  von  A  (dem  Gläubiger)  an  p  Procent  ao9< 
geliehen  und  in  q  Jahren  90  von  B  (den  öclMUdnflf )  getilgt,  daiio  « 
der  Reihe  noch  die  Sumnen 

Ai,  A^  A^t  Aut  A^i^  Am^tt;.,Af 

je  am  Ende  des  Jahres  vom  Kapitale  ab^etrai^eu  und  ausserdem 
die  fälligen  Zinse  vom  Schuldrest  gezuhtt  werden. 

Welches'  ist'  der  Stand  der  Schuld  aeeh  •  Jahren-,  Wenn 

'  a.    mit  Zinseszinsen ,  » 
b.  mit  einfachen  Zinnen 

gerechnet  whrdi  ' 

Mau  hat  hieraus  iin  Einklang  mit  §.  3.  Folgeudes. 
Die  Griisse  der  Schuld  ist: 

1)  K=zAi  +  +  — ^  i^Amfl-^An^-^^A^ 
Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  aus  No.  1); 

2)  K'^Ai'— Af^A^  »f'^  Au~  An-^i -\- An-^^''^ Aq. 

Ferner  gelten  nach  dem  Genagten  (vergi.  hiemit  Nn.  S),  §.  3.)  foi- 
^^ende  Gleiehongea : 

3)  J^,äJ, +if.O,Op 
L^=A^^{K~AOOjOp 
L^ssA^-^iK^At^A^üßp  ' 

Atoss^n-f  (1^— Tilg — Ai'^  Am-ä)Ofip 

Rechnet  man  nun  mit  Zinseasinaea,  ao  betrügt  das  Ga^Mben 
den  GMnbigera  nach  «  Jahren : 


4) 


Die  Zahlungsleistungen  des  Schuldners,  welche  sämmtlich  erst 
am  Ende  der  in  die  Zahluni^spoiiode  ialleodeo  Jahre  fällig  n-erden, 
haben  nach  n  Jahren  iolgenden  Werth : 
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•  «)  .    -  ^ 

Z«-t.],€{p  =4fi-i.l,C^  i^i— 4i— /ia-s)0,flip.l,€{p  ' 

Durch  AnflilffiNig  der  AmMcIc«  Mif  d«r  rtcbten  S^ite  evWtMnt 

=  ^, ,  1,0p»-»  +  K.  0,0p .  1  ,Op"-i 

+^j,()!p«-^+^.o,C!pa,0!p«^^4.o,0p.i,op"-«  , 

-f  ^j.  l,fl!p"-H  A^0,0pJ,0p"-8_^j.0,0p  l,()p"-3-/l2.ü,üp.  1,G!p«-* 

+  ^11-1. 1,0p  +Ar.0,0p.I,0p  0,0p. 1,0p  —^a. 0,0p.  1,0/? 

..w  ^        .  0,0|p .  l,Op 

ifii*2.O,0|p — i4ii.i.0,0p. 

  I 

Die  Ausdrücke  dersel^n  Vertikalreibe  auf  der  reebteo  Seite  von 
der  iweiten  an  laseen  sich  auf  folgende  Weise  aammiren; 

7)     yif.i,0p'^  +  Jf.i,0/?»^+i+;n.i,0p^+2^  ...iy.i,Op' 

Geschieht  diess,  so  erhalt  man  aus  iNo.       wenn  mah  statt  <  und 
r  die  eotsprechendeo  Werthe  setzt: 

C?  =     .  1,0p«-»  +  L^ASip^-^  +  £3 . 1,0p»-» -  ...  Ln-i. \fip  +  Ln\ 
-  Ai .  l,Qp»-» 1^-a  f  ilt .  i,0|p»-« + A-i  Afipi^A^, 

+  '-^*<'P-^u,ü/;^"*^*-^'^  ~o,0/.  0,0/» 


,  Uett imger:   Weüere  Ausführung  '  ^  ^ 

oder  wenn  gehörig  muitiplicirt  und  redacirt  wird:  ' 

44  -l-^a  +^»-s  «f^»-!* 


Da  oon  die  gfeichen  positiven  und  negativen  Glieder  wegfallea 
««tetebt  für  dleo  *Wefth  «kr  SSdilnigsMMagMi.^M  MqMmt« 
fiacb  n  Jabreo : 


8)  G==l^AJl)p*-HJ^  hOp''-HU'l»Op^~H^J^ 
=  ir .  1^» — IT  -I-  ili  +  'it  4     4  'i^n-Ji  +  Am 

% 

4 

In  No.  4)  i«t  das  Guthaben  des  Gläubiger«  and  in  No.  8)  der 
Werth  der  ZabliiDgeleistungen  des  Schuldners  auf  das  Ende  des 
^en  Jahres  angegeben.  Werder»  diese  mit  einander  verglichen, 
HO  ergibt  sich  aus  ihrem  Unterschied  der  Stand  der  Schuld  aof 
diesen  2^itpankt*  Dieser  ergibt  sich  sofort  aus  No.  4)  and  No.  8)1 

oder 

Werden  die  Zahlunj^sleistnniren  %'nni  Schuldner  halbjfibrlidb 
gemacht,  und  geschieht  die  VerzinsuMi;  aiK  h  halbjährlich  lpz=:p^, 
so  ändert  diess  in  der  Afila^o  und  dem  Entwicklungsi^ange  nichts. 
Es  entsteht  dann  die  doppelte  Zahl  der  Zahlun^:s-rjp'!stungen 
,  L2,  Tj-^y T-nn^  /^n+i > . . . .  i«a9  "»d  die  doppelte  Zahl  der 
Kapitaiabtragungeu  J|,  A%,  4b  »»•••^t«»  A9n^,,^,A^f  und  man  bat: 

■ 

and 

11)   S^K'^Ai^A^'- A^....^An^A^'^ A%^j^\-{-,*„A§»^ 
Bs  gelten  dann  fo^nde  Gleichungen  t 
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12)      £i  5=9^1 +  Ä. 0,0^1 

Dm  CUiUnbeik  'te  Qiiiilu||era  iat  daiw  iivcli  n  Jähret : 

die  ZalilQng«l6Uiting«ii  des  Scinidner«  Iwbeii  nach  n  Jahran  foK 
-g«ndan  Werth: 

14)  €?= 

« = il9»-i  •  ]»CI{pi  -f  (AV  i^t*- 4  .».'-^aa-a)0,ll|pi.l,ll|pi 

htm  '^A^  ^1— -^--^j....  — -42«_i)0,(]jpi 

Werden  nnn  die  Glieder  dieser  Daitttellang  gebOrig  geerdDet«  die 
snaatiimeagelMIgea  Vertikalreiheii  nach  fie.7)  eamoiirt,  wenlen 
daan  die  weiter  aOtliigeD  RedaetioaeD  gemacbt»  an  ergilit  aieh  flllr 
den  Staii4  der  Schuld  am  Biade  dea  jttea  Jahrea : 

I  * 

15) 

.... — La»— 1  \S^Pi  —  L%n 

«  Ä"— iii — .... — 4to  =s  Js»fi  + 

waa  mit  9)  übereiaaflianit. 

Die  le  No.  9)  und  No.  16)  gefundenen  Resultate  stimmen  mit 
den  oben  aaPgestellten  Prämissen  No.  2)  ünd  No;  11)  Obereia«  aad 
aeoiit  iat  der  erate  Tbeil  dea  obigen' Lebraatzea.bewiegea. 

Rechnet  man«  om  aacb  den  swelten  Tbeil  zu  beweisen,  mit 
eto fachen  Zinaea  und  aebreibt  der  Kflnee  nnd  Bequemlichkeit 

wegen  0  0;7=:z|^=:r,  so  beträgt  d^s  Uuthaben  dea  Gl&ablgera 
Dieb  n  Jahreo: 

r 

Dig 


Die  Zab1un;^i;lei8tuTigen  de»  Schuldners  haben  hei  einlachcti  Zin- 
sen nach  No.  'S)  foli^enden  Werth  nach  n  Jahren,  wenn  die  ent- 
sprechenden Werthe  eingeführt  werden: 

17)  C?i=I^(l-Kii-l)r)=ilrfH(ii-l)r)+Ä.KH(«~l)r}. 

i^(H(»-3)r)=^,(l+(«^)r)4^4JC-Ji-^l+(«-4l)r), 


Itm  =         (Ä  —  Ai  —  A^  —  A^ ....  —  An-2—An^l)T, 

r 

Durch  Auflösung  der  Klammern  auf  der  r«cbteo  5eU^  entstellt: 

6\sl^(l^(ii-l)rHi«(H(ii-2)r)-|^Xk(H(ft-3)r)..l«^ 
' = (1  +(»— l)r) + +  (»  -2)r) +^8(l+(«~3)r),..^„_i(  1 +r)+^, 

'  .|-£r(l-fii-])f) 

+  Än(l  +  (n- 2)r) -^^r  (1  +  v»~2)r) 

+  Är  (1  +  (ii-3)r)    iiir  (1 + (i»-3)f)  -  ^r(l  +  (ii-?)r) 

+  Kr0i:(n-i)ryAir{\-^in-4)ryAi,r{H{7t-i)r)'Af^^ 


Die  Vertikalreibeo  auf  der  rechten  Seite  lassen  @ieh  nacl«  der. 
Formel  ^  * 

M.a-i-  M{a^ii)  +  ^(a+2rf)  ,„/3Iia  +  (j;  -  1) d) 

«mnmlren,  wenn  man  a  =  l,  d^r^  und  statt  ilf  an<l  ^  eut- 
sprechenden  Werthe  setzt.  Hierdurch  erhält  man,  weim  man  Üe, 
Glieder  d«r\ei«toii  HoriaeiitalreilM  trennt! 


V 
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Gl  =Lj  (I+(«^l)r)+X^tl+(»-2)r)+L,(l  +(it-a)r) J  ^rHi^ 

■ 

—  ^1  "1"  ^  +  ^1  +  ^4  + 

+  il|(n»-  l)r  +  2)r  +  /l3(n— 3)r.». ^«-i.i', 

1.2  . 

>J  Q\«     ^  (w  — 3) (n—i) 


Da  nun  die  gleicheo  positiven  und  negativen  GKeder  ans  dieser 
Gleichnng  wegfollen,  se  folgt  hieraus: 

18)   Gi  =  Li(l+(»-l>)  +  i»(lf(«--2)r)....Z*-i(H-r)+i;* 

3as  ii}  4*  ^  "I**  4i  "It  ••••  ^» 

fr 

'   [  j                  ,  I  («-2)(n~3}      (ii~3)(n-4)  2.1 
— l-fli  1^;;^  j^^g —  1^2  +"^^»-^f^J>' . 

Vcri:l(M(  fit  man  nun  dn^  (^tithaben  des  Gläubigers  No.  16)  mit 
dem  \\  oillic  äsämmtlicher  Zahlungen  des  Schuldners  No.  18),  so  ist  bei 
eiotacben  Zioseo  der  Stand  der  Schuld  am  finde  des  nten  Jahres : 

= f  \  -  Gi=  E(\  +nr)  -     (l+(n- 1)  r) + X^(l + («~2)  r) 

oder  wenn  auch  hier  die  gleichen  positiven  und  negativen  Glie- 
der weggelassen  werden: 

Tli«U  XXXVI.  16 
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♦ 

20)  S|  =  ^  -     -    -  ^,  -     . . . .  _  ^„  _  jr^^^y  r» 
(n-l)(n->2)        (n-2)(«-4{)        (n-3)(»-4)    .  8.1^ 

oder,  wenn  rsQ^  genetst  wird: . 

21)  Äissjr-i<i-4i--i4....— iir-jr^]^'Vc!p*  * 

(n-l)(n-2)        (n-2K«-3) ,  .  (n-3)(»-4)  ' 
+  1^1  +  -a»  1^2  |-j — -  -i-M.^i»~sJO,(^. 

Da  nun  K=  -\- A^-\' A^-^ Am-k- -di^-^ "••^n  und  9>it 
ist«  so  ist  jedenfalls 

^n(ft— 1)     ^  «(n— 1)  .  ,  «(n—l).     ,w(n--I)        ,  n{n—\)  ^ 
Ä   ,  2  -^1-  j  2  .  +        13  1.2  1.2  ^« 

•  gr(»s«er  als  die  begleitende  j>ositive  Belbe 

,  (ii-l)(n-.2)        (n->.2)(n-^^  2.1 

4 — o —  +  ^ — O  •^-•o* 

seliwt  dann  noch»  frenn 

ist. 

Die  Gleichung  20)  widerspricht  als«  den»  in  No.  1)  und  iMo.  2) 
aufgeKfeflten  Satze.  Sie  gibt  den  8tand  der  Schuld  nach  n  Jah- 
ren kleiner  an,  als  er  ist«  und  ist  also  unrichtig. 

Man  kano  diess  aas  9)  nod  21)  aueh  so  darsteitep : 

oder 

22)  K.  l,Op"-Ii . l,0^»-i— X«9. 1,0;?«-*— L, .  1,0p"-»  ...—X,, 

>  JTJtOiqi—X«!  .l.(H^-  l)p--I<».  l,0(»-^p—Xg.  1,0(11-^  -Ifc. 

Hiernach  ist  auch  der  zweite  Theil  des  Lehrsatzes  ben  iesen* 

Sind  alle  h  einander  gleich,  so  ist  der  Staad  der  Sebiild  hei  * 
einfaehen  Zineeo  am  £iide  des  Uten  Jahres  ans  JNo.  19): 

23)  5k=:Jr.l,ai^-iii— ^^^^l/,iM)p. 
Sind  eile  A  ebander  gleich,  ee  hit  ms  21): 
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r(n  - 1)  (7.-2)    (n-2>(if^3)        3.2    2.1\  ^ 


Auf  ganz  die  gleiche  Weise  wird  der  Bevreis  gefQhrf,  wenn 
die  Zahlungsleistungen  ond  Verzinso^  halbjährlich  geschehen, 
vi'es wegen  diess  bei  einfacben  Zioeen  nicht  incbesoodere  durdi« 
geföhrt  wird.  -  ' 

j.  7.  • 
Zweiter  Beweie.  ^ 

* 

Der  Eweite  Beweicr  ftlbrt  sich  aus  der  Methode  der  gegeo'« 
eeitigen  jährlichen  Abrechoung,  welche  schon  oben  {.  tt.  als  avf 
fiehtige  Reanltate  fiBbrend  benutzt  wurde.. 

* 

Der  Gläubiger  fordert  am  £nde  des  jeraten  Jahres  Kapital 
aammt  Zins«  Seine  Forderung  ist 

* 

Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  desselben  £|.  Hiemach  ist  der 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  oder  an  Anfange  des  awei- 
ten Jahrea: 

1)  ^    «ii=jr.i,Oip— 1^.  , 

Hiervon  fordert  der  Gläubiger  am  Ende  dea  aweiten  Jahres  Zins. 
Seine  Ferderang  ist  daher  im^  Gänsen : 

Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  dieses  Jahres  L^.  Folglich  ist  der 
Stand  der  Schoid  am  Ende  des  aweiteo  oder  zu  Aafang  des  drit- 
ten Jahres:  ^  • 

'2)  SjB  =  (Ä .  l,ü/>  —     .  1,0p — =   .  J,Qp*  -  Li .  1,0^— L». 

Hiervon  fordert  der  Gläubiger  den  Zios  am  Ende  dea  dritten  Jaln 
res.  Seine  Fetdefwig  beträgt  daber'sammt  i^apitali 

^ .  1.0^=  ((ir.  l,0/> — L, ;  IJdp  -  Xa)  l,qp. 
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.Der  ?^chuldner  zahlt  am  Ende  des  dritten  Jahres  h^.  Der  Stand 
der  8(  huid  ist  daher  am  £iide  des  dritten  oder  zu  Anfang  des 
vierteil  Jahres:  ' 

=  jr.i,Oi»»-Xi.  1,0/1» - ju. i,0/>~Xs.  .  ^. 

EbeD  0o  fiodet  sloh  der  Stand  der  Schuld  am  En^e  d«8  rierten 
Jahres: 

u.  s.  w.  '  bd»  hi*;rin  liegende  Fortgan«;sgesc'tz  ist  sehr  einfach  und 
klar,    per  Stand  der  Schuld  am  £ude  de«  nten  Jahres  ist: 

Sn = ( ...  (((Ä.  hOp  -Li)  hOp-L^  Ifip-Lt)  hQp jU-i)  ljOp--£m 

Fahrt  roaD  nun  die  den  L  entopreehenden  Werthe  aus  No.  3)  {.  6> 
in  diese  Darstellung  ein,  so  geht  sie  in  feigende  Cber: 


Diess  ist  dieselbe  Darstellung,  weiche  in  No.  5)  §.  6.  gefunden 
wurde,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dort  ihre  filieder  die  ent- 
gegengesetzten Zeichen  führen.  Wendet  man  nun  die  dort  be- 
folgte Srhlnssreihe  auf  die  vorstellende  Darsteünnn:  ,in ,  so  erhält 
mrni  iiir  ih  n  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  ip  Ver- 
bindung mit  No.  4) :  . 

-      '7)  \  "      '  • 

Ä»==ÄJ,(J!p"~i»,.i,<)^«-*~l^.i,qp"-*-i^.i,(ip»-*.^ 

wie  ohen^No.  9)  {«  6.  .  ' 
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■  « 

Sind  iSXk  L  •ioandM  glslefc,  ni  ist  dsr  Sksd: 

Siod  die  KapitaiaMragnngen  gleich»  so  entsteht,  wie  sich  von 
selbst  eiglbt:  '  - 

9)  Sk^K—uJU 

*Bel  den  fn  No.^.andNo.  15)  9*^  oder  No.7)  dieses  Paragra- 
phen »aofgesteilteii  Formeln  wurde  >oransges^t,  dass  Jede  der 
Summen  Xj ,  L%,  Xg,....  grSsser  als  die  Zinsen  de^  Sehuldrestes 
sfaid*  Diese  Voraussetzung  ist  nicht  wesentlich,  3ie  fcOnnen  eben  so 
gross  oder  selbst  kleiner  sein.  Es  Sndert  diese  die  Richtigkeit 
der  Schlosse  nichts  wie  klar  ans  dem  syreiten  Beweise  hervorgeht. 

Konimen  die  Summen  Lj  ,  T..^,  L^,....  (»erade  den  jevveilijren 
Zinsen  L^leiqh,  so  wird  vom  kapitale  nichts  abgetragen  und  die 
Schuld  iinverSndert.    Sind  sie  Itleii  er,  so  kömmt  das  Weni- 

ger dem  Gläubiger  so  gut  und  die  ^^obukl  vergrüssert  sich  anstatt 
altstti^ebmen.  ' 

Auch  hier  wollen  wir  die  bestfgliebeii  Sitne  durck  einen  ha- 
Sondern  Fall  erOrtsrn»  was  die  Richtigkeit  der  gemachten  Schlüsse 
bedtSti^o  wird. ' 

Ein  Schuldner  erhält  von  seinem  Giäul^iger  20000, 
und  macht  am  Bnde  der  zehn  folgenden  Jahre  die  Ge- 
genzahluügen  3000,  -2900,^800,  '2700  ,  2600  ,  2600,  2400,  2300, 
2200,  2100.  Wie  gross  ist  am  Ende  des  zehnten  Jahres 
der  Staud  der  Schuld  bei  5  Proceut  Zinsen?, 

Auch  hier  Ist  das  vorgelegte  Beispiel  absichtlich  so  gewählt, 
dass  man'  leicht  erkennt«  dass  die  genannten  zehn  Summen  nichts 
anderes  sind,  als  die  Heimsablung  eines  Kapitals  von  20000  mit 
jährlicher  Kapitalah tragung  von  2000  und  den  lunfproöentigen 
Zinsen  des  Schuldrcstes,  und  dass  also  am  Ende  des  zehnten 
Jahres  das  Kapital  von  2000P  getilgt,  der  Stand  der  Schuld, 
gleich  0  ist  und  dass  dieser  Werth  bei  einer  richtigen  Rechnung 
sieh '  eif^eben  mnss» 

Wendet  man  tnin  die  Rechnitn^j:  mit  Zinseszinse  n  an.  80 
ergibt  sich  der  SUud  der  Schuld  {lach  ^o.  9)  §.0.,  wenn  man  die 
entsprechenden  Werthe  einführt: 
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S  ==  2000Ü .  l,ap  — 3000 . 1 ,05«  -  2900. 1 ,05»—  2800. 1.05^ . . . . 
....  —  2300.1,052  —  2200.1,05—^100 
Ä  20000 . 1,6288946  -  3000 . 1.5513282  —  2900 . 1 ,4774554 
1,4071004-^2700.  l,340ÖdÖd-2600. 1,2762816 
--2500. 1,21550625^2400. 1,157625  -  2300. 1,1025 
-2200.1,05  —  2100 
=  +32577,89'25  —  4663,984  648 

4284,620487 
3939,881184 
3618,268230 
3318,332063 
3038,765625 
2n8,300000 
"  ^,750000 
2310,000000 
2100,000000 

\      32577,892537  ' 

Hiernach  ist  der  Stand  der  Schuld : 

1)  5=^77,8925..„^32577^8925....=0; 

die  gegenseitigen  Zahlungen  heben  eich  anf,  d.  h.  das  dargeliehene 
Kapital  ist  ^\^^ 

Nach  der  Methode  der  jährlichen  Abrechnung,  §.7.,  findet  sich 


Folgendes : 

Der  Gläubiger  gibt  gegenvrärtig   20000 

Hiesa  Zins  des  ersten  Jahrs  zu  5  Proeent   .  1000 

.    .  21000 

Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  ersten  Jahres  .  .  .  >  .  300^) 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres  ....  I80(X) 

Hiezu  Zins  des  zweiten  Jahres   .  1^00 

1800Ü 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab   . 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  Jahres  .  ...  .  .  16(N)Ö 

Hieza  Zins  des  dritten  Jahres  . '   .  800 

.  168Ö9 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab   .  2800 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres  ....  .  .  140(H) 

Hieza  Zins  dea  vierten  Jahres  \  .  .  700 

14700 

Hievon  Zablang  des  Schuldners  ab  '2T00 

— im 


4tr  p9UU8Cl^  Aritkmem.  24a 

Sfabd  dM*  S«b«M  am  fittde  4m  vi«vtMi  Mint  .....  .19000 

Hitsa  ZiBft  dw  fünften  JahfM  600 

'  19000 

ffievon  ZaUmg  des  Scfanldneie  all   ^600 

Stand  der  Seiinld  am  Ende  des  lÜnfleB  Jahtee  ....  .  .10000 

Hiera  Zina  dee  aeebsten  Jalvee  »  . 

106D0 

Reven  SaMongt  den  Sdraidner»  ab   ^^^500 

Stand  der  Sebald  am  Ende  dea  sechsten  Jabres  ' .  .  .  .  .  8000 
nein  Zina  dea  aiebenlen  Jabree,   .  .  W 

8400 

Hievon  Zahlung  des  Schuincrs  ab  ^.  .  .  2400 

Stand  der  Schuld  am  Ende  dee  eMeaten  Jabrea   6000 

HieBn  ZIna  dee  acbten  Jabrea    .  300 

6300 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab   .  2300 

3tand  der  Schuld  am  Ende  des  acbten  Jabraa  .  .  .  .  •  .  400U 
Jlieia  Zine  dea  nennten  Jahvea  .  .  .  .  .  200 

420Ö 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab   .  '?2Q0 

Stand  der  Schuld  am  Ende  t!c5;  oeuoteo  Jabrea.  20P0 
Hiesn  Zina  dee  aeheten  Jabraa  »  100 

^  •  2100 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab.   .  ijlOO 

5tao4  dej^  Schuld  aiu  Ende  des  zehnten  Jabree .  .  \  \  '.  .  UUOÜ 

Wendet  man  nun  dte'Recbnnng  mit  einfacben  Zfamen  an,  «e  iat 
ana  No.l9),  $.  0.»  wenn  die  entsprechenden  Wartha  ftr  die 

n  nnd  p  eingeftibrt  werden: 

=20000. 1^  -  3000. 1,45- 2900. 1,4  -  2800. 1,35-2700. 1,3 

-2600.1,25  -  2500.1,2—2400.1,15-2300.1,1 

-2200.1,05-2100 
=30000  -  4350 

4060 

3780 


«30 

2310 

2100 

3165a       '    ' . 
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DeAiMch  wife  d«r  SUtßi  der  SdraM : 

3)  iS|=30000— 31660  =  — 1660, 

4.  b.  der  Scbaldner  hat  nac|i  der  Reclmtitig  mtt  eingeben  Ekami 
liRSb  ZV  viel  gesabtt,  Mglieli  eio  GiAtbaben  an  den  Gltoblger  oder 
der«  Gläubiger  mnan  J660  an  den  jSkbnldner  faenmecsblee.^ 

Man  pfkennt  hieraus,  das«  zwei  aater  »icb  veracbiedene  M»* 
thoden  zu  einem  und  demselben  Resultate  fuhren,  also  uater  aieb 

übereinsfirnmen.  D'w  RechnnnG:  mit  einfachen  Zinsen  gibt  da- 
o-ei_HMi  (  in  abweichendes  I^esultat,  welcl|e.s  olfenbar  unrichtig  und 
uri^eiciint  ist.  Die  vorstehenden  Resnifate  bestatlgeQ  daber  dia 
tticbtigiieit  dea  iu  $.  6.  aogegebeueo  Leiiraattea* 

Stellt  man,  die  bisber  dorcb  Beweise  begrfindeten  Resaltate 
XQ^mmen,  so  erbftit  man'  folgende  Wer  Grundgleiebongen.  Naeb 
Ne.  9)  und  Ne.  19)  {.  a  lat: 

,   "^l,Oip^W/?*^l,(^^  *     M/1«'  ' 

♦  / 

^  IM  +  ijdpi*  +  IM"  ^  * "  iM^' 

Nach  INo.^  6)  uod  i\o.  14)  ^.  6.  ist: 
$)      S=    .  1,0p«-»  -f  ^ .  1  .Op«-«  +    £»-1 . 1     +  L„, 

4)  Ä=Z,.lM^"~HX,.l,qpi*""*+—-^^-iM+^« 

Die  zwü  ernten  Gleicbongen  eeigenj  wie  der  Wertb  ktlnftig  Oll- 
liger  Sumihcn  auf  richtige  Welae  dnrcb  die  Zinecinareebnung  auf 
die  Gegenwart  aurOckgebraebt  wird;  die  xwei  letaten,  wie  der 
Wertb  kffnftig  ftlliger  Summen  auf  den  Zeitpunkt  der  letaten  Zah- 
lung durcb  Zlneiinerecbnung  auf  ricbtige  Weise  flbertragen  wird. 
R  und  S  sind  in  beiden  Fillen  nnbekannt  und  ergeben  sieb  aus 
den  Zahlungen  L,  dem  Zinafuss  p  und  der  Zeit  n. .  No.  1)  und 
No.  d)  gelten  Oir  ganzjJibrige  Zabbing  und  Vendnanng»  No.  ^  und 
Ne.  4)  ffir  balbjlbrlge.  Zahlungen,  die  sich  auf  kleinere  Jabres- 
tbeile  als  Halbjahre  eratrecken,  kommen  In  der  Wfarkliebkeit  niebt 
wohl  vor.  Deswegen  ist  hierauf  keine  ^  Rlieksiebt  genommen. 
Sollte  es  dennoch  geschehen,  so  kennen  die  verstehenden  Glei- 
ehnngeo  ohne  alle  Schwierigkeit  auf  sie  angewendet  werden. 

Hält  mau  uuu  «iie^e  Gleichungen  fest  und  bringt  man  eine 
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IMbe  aolebcr  JUkVan^  ramt  a«f  einen  ieitpsabt  (Gegenmirt 
oder  ZukenftX  zHrilcfc  OBd  ffibrt  deo  so  erhalteoeo  W^rth  Akif  den , 
andern  (Znkuoflt  oder  CTegenwart)  fiber^  eo  wird  aucb  der  nne 
dieser  Uebertra^ung  bervorgebeode  Werth  ein  ricbfiger  sein,  denn 
jede  der  mit  den  Zabinngen  ▼ergenommenen  ReductiotfeD  erseugt 
Hf  «leb  eieen  riebtigen  Wedb.  Eine  Jede  demrtige  üeberfra* 
gang  wird  daber  eineo  We^tb  geben,  der  mit  dem  ureprOnglieliei^  , 
dnrcb  directe  fintwicitlung  gelroonenen  fliwreinstimmi 

Uierau6  •  recbtiertigt  eich  folgender   '  *  . 


Dritter  Lebreats. 

l 

a.  Soll  der  gegenwärtige  W  ert  Ii  einer  Reihe  künf- 
tiger Zahlungen  Li,  L3,....Ln  eiiiiittelt  werden,  80 
Itann  man  dieselhen  zuerst  auf  einen  künftigen  Zeit- 
punkt zurückbringen  und  dann  den  hierdurch  erbalte" 
oen  Werth  auf  die  Gegenwart  reduciren. 

b.  Seil  der  Icflnftige  Werth  einer  Reiie  ven  Zab- 
iangeo  Xi^^JC^,..» Lm  ermittelt  werden»  ^et»  kann  man  die* 
selben  zuerst  auf  die  Gegenwart  zurflekbriogen '.und 
dann  den  bierdoreb  erhaltenen  Werth  auf  die  Zukunft 
dbertragen. 

fji  beiden  Fällen  wird  ein  richtiger,  mit  dem  direct 
in  den  No.  1)^ — i)  gefundenen  tlbereinstiniuiender  Werth 
entstehen,  wenn  mit  Zinseszinsen  gerechnet  wird; 
dagegen  ein  u  n  rieht  ig  er«  wenn  mit  einfachen  Zinsen 
gerechnet  wird. 

Der  Bewei»  bieffin  fährt  ^ich  leicht.   Man  bringe  den  Werth 
'  aller  Zabinngen  nach  a  zuerst  auf  das  £ttde  des  nten  Jahres  zu- 
rfick.   Die  erste  Zahlung  4rägt  in  diesem  Falle  während  (n — 1), 
die  aweite  wShrend  (n  — 2),  die  dritte  während  (n  —  3)  Jahren  ZIne 
n.e.w,,  die  letzte  keine.  Der  bleraos  folgende  Werth  l«t: 

8:^  Li.  1,0^»-«  +  Ii«.  1,0/?"-*+  L^ .  1,0p»-»  + ....  Ln^t,  l,Op  +  L». 

Nnn  rabattire  man  diesen  Werth  für  n  Jahre.  Es  entsteht: 

1,4" ^  •  ^ •  ^'Y    -  ^-^'^fiP  +  W  , 

eder«  wenn  wirklieb  mnltipHehrt  wird,  , 

■  ■ 

ftx      *       ^  ^1    .    I'l    .  ,  I<n-1    .  Ln 
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.     DiAMS  fittoltet  Olk  mit  ^  1) 

Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  halbjährige  Zahlungen 
und  \  erzin^ung  an,  so  erhält  man  nach  No.  4)  für  den  künftigen 
Werth  dieser  Zahlungen:        >  '  * 

*  > 

Wird  dieser  Werth  auf  2n  Ualbjahre  rabattirt,  entsteht: 

Die««r  Werth  föUt  mit  ^o.  2)  susammen  und  hiedorch  ist  der  Satz 
in  «•  bewiesen« 

Soll  nach  b.  der  Werth  sämmtlieher  ZaIlKiegeii*  fOr  den  Zeit» 
'   punkt  der  letzten  Zahlung  bestimmt  werden,  so  ermittle  man  so- 
eiet  iiireo  gegeDwärtigeo  Werth«  Er  ist  nach  No.  1),: 

Nun  fOhre  man  diesen  auf  das  Ende  des  nten  Jab^  darcb  Ver^ 
Yielfacheo  mit  ijüp^  flher.  Es  entstellt  dann: 

Dieser  Werth  atinitnt  mit  Ne.  3)  «herein; 

Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  verfahre  man 
auf  die  gleiche  Weise.   Ihr  gegenwärtiger  Werth  ist  dann 

Führt  mar*  nun  diesen  Werth  aiil'  den  Zeitpunkt  tler  letzten  Zah- 
lung bei  halbjähriger  Verzinsung  zurück,  ho  entsteht  durch  Mul- 
tiplikation mit  1,0/?!*':  >        .  >     '  » 
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ölMer  W«rth  stiiimi^  «lerain;  Tolglieb^ivt  «wli  im 

■weite  TMl  des  L^hrcalM  erwleeen. 

-/ 

Der  dritte  Tlieil  desselben  ergibt  sich  aus  de»  SStzen  §.  «I. 
Nu.  13)  und  rSo.  U)  und  §.-6.  No.  21)  und  INo.  2'i).  Da  nämlich  die 
Rechnung  mit  eiiifachep  Zinsen  in  den  tra^lkln'n  Fällen  auf  ein 
unrichtiges  ReMiltat  bei  jedem  einzi  itien  Acte  lührt,  so  kann  die 
Verbindung  zweier  unricbti|;er  Resultate  nicht  wohl  auf  ein  rich- 
tiges führen.  ^ 

Man  kann  diess  aber  direct  auf  folgende  Weise  zeigen.  Man 
bringe,  um  den  gegeowärtii^en  Werth  der  Zahlungen  zu  erhalten, 
zuer^it  alle  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurück.  Man  erhält, 
wenn  ÜjOp  =  r  nach  dem  Vorgange  von  §,  6.  geschrieben  wird, 
biefür:  «  ^  - 

^=I^(l^<«-I)^Hl*(l+<*-a>)+l^(l+lH-3)r)....I^.l(l^^^^ 

Rabattirt  mnit  diesen  Werth  mit  eiDiftchea  jZiosen  durch  DMäkm 
mit  1-f-itr,  so  entsteht:  - 

•  10) 

1+ 


i  I^a-\-(n-l)r)  .  l^iH(n-2)r)  .  X^(l-f  (K-3)r)  ,  ^ 

nr^    _  l+»r  J+nr  J+»r  '•"•••1+ 


nr 


Der  Werth  dieser  Fermel  km»  wie  nao  leicht  «ieht,  nicht  nit 
No.  1)  oder  No.  tt)  zoeamraeii  falleo.  ^  ' 

Die  Glieder  in  No.  10)  haben  folgende  allgemeioe  Form: 

*;i+iir' 

die  correspondireoden  Glieder  in  No.  5)  liabeo  folgende: 

(l+r)' 


Ar  H^x  und  ganze  7t  und        Es  i^t  aber: 


Da  nun  oben  in  $.  3.  nachgewiesen  wurde ^  dass 
ist.  so  muss  um  so  mehr 
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'2,4i6  OeUiHftr:   WeUere  Mt^iüfirung  , 

__J  v_JL_ 

f 

71  —  X 

seio,  da  l'ür  gauze  n  uud  x  auch  j^^Tj^  — 

Es  gilt  daher  für  je  Bwet  correspvDdireode  Glieder  io  den 
No.  10)  und  5)  ode^  1): 

1  +  :rr  i¥ 


Hieran«  folgt  in .  Besag  auf  No.  IQ)  und  II)  oder  1): 

in  r  i  (H(«-2)r).  Ur  .  L„ 

>  l+r  +  (l+r)«  +  (l  +  r)»"*' •"(l+r)«»-i^(l+r)«* 

Um  den  künttige»,  Werth  säniintlicher  Zabiuogen  bei  einfachen 
Zinsen  zu  ermitteln,  bringe  iDaii  vorerst  sämmtliche  Zabiungen  auf 
die  Gegenwart  zurück.  Mau  erhält :       '  • 

Führt  man  diesen  Werth  durch  Multiplikation  mit  (J+nr)  auf 
den  Zeitpunkt  der  letzten  Zahlung  zurfick,  so  entsteht: 

,  13)  ÄiCH-nr) 

_ AXl+wr)    /^(1-t-wr)    J>3(l+7>r)       L,h-i(I4  /a)  ^a±«r) 
"""~Tf>  l+2r    ^    l+3r    ^  "  l+(»-l)r        l+nr  * 

Die  Glieder  dieser  Reibe ,  haben  mit  Ausnahme  des  letatep  fol-' 
gende  allgemeine  Form: 

Die  in  No.  7):  .  . 

für  ganze  n  und  x  uud  »>>^.  Kun  ist: 

I     itr  1  ^-arr-t-C»-- Jf)r         «  — :f  '  * 

Da  DUO  oacb  §.3. 


»  ■% 
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* 


et,  00  l«t  um  8o  mebr 

Ea  ist  daher  au»  Na;  7)  and  13): 

...     I/,(H-nr)   L.,(l+7.r)  XaCHwr)  f7/r) 

<  ticHryi-»  -I-  I.s(l4y)»-^...  1—1(1  +r)  +  L». 

Die  Rechnung  mit  einlachen  Zinsen  führt  daher  nach  Aus-  • 
sage  der  Gleichung  11)  in  dem  (Vanlichen  Falle  aul  v'm  grös- 
seres, nach  Aussasre  der  Gleichmio;  14)  aul  ein  kleiiieree  Re- 
sultat als  das  richtii;e.    Das  Gleiche  wurde  sich  ergeben,  wenn 
die  Zabtungen  balbjäbrlicb  gemacht  werden. 

.  Ferner  erlrannt  man,  daaa  die  aoa  den  No.  9)  and  13),  10)  ond 
19)  folgenden  Warthe,  obgleich  aie  die  AoflOanngeo  einea  und 
deaaelben  Probleiaa  alnd,  nicht -onter  aieh  Qbereinatinimen  kSnnen, 
wie  aie  aollton.  Sie  leiden  daher  an  einem  Innern  Widen^rnoh.* 

Hiernach  ist  auch  der  dritte  Tbeil  des  obigen  Lebraata^ 
•hewiesen.  < 

Elnlbaher  werden  diaee  Femeln»  wenn  alle  ZalflmigeD  (L) 
gleich  #ind.   Dann  eatateht  ana  No.  J)  mid  No.  3); 


Tergl.  $.  27.  meiner  Anleitung.  Aua  No.5)  und  No.  6)  wird: 

■ 

17)  1^=1^(1.. i,a/»»-i+z..i,a/^"-H....^.i,Q^^  . 

.  L_  1,0p"  — 1_    1^-  1.0/;-^ 

-1,0/^«'    0,0/^  0,0//  ' 
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§150  OetUnger:   Weitere  Auifükfuny  V 

DiMe  DarsielliiDgeD  bemtworteo  anf  Y»r«ebiedeiieiii  Wega  das* 
mHm  Problam  und  stimmen  unter  eieb  ibereln. 

Ans  No.  3)  und  £^o.  4^  wird : 

m   .  ' 

») 

Ava  No^T)  «ad  No.  Q  wird:  ' 

r 

21) 

Ä.lA^»l^(l^+i;|,  +  ....i^)=£.I^l=^  - 

0,0».  ' 


Aoeb  dieae  Glaicbungen  iSaen  daa  gleicbe  Problea  aof  Teiacbie- 
deoem  Wege.«iid  atfanmen,  wiedieaa  aein  mnaa,  tiberalii.  Vergl. 
j.  SSS.  meiner  Anleiinn|^. 

Aus  den  No.  1}  und  5),  2)  und  6)  folgt: 


Aas  den  No.  3)  und  7),  4)  und  8)  folgt : 

.  24)*  SssRAfip^  and  S^B.hOpi*^. 

Man  erkennt  hieraus,  dass,  wenn  mau  die  Gesammtzahlungew  als 
Summen  betrachtet,  bei  ihrer  Uebertraf^unji  von  einem  Zeitpunkt 
auf  den  aiulcrn  mit  Zinseszinsen  i^erecbnet  werden  muss,  wenn 
man  richtige  Werthe  erhalten  will. 

Die  hier  ancreeebenen  Sätze  leisten  bei  Anwenduni^en  gute 
Dienste  und  erleichtern  den  Calcul  bei  zusammengesetzten  Fragen 
wesentlich.  ' 
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HO. 

Hieran  schliefst  sieb  iplgender 


t      Vierter  Lehriats.  ^ 

Sind  itt  #liien  Zeiträume  ven  n  Jftbre'n  am  Ende 
eines  jeden  Jahres  dfe  Sommen  L^,  2«»  Mj^^..,[Lm  fällig 
und  80II  ibr  Werth  aitf  irgend^  einen  beiiebigeo  Zeit« 
pnnkt  (x)  snrfickgebraeht  werden«  der  swiaehen  dem 
Anfange  und^  finde  den  Zaltrama  liegt«  ao  bann  diaaa 
direet  naeh  den  bin  jetst  gelehrten  und  .bevrieae]ien 
Grnndsfitien  geaeheben«  eder  aneh  dadvrcbydaaa  man 
den  Werth  aimmtlieher  Zablnngen  anf  den  Anfang  oder 
das  finde  dea  Zeitranma  und  den  aieh  bierana  erge- 
benden Werth  auf  den*  fraglichen  Zeitpunkt  anrück- 
bringt  '       ,  . 

K*!  entsteht  ein  richtiges  Resultat,  wenn  die  Kech 
n  11  ri     mit  Z  i  ri  s  e  s  /  i  II  sen  ,  ein  unrichtiges,  weuu  nie  mit 
einfachen  Zlüttea  au«geiubrt  vrird.  » 

Die  ersten  s  Zahlungen  sind  naeh  der  Auljpbe  raf  das  Eii^e 
den  «ten  Jahres  anrSeksnbrfaigen.  Mach  §.6.I9n.8)  ist  Ar  die- 
aen  Werths 

Si^Lg, ijüp'-^  +  -6,.  10/>'-*  + ....  L„ . l,Ojp  +  X»«. . 

Dagegen  muas  der  Werth  der  folgenden  (n— 4r)  Zahlungen  anf 
denselben  Zeitpunkt  sftHickgebraebt  werden.  Nach  {.  3.  No.  0)  ist: 


Durch  Vereinigung  beider  Wertbe  erhält  luao  den  gesuchten«  und 
es  ist: 

S=  A .  1,0p'-'  +  i,.  1,0^--»  +  ...  Ls  +  5g  +  i;,^ 

Hicdurch  ist  der  Werth  sänimtlicher  Zahlungen  aui  den  Zeit- 
punkt X  in  directer  Weise  bestimmt  und  zugleich  der  Beweis  für 
die  Richtigkeit  der  Gleichung  No.  1)  gegeben. 

Führt  man  den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  zuerst  auf  den 
Anfang  dfls  Zeitrimma  aurflek»  ae  bat  man  naob  §,  3.,  Ne.  9)i 
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^jDt  Ü0Wm§0r:   Heuere  AüafüUrung 

HVM  ^iMer  Werth  auf  das  Eod«  des  d^en  Jgbre«  BOiückgQfilhft^ 
M  tot  mn  dureil  Moltiplikatiott  mit  LOp«: 

oder  . 


DtM»r  WerCfa  HUt  mit  No.  I)  MaMnman. 

Führt  man  alicr  den  W  erth  s.wumtlicber  Zahliiii<ren  2uer«t  aul 
da«  Ende  des  Zeitrauiuä  zarück^  so  i^t  nach  {.6.  No.  ä):  ^ 

'Wird  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  irten  Jahres  zurü'ckge- 

bracht,^ so  muss  er  auf  (»— a?)  Jahre  rahattirt  oder  mit  |  Q^n^g 
mnitiplieirt  weiden.  Dadorch  entsteht: 

l.Oif»-»  "'  l,t^p— «  +  l,Ofi^» 

oder 

Diese  Gleichung  (alit  mit  iSo.  1>  und  ]So.  2)  zusammen. 

Wef  deo  die  Zahhioiai  fatalbjShrlich  gemacht,  so  lodert  diese 
In  der  beseichneten  Sehlnss reibe  nichts.  .Man  erhfilt  fülr  die  ditecte 
Bestlmmong  des  fraglichen  Warthes: 

4)  • 

Für  die  beiden  üebertragiingen  entsteht: 


1 


DigilizecTby  Google 


der  püiiiischeii  Arilkmetik, 

oder 

6)  , 

Ferner : 


<»der 

Diese  Gleichungen  fallen  mit  No.  4)  zusammen.  Uiemit  ist  der 
erste  Theil  des  Lehrsatzes  bewiesen. 

Wendet  man  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  ziir  Wertli* 
beetimmiing  der  Zahlungen  In  gleicher  Weise  wie  bisher  an,  so 
ermittelt  sich  dieselbe  direct  für  den  zwischenliegenden  Zeitpunkt 
X,  wenn  man,  der  Kurze  wegen  0,(^z^r  schreibt,  anf  folgende 
Welee: 

•  7) 

Bririü;t  man  den  Werth  ^ämmtlicber  Zahlungen  zuerst  auf  den 
Anfang  des  Zeitraums  zoruck,  so  ist;  - 

^-l+r  +  r+ä^+'-'i+jT"*"l-^(«  +  l)r--*l+iir* 

» 

Wird-  dieser  Werth  auf  das  End^  des  :rten  Jahrs  bei  einÜMiiieii 
Zinsen  durch  Mnltiplikatien  mit  (1  -^änr)  xnrfick  gebracht,  ao  er- 
gibt flieh: 

Th«U  XXXVI.    '  It  . 
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eeitim§0r:  WiU§t0  Jlm^Bänng 


F«hit  n^ut  aller  W^Hk  «tMnUlefcflr  SaMngwi  tnent  auf 
das  finde  des  ZeUfanna  avrlfck,  aa  wirds 

=     (1  +  (»  -  l)r)  +  I^a  +  (»-2)r)  +  «..iL*(l  +  («-xjr) 

....X»^(l4r)-MW 

Wird  dieser  Werth'  auf  das  Ende  fies  .rfen  Jahres  zuröckge- 
bracht»  also  auf  (n — as)  Jahre,  vom  Ende  an  gerechnet,  rabattirt, 
oder  mit  — dividirt,  so  entstellt; 

«) 

"S,  .A(l-Kn-l)r)  .  LtO+(n-2)r)  .  '  ,  i„_i(l+r) 


Vergleicht  man  die  in  No.  7)— 9)  erhaltenen  Werthe  mit  Henen 
^(o.  1)— 3)  und  unter  sich,  «o  stinimer)  sie  uccler  mit  lien  eljentrcriann- 
ten ,  noch  unter  sich  überein,  fuhren  also  weder  zu  dem  rieliUgen, 
noch  zu  einem  unter  sich  sfleichen  Resultate.  Üie  gleiche  Bemer- 
kung gilt»  wenn  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht  werden. 

Hiemit  ist  der  aweite  Thell  des  obigeq  Lefarsatxea  enrieaen. 

Aus  (Ion  zNvei  letzten  Lehrsätzen  erkennt  man,  dasi»  die  Werthe 
>  einer  Reihe  von  Knpitalzahlungen ,  unbeschadet  der  Richtigkeit  der 
hieraus  folgenden  HcsuHuto,  ganz  bellehi«^  von  einem  Zettpunkt 
auf  dt3n  andern  ühergetrayen  oder  in  der  Zeit  hin-  und  zurückge« 
schoben  werden  können,  wenn  man  mit  Zinseszinsen  rechnet, 
während  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  bei  diesen  Umset- 
zungen unrichtige  und  bedeutend  differirende  Werthe  gibt 

Die«!e  Freiheit  der  Uebertraijfmij  vrird  in  hesfimmten^Fällen 

■ 

gute  Dienste  leisten.     Zfiüleieh  Lcibt  sie  ein  ?tlittel  an  die  Uaild« 

die  Richtigkeit  der  eriialtenen  Kesuitate  zu  prüfen.^ 

Eiofacber  werdee  dieae'  Gleiefaungen«  wenn  almaitlielie  Zah- 
Jongen  (L)  einander  gleich  aind.  No»  1)  geht  dann  Aber  Id: 

10) 

S^LihOp^"^  +  + ....  1-<^P  + 1  + +  lip.  ^  ... 

OJOp  OJOp 

oder  wenn  man  sämmtliche  Glieder  als  einer  Reihe  zugehüreod 
betrachtet : 
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II) 


der  fioiitaehen  AriiimeUlL 


0,0p 

tMk  auch  durch  Addition  in  No.  10)  ergibt.  Es  wird  übri-. 
gens  ztvecIcniSssl^  sein,  bei  Anwendung  auf  besondere  Fälle  die 
Darstellung  10)  zu  heuataen«  weil- der  Werth  der  dort  gegebenen 
Aasdrficke  den  TaMa  eotnommen  werden  kawi»  während  d^r 
Werth  io  Ne.  11)  eoe  dimtm  «rat  diiroh  Rechouig  abgeleitet  wer« 
da«  m^9$. 

Wird  der  Werth  sämmtlicher  Zahlungee  aoerst  auf  die  Gegen-- 
wart  und  dann  anf  daa  fiade  dee  «tse  Jahres  mrflekgebiaeht»  ao 
istaae^e.3): 


Dieser  Werth  HUit  mit  No.  11)  und  i>jo.  10)  zusammen. 

4  « 

Wird  aber  der  Werth  aeerat  aef  den  Biid|NUilrt  dee  Zeltraana 
anrflek  geflibrt  oed  daon  rabattirt,  eo  eatateht  ana  Me.  3); 


-     !,0p"  - 1  , 


Ofip 


was  gieich&Ua  mit  No.  10),  11)  und  Id)  auaaBinenQUit. 

Die  Anediftilie  Ke»  4)-«*(9  geh««  tiiKw  der  dertigea  Veraee- 
aetsusg  ip  folgande  Aber: 


t4) 


I 

die  sämmtlich  den  gleichen  Inhalt  hal>eii. 

Nicht  so  einfach  lassen  sich  die  GIeirhnnq;en  No.  7)  — 9)  geben. 
Die  a:  ersten  GUeder  in  Ne<  7)  laasen  sich  aummiren  uod  man 
erhält  dann: 


Diaili^ 


♦  *  \ 

250     *  Oettinger:   WeiUre  Aut/Uärmg 

m 

Die  Reihe  in  No.  0)  gebet  über  in : 

18) 

^  =  r+T^  . ) .  I      + -  l)r) +M1  +(ii-3)r)  + ....  L{\  +r)  + 
Die  Heihe  in  No.  8)i 

kann  nach  §.  13.  meiner  AotoituBg  oAthlgeafatti  «uinilH  vrtrdeo. 
Allenthalben  tat  rssQf^  ^  aetiflii. 


8.  U. 

Auch  die  in  $.9.  und  §.  10.  aufgestellten  Sätze  sollen  an  einem 
besoodero  Falle  verdeutlicht  werden.  Wir  wählen  hieza  die  In 
§.8.  behandelte  Aufgabe,  deren  Inhalt  bekannt  ist  and  die  des- 
vveiren  zugleich  zur  Prüfung  der  Hicbtigkeit  des  Calcsla»  wiNrasf 
der  Inhalt  von  {.  9.  nnd     10.  raht»  di^t. 

Die  fiBflinien  9000»  9900»  9800,  «700»  ^00,  2600»  2400« 
2300»  9200»  9100  aind  an  Ende  der  sebn  folgenden  Jahre 
fillig.   Bs  fragt  sichs 

Wie  groae  iat  ihr  gegenwärtiger  Wertlif 

■ 

Wie  groaa  Iat  Ihr  Werth  am  Ende  d«a  aehnten  Jahr«a 

a.  bei  Zinseszinsen, 

b.  irei  einfachen  Zlnaen» 

wenn  5  Procent  ZInae  gereehnet  trerden? 


Zn  a*  Rechnang  mit  Zinaeaainaen  fllr  den  gagoiwift^ 
gen  Werth.  ' 

Ersf«'  VuilüäuDg.  Nach  No.  1)  ^.9.  ist«  wenn  die  Tafeln 
benutzt  werden : 
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l) 


s=:3000.0,9523809=28S7,]428 


ibOÜ .  0,8638376  2418,7453 


2600.0,7835262  2037,1680 

M0.Q^710Gai3  1706^2 
2300.0,6708394  1556,7306 


2200.0,6446069  1418,1396 


2100.a613dW  1280,2178 

19999|9Q99 


Zweite  AnfloNimg.  Man  bringe  den  Werth  dieser  Zab- 
loDgen  zuerst  auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  und  dann  auf  die 
Gegenwart  zurück,   ^^ach  der  Gleichung  vor  No.  ö)  hat  man :  * 


«    f.8.  angegebea.  Es  entotelit  daher: 

ov  _  32577,892 32577,892 

^>  »—  |,05w  ""1,6288946  —  ^""""' 

wie  dies«  seio.  mues. 

,  Za  b.  Recbnaiig  mit  einfachen  9liiaeo  fVr  ilee  g«igea* 
würdgen  Werlh. 

Erate  Auüöäuug.  r^acb  No.  Ii)  §.  3.  ists 


Der  Werth  der  In 


ninyinchiennene»  Reihe  let  hi  Ne.  \) 
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,v       o     '^^ö  .  -'^^0  .  2800  .  2700  .  2Ö00  .  2500 

.  2400  .  2300  ,  2200  .  2100 

=  2857,14280  =  20573>7^4... 

2090,90909.  . 
;  3434,78900 

2250,00000 

2080,00000 

1923,07092 

1777,77777 

1042^714 

1517,24137 

1400,00000 
20573,78774. 

Zweite  Auflösung.  MaD  bringe  den  Werth  eMmqitllcher 
Zablaogen  auf  das  Ende"  des  Zeftraimis  «uHlek.  Hiemacli  ist-: 

5=3000. 1,45  ^  2900 . 1,4   2800 . 1,35  +  2700 . 1,3+2600.1,26 
2600.1,2  -f  .9400. 1,15 4-2300. 1,1  +2200.  IM  -¥  2100 
s=3l660 

oach  §.  8.  Nun  rabattire  nao  diesen  Wertb  auf  die  Gegenwart. 
DadoroAi  wird: 

«      'S     31650  ^„^^ 

Man  Hiebt,  dass  die  in  No.  3)  und  No.  4)  gefundenen  Resul- 
tate weder  unter  sieb,  noch  mit  No.  1)  und  No.  2)  übereinstimmen. 

■ 

Bestimmung  des  Werthes  sämmtlicber  Zablungen  für 

das  Ende  des  Zeitraums. 

a.  DlireA  diß  Rechnung  mit  SUneessüum. 
Erste  Auflösung.   Nach  No.  8)  §.  0.  ist: 

5)  iSas  30OO.l,06«-|'29OO.I,05«'|-28OO.],06H2700.1,O6< 
+260O.l,05«+2500. 1,05*f  2400. 1,05» +2300. 1,06» 
+2200.1,05+2100 
=  32577,892, 

> 

wie  aus  {.  8.  No.  1)  zu  ersehen  ist. 
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»  ■ 

Zweite  Auflütiiing.  Mao  bringe  den  Werth  slnuntlicber 
Zahtungen  auf  die  Gegenwart  zurück.  Hiernach  ist,  wie  i»  No.  1) 
angegeben  wurde: 

3000  .tJÖOO.  2800         2100  -19909999  -20000 

Diesen  Werth  ftihre  man  auf  da«  £od«  des  Zeitrauma  xuriick. 

■ 

Dadurch  entsteht: 

6)  9ai».l,Ö5w=rmiD.1t05i»=9000DJ,ea88IMS 

^  =32577.892. 

b.   Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 

Erat«  AnflSsung.  Naeh  No.  18)  $.6.  ist,  wie  achoo  ange- 
geben wurde;. 

+250O.U^840(>.l,15-f930O  J,l -f  8200.1.0S-^  2100 

=31650. 

Zweite  AnflOanng.  Man  bringe  vorerst  den  Werth  ainlm^ 
lieber  Zahlungen  auf  die  Gegenwart  suriiek.  Dadurch  entsteht,  wie 
oben  in  No.  3):  • 

3000  .  2900  .  2800  ,      2100    «rt--^™,  ' 
=  J,Ö6  +  ÜT  +  U5  +  "  Jfi  »»»73,7877.... 

NoD  ffihre  man  Ihn  auf'  daa  Ende  des  Zeltravme  über,  und  man 

erbSit : 

8)  s^ssRiAfissmj^isn.i^^somm^.*.^ 

Die  in  No.  7)  und  No.  8)  gefundenen  Resultate  stimmen  weder 
unter  sich  noch  mit  No.  5)  und  No.  6)  über  ein.  Hiedurch  bestä- 
tigt sieb  die  Richtigkeit  des  obigen  Lehrsatzes. 

/ 

Zur  Verdeutlichung  des  Lehraataea  in  $.  10.  geben  wir  der 
Aolgahe  in  j.  11.  folgende  Fol'm: 

Die  Summen  3000,  2900,  2800,  2700,  tOOO,  2500,  2400, 
2300,  2200,  2100  sind  je  am  Ende  der  zehn  folgenden 
Jahre  fällig.  Die  Zahlung  für  sKmmtliche  Summen  soll 
am  Ende  des  sechsten  Jahres  gemacht  werden.  Wie. 
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gffO0«  lat  dU'  a««siisalil«ttil«  Sam«e  an  fi'ndo  iieaes" 
Jakres  b«r  5  Procent  ZiDsen 

a.  bei  ZinseszinBen, 

b.  -  bei  einfachen  Zinaenf  ^ 

a.  Dle^Reebnang  mit  Zinaeaslaaen  gibt  Folgendes  f 

Erste  Auflösung.  Die  ersten  sechs  Zahlunaon  rm'j^sen  auf 
das  Ende  de.s  s(h  listen  Jahres  ubertragen,  die  vier  letzten  auf 
den  nämlicben  Zeitpunkt  zurücl(geiübrt  werden.  INach  Pio.  1)  {,  10.  iat ; 

5=39000 . 1.05«  *f  2900«  1^  -§•  2800.       -|-  2700.  l,06»-f  2600. 1,05 

2400     2300     2200  2100 

V  '  9:3000.1,2702810=382834408 

.  2900.M155063  3524,00812 

2800.1,157025  3241,38000  / 

•       2700.1,1025  2970.:5000 

2600.1,05  2730,00000 

'     2500  2500.00000 

2400.01,05238006  2a85,7i4i» 

•    2300.0,0070296  2081^10770 

2200.0,8638370  100M4S71 

2100.0,8227025  1727.67519 

26801,91277  ^ 

9 

4)  iS  8  20801,9127.... 

Zweite  Auflosung.    Man  bringe  den  Werth  säromtlicher 
Zahlungen   vorerst  auf  die  Gegenwart  zurficlc.    Hiernach  wird 
'  nach  No.  1)  $.  11.: 


-._3000  ,  2900    2800         2100  _  ^ 
1,05  + 1,05*  +  I3P  +  "  1,05»«-  ^ 


nmn 


Dieser  Werth  erwächst  in  sechs. Jahren  zu  der  Summe:  - 

2)  5=:A.l,05«=20000.1,05<:s20000.1,340096as2680M]2. 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  sänimtlicber 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Es  entsteht,  wie 
schon  in  No.5)§.  11.  angegeben  wurde: 

/S|  83000.1,05» -I- 2900.1,05«H:2800.1,QSr -I-  ...2200.1j05^2100 

=:32577,8£)2. 
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3)  •  5  =     ^ m77ß^2.iKm7mzsm(ii,m^ 

Die  drei  gefundenen  Wertbe  öümmeu  überein. 

b.   Die  Reebnanf^  mit  eiBfacben  Ziraen  gibt  Folgendes : 

Eföte  Aul  liiHung.  ^iach  INo.  7)  §.  10.  ist,  tveon  sämmtiicbe 
ZamoBgen  auf  das  Ende  des  sechsten  Jahres  aarückgebraelit  werdea : 

=  aOOO.  1,28  -I-  2900.  U  -|-  2800. 1,15  4-  2700. 1,1  -f  2000.  IJK 

.         .  2400  ,  2300  ,  2200  ,  2100 

=  3750 
3480 
..^20 
2970 
2730 
2500 

2285,714l>85 
2090,909099 
191:1043478 

17jO,000000 

2ü0öy,0<>065 

also:  ' 


4)  Si  =  26689,( 

Zweite  Avfl8sttBg.  Man  bringe  den  Wertb  derZabInngen 
xoerst  anf  den  Anfeng  des  Zeitraoms '««rieb.   Es  eniaiebt: 

3000^2900^  2800  ,      21U0  g^«,™ 

nach  §.  11.  No.  3).  Brinj^t  man  nun  fllfsen  Werth  auf  das  Ende 
des  sechsten  Jahres  zurück ,  so  erhält  man : 

5)  S^  =  Ri.l^^  20573,7877.1,3  ==26745,92401.... 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  der  Zahlungen 
auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurück.  Hiedurcb  entsteht,  uie 
schon  in  IVo.  7)  §.  11.  angegeben  wurde:  ^  . 

Si = 3000 . 1,45  +  2900 . 1,4  +  2800 . 1,35  + ....  2100  =  31650. 

Wird*  dieser  Wertb  auf  das  Ende  des  aecbaten  Jahre«  flbertra* 
gen,  so  let: 

Man  siebt  f  dass  die  darcb  die  Recbnvng  mit  einfiMsben  Zinnen 
gewonnenen  Wertbe  nicht  nur  von  den  dnrcb  die  Reebnnng  mit 
ZlBeesslnsen  gelnndenen  abweichen ,  eondern  anch  onter  nicb  ver- 

IT* 


schieden  sioil.  -  l>te  Kiohtigkeit  dei  obigen  Lehrsatse«  wM  bie* 
dturch  best&tlgty  denn  alle  sechs  Kesiiltate  mdsfton  unter  sich 
öbereinstimmen,  wen»  die  in  No.  4),  5)  und  6)  angewendet«  Reell» 
aiMgeart  »nf  richtiger  Grundlage  ruhte. 

8«hliis«keiii«rk«ag.  Ich  M  -whHwIWi  mS  eiaeii.  Um> 
Btmaä  tmhMXknm  aiaebea,  der  Mir  beflohdei«  geeignet  mMbI» 
die  Ungereimtiieit«  wesn  d\ß  Rt^hmg  mit  einfacben  Zbiaen  filiirtt. 
m  Idaree  Liebt  xn  atellen.  -  ' 

Soll  ein  Darleihen  K  durch  jährlich  gleiche  Gegen^hloogen 
getilgt  werden  nnd  wird  zn  dem  Ende  der  Btand  der  Sebald  am 
Bndo  de«  nten  Jabres  ermittelt,  ee  ergibt  aicb  deraellte  nafeb  19), 

{.6.»  wenn  man  ^  etatt  r  acbreibt,^durcb .        ,  ^ 

Soll  nun  das  Knyittal  durch  die  Gegenznblungen  getilgt  sein»  ae 

gfht  iS  in  0  über  und  man  bat  die  tileW  hting : 

Himwt  linet  sieb  n  beniimmen.  Die«s  Mrt  an  der  |Vage  s^In  «rl« 
▼Ul  iabrea  wlr44arch  Bnl»i«bting4l«r]Sbill6b«n2lna« 
ven  p  P.roe«nt  ein  &npitnl  M  nneb  dnr  Rnobnnng  mit 
elnfaehnn  Zinsen  getilgt? 

Die  Antwort  Auf  diese  Frage  ist  bekannt,  nnd  Jedermann^  der 
Ailtlimetifcer  wis  der  Niebt-Aritbmetiker,  weiss/ dass  ffai£npl- 
tal  dnreb  Entricbtnng  der  jihrllcben  Zinsen  *nie  fntilgl  wird  und 
nie  getilgt  werdeu  kann.  Man  wdss  also  auch,  welcbe  Antwort 
auf  die  anfgestellte  Frage  'der  Caleul  geben  muss»  wenn  anf 
liebf^r  Grnndlage  mbt 

*  Fragt  man  nun  die  Reebnung  mit  Anfachen'  Zinsen  nm  die 
Antwort  anf  obige  Frage,  so  bat  man  n  ans  der  Glaicbmi^  No.  9 
an  besthnmen,  und  wird  dnreb  sie  (diesn  ist  die  Felge  nnriebtiger 
Grundlage)  elna  gaiis  ungereimte  Antwort  bekommen.  Bla  ist 
nimlieh:  .  . 


oder 
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$•11  nun  die  obige  Frag«  beantwortet  werden,  eo  lint  »an  filr  JL 
die  Jfihrlieben  Zinae  von  dem  Kapital       alao  L^K.Oftp  in 

au  a«tsea.   Hiaduroh  eniatebt»  da  ^'^'^j^j^p       =Q  i^^» 

Setst  man  nun  hierin  |iss5,  ao  fat:  fi=ld-l  V^Sl  —  ^>7M  »*; 
flirps=4iat:  4^  '  V^OOl  s 35,8588.... 

J)ie&e  (ilelchung  sa^t  also  aus:  Nach  tier  Rechnung  mit 
ein  fache  II  Zinsen  ist  durch  Entrichtung  rüiii(>ruccutt* 
ger  jährlicher  Zinse  ein  Kapital  von  beliehiger  Grösse 
in  29;  durch  Entrichtung  vierprocentiger  Zinse  in 
36  J  a h  r  e  n  v  o  I  Ls  t  ä  n  d  i  g  getilgt  ii.  s.  w. 

Dief!ie  Antwort  zeigt  wohl  die  Unrichtigkeit  der  Kecb- 
nung  mit  einlachen  Zinsen  aus  ihren  Consequenzen  ganz, 
schlagend  und  unzneifelhaft  Beantwortet  man  diese  Frage  durcb 
die  Rechnung  nift  Zioaeaaioaen,  ao  erbält  man  biemof  eine  jgana 
ricbtige  Antwort. 

.  DoT  Stond  einer  Sebald  bei  einem  dnrgeiebenen  Knpitdi  X 
iit  nach  r9o.9)^6.,  wenn  ea  durah  gMehe  Snauaan  (L)  getllgl 
weiden  noU,  am  Ende  daa  nten  Jahiaa: 

5)     S  =  Ä.  Ifif^ — -L  ( i  .Opß-^  +  I,C!p*-*  + 1,0/?»-^ . .  1) 
-  ^       -  1,0»"- 1 

SoU  die  Schuld  getilgt  sein,  so  wird  ^=0,  und  luao  bat; 
Hu  erfafilt  tat  BMflmniiing  voo  m: 

•>  — ni"iu/r^ 

Fragt  man  nun,  »vann  cm  Kapital  dur*  Ii  l'ntriclitung  der  jährlich 
födigeti  Zinse  i;etili;t  i»eiu  wird,  so  bat  ttiau  auch  bioriu  L=iM,0,Qp 
Ztt  setzen y  uud  dann  entsteht: 

,  X,0,Op  ,1 
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und  di«  RMbiitt»«  »it  WiammAuw^  Mgi  «Mt  Dor«fc  Bstrlob« 
tnng  deir  Jahreszinsen  wird  «in  Kapital  erat  am  Ende 
eine«  unendlich  ^roseen  Zeitranma,  d.  Ii.  nie  getilgt« 
denn  der  Xogarlthme  einer  anendllch  grossen  ZaU  ist«  wie  sieb 
leicht naehw eisen  IXsst,  selbst  unendlich  gross«  i|nd  Iog1,0p  ist»  da 
p  sich  gewObnlich  nicht  Aber  die  Einer  erliebt,  ein  Braeb,  daber 

ist  i^^Yq"  Vielfaches  uod  grCsser  als  die  Einlieit,  foiglich  n 
ein  Vielfaches  des  ÜDendücbgrossen. 

Mit  dem  Beweise  der  in  den  fr'Hlieren  Paragraphen  aofgestelK 
ten  Labraitse  ist  nacb^  meinem. DafiBrbaUen  diesem  Tli^e  der 
pelitbcben  Arithmetik  mit  allem,  was  sieb  daran  scbliesst,  eine 
wissenschaftliche  Grnndinge  gesichert. 

Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  ist  bei  der  Reduction  der 
Kapitalzahlungen  auf  die  Gegenwart  oder  auf  einen  künftigen 
Zeitpunkt,  bei  Ermittelung  der  Wertbe  der  Renten,  bei  gegen- 
seitigen Zahlungsleistungen ,  bei  Feststellung  der  Wertbe  von  Nuts- 
niessungeo  n.  s.  w*  unsnlässig,  nnd  ronss»  weil  nnrichtig,  ausge- 
schlossen werden.*  Ks  kann  sieb  nicht  mehr  dsrnm  Imndeb,  die 
eben  J.  S.  vorgelegte  Frage,  wie  manche  Sdiriflsteller  mdnen, 
unentsebieden  sn  lassen  oder  der  Witlkdbr  anbelm  su  geben^ 
eb  bei  Kapitalsablungen  mit  einfachen  Zinsen  oder' Z  in  Bes- 
sins en  gerechnet  werden  soll.  Alle  Vermlttlnngs-VorscMlge  swl- 
ssben  richtiger  md  unrichtiger  Recbnnsg  e<|tor  der  CemÜnatien 
Iwider  Reobnungsarten  mfesen  fallen«  sind  Halbbeiten,  kimien  1» 
Gebiete  der  Wissensehaft  keine  Stelle  linden  und  sind  eben  m  «rmrig 
In  der  Anwendung  auf  das  .praktisebe  Leben  branchbsr. 

'  Hätte  man  sich  bemGht,  sieb  die  Ungereimtheiten  klar  zu 
machen,  worauf  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  fllbrt,  so  wSren 
obige  Lehrsätze  schon  längst  aufgestellt  nnd  hegrOndet  worden. 

Durrb  «Vie  ^eirehcnen  Res^uUate  ist  nacli  nieirif-iii  Dalüriial ten 
anch  der  langjährige  ötreit  in  der  Jurisprudenz  ülier  dip  richtige 
B e r  ec  h  n u  ngs  w  eise  des  In  tcrusir  ri  u  in s  entschieden,  denn 
eine  oflfenbar  unrichtige  Ret  litnnigsnrt  («lies^j  itit  die  Hoffmann- 
sche  Methofle)  kann  keiiK'  (iieset/L:eljiiiii:-  /iilnssen.  Snllte  es  den- 
noch gesL-lielieij  oder  iielieii  sein,  t.a  iiiu«s  sie  mit  der  Erkennt- 
niss  des  Uiclitigen  unAveigerlich  aus  derselben  entfernt  werden, 
weil  eine  gute  Gesetzgebung  gegen  irgend  welche  Benaclitheiligung 
i^chützen  soll,  und  es  ist  offenbar,  dass  die  IIoffmanTi  sehe  Me- 
thode den  einen  oder  den  andern  Theil  (Schuldner  oder  Gläubisrer) 
beoachtbeitigt,  denn  sie  routbet  ihm,  weil  falsch,  unrichtige ^i^)* 
luogsleistung  zu. 
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Weitere  AnafSkrung  der  politiacheB  Aridunetik. 

Herrn  Dr.  L.  Oettinyer, 

GroMberioglich  f^adiM-Jx m    Hofrnthe   luul   ordcntlli  hein    I^riif«««or  der 
Mathematik  an  der  UoiTeriität  zu  Frei  bürg  i.  B. 

O^ormtmiig  nm  Nr.  ZV.) 


Zweites  Kapitel. 


1 « 


Da  in  tiieseiii  Kapitel  vorzüglich  aaf  Anwendung  der  im  vori 
gen  anfgestellten  8ä(ze  und  Auflösung  von  AnCgahen  Röcksicbt 
getionimen  werden  soll 
kuouen  voraussescbickt  werdeu 


so  sollen  zu  dem  Ende  einige  Bemer- 


Die  Werthe  far  di«  AnadrOek« 


1,0p"  - 1  r 


sind  Ar  macMedene  ZiniiRirae  (p)  und  2M  der  Jahre  (n,  1  bis 
100)  in  den  blerliber  bestehenden  Tafeln  in  finden  und  ich  ver- 
weise  in  dieser  Beziehung  aof  metne^Anleitangt  we  dieselben  bis 
auf  sieben  Deeiroalsfellen  angegebeB  sind. 

Dte  Andrikke  i^-^  tod  i-=Jj^  w«d«,  ddMT  ,ta.' 

ntPf  und  gerade  <les\vi'<jen  als  ein  ganzes  oder  als  eine  Gr«5sse 
Gehandelt  werden ,  wi'il  sich  lätlur  die  bezüglichen  VVortlie  aus 
den  Tafeln  direct  einführen  lassen,  wodurch  die  Rechnung  sehr 
erleichtert  wird.  Die  Werth  •  Berechnung  dieser  Ausdrücke  durch 
Logarithmen  halte  ich  nicht  fiir  zweckmässig.  Wie  sie  am  leich- 
testen in  einseinen  Falle  durchgeführt  wird,  ist  an  den  betreffen- 
den Orten  meiner  Anleitung  gezeigt  and  leb  verweise  hierfiber 


IS 
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flir  den,  der  keine  soJcbe  Tafeln  besitzeo*  sollte,  dorthin.  Die 
Rechoung  mit  Logerithnnen  wird  ilberbaupt  im  Folgenden  so  viel 
als  mQglicli  vermieden  werden»  einmal  weil  durch  sie  mit  Sicher- 
heit  nor  auf  sechs '  Decimalstellen  bei  den  gewöhnlichen  Tafeln 
gerechnet  werden  kann»  und  dann  weil  sieb  bei  dem  geringsten» 
Versehen  in  der  Rechnnngsoperation  Fehler  einschleichen,  die 
durch  die  Attslilhrang  der  Moltiplikation  sicheref  vermieden  wer* 
denrsnmal  tvenn  man WnltipItkationsinfelD  (z.B.  die  von  Grelle) 
benutst,  wodarch  die  Rechnung  sehr  erleichtert;  beschleunigt  und. 
in  der  Regel  sicherer  und  eine  grössere  Ajisahl  von  Decimal- 
stellen gewonnen  wird,  die  bei  grossem  Summen  nicht  gut  ver- 
nachlässigt werden  kennen.  Nur  wo  die  Rechnung  init  Logarith- 
men nicht  omgangen  werden  kann,  wie  bei  Divisionen  .mehrstelliger 
Zahlen,  wird  sie  beibebaltetf  werden. 

Da  Im  Folgenden  in  geeigneten  Fällen  auf  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  sor  Rechtfertigung  der  im  vorigen  Kapitel  auf 
gestellten  LebrsStse  Rficksicfat  genommen  werden  wird,  thsile 
Ich  swel»  eigens  biefttr  berechnete  Tafeln  mit,  wodurch  die  Ans- 
f abrang  der  erfenlsfllehM  Rechnungen  sehr  ^eiehtert  und  abge- 
(tirst  wird.  .  Sie  erstrecken  sich  auf  SO  «fahre  beb  dem  Zinsfuss  5. 
Um  übrigens  eine  Controle  f3r  die  Richtigkeit  derartiger  Rech- 
nungen zu  haben,  soll  hier  die  In  meiner  Anleitung 13i  gege- 
bene Formel  mitgetheilt  werden,  die  din  gegenwärtigen  Werth  von 
n  gleichen,  jäbrlicbeo  Zaiiiungen  IT  bei  einfachen  Zinsen  niid 
4em  Zinsfuss  p  bestimmt.,  Sie  ist 

»•  —r-    I  /l^  +  1  +  I  -f-  .... 


l,Oj?  •  1,02;?  ^  l.ü%>^  -  l,Ofip 


I20(100+«p)* 

252(100 + 

^  ^      p         2(100+p)"  12(l00+p)*^  Iä0(ie0+p>» 


mim^-py 

DiF  Werthe"  für  R  ertreben  sich  hieraus  um  so  leichter,  je  grSsser 
M  ist.  Bei  der  Aiiwendunpf  hat  man  natürliche  Logarithmen  ein- 
znfiibren.  Bei  einerlei  Zinsfuss  (p)  bleibt  der  Werth  der  zweiten 
Reihe  (('onstante)  für  jedes  n  unverändert,  und  man  hat  ihn  sofort 
uur  eiuniai  zu  berechnen. 
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Tafel  L 


W«rth  de.  A«d*«*«  = 


fiBr  p  s  5  «nd  n  toh  l 


Jahr 

Jahr 

• 

1 

90 

A    III  iniMlrtAAiMHf 

0, 43l47B980B6i6 

A  n/v  k#WV>  l\f\f\  Ci£\l\ 

£1 

0, 4'i5531 914893 

3 

U,  ooy  Do;)  i  1  >  ovil 

io 

0,41bt)t)0t)ö0t)b0 

4 

n  O****  Q*JO  III  *>Q<1 

0,408163265306 

5 

OyoUvUOUllOvUW 

uU 

O»4000000000u0 

• 

7 

tll 

0,393166862715 

A  Alle 

0, 394616384615 

U,  74Ü74Ü7W/4Ü 

Ot 

8 

lf,7I4  A*Sj  i  14  iöj 

0,3/  /  ^i5^4y(^  5t)o 

9 

i\  4iwrt ArtJS  ITO  j1  II 

U,  Ooy ÜÖ& 1 /i4lo 

0,3/03/03/03/0 

10 

A  <UU£          AAA  AÜAl 

0,000000000000 

t\  f^titi  tsnet  fion  ts*i£t 

0,363636363636 

11 

U#6w  lOl 

OO 

0.397142857142 

M 

A  ACMC  AAAiVIAAAA 

•  o7 

0,360877192963 

13 

0,606060606060 

38 

0,344827686206 

U 

0,588 '235  2941 17 

39 

0,3:is'i,s3050847 

15 

0,571428571458 

40 

0,333a;i3333333 

16 

0t6&66566ö555Ö 

41 

0,327808852141 

17 

A040S4OM0(MO 

48 

0,322580645161 

18 

4S 

0,817460317460 

19 

0.512896612620 

44 

0,312500000000 

'20 

0,500  000  0(10  000 

'  45 

0,307  6f)-2307 695 

21 

0,487804878048 

40 

0;303ü.i03()30.iO 

22 

0.4761110476100  ^ 

47 

0»298507462ö86 

23 

0,46611627Q(I0D 

48 

0»294 117647058 

24 

0,434646464646 

49 

0,289865072166 

26 

0,444444444444 

50 

0,285  7l428S7i4 

I8< 
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*  • 

T  a  f  e  l  IL 

*  * 

Werth  der  Reibe  jj^  +         +  -  ijLp 

n  =  l  bis  SO.  ' 


I 

Jahr  I  Hhr 


1 

26 

16.3789517768 

o 

1  8014718615 

37 

'16.8044836917 

2  7310370789 

28 

17.221150^4 

*• 

3  5G437Ü41*'2 

29 

17,6293136237 

K 
»J 

30 

18.0293136237 

A 
U 

1336011814 

31 

18.4214704864 

7 

S  874341 9222 

32 

18.806085871'! 

o 

♦)  5886276364 

33 

19,1834443616 

Q 

7  *'>78'>8'>ö089 

34 

19,5538147320 

in 

7  Ö449494755 

25 

19,9174510956 

11 
II 

8.S001107669 

36 

20.2745939628 

12 

M  M 

9.2161107669 

37 

20,6254711458 

13 

9.8211710719 

38 

20,9702987320 

14 

10,4094066660 

39 

21,3092817828 

}& 

10,9808352376 

40 

21,6426151161 

16 

11,6363907980. 

41 

21.9704839686 

17 

12,0769313336  . 

42 

22,2930646138 

18 

12,6032471230 

43 

22,6105249312 

19 

13.1160676358 

44 

22,9230249312 

20 

13,6160676368 

46 

23^2307172389 

21 

14,1038726139 

46 

2^5337475419 

22 

14.5800629901 

"  V  47 

23,8322550046 

23 

15,0461792692 

48 

24.1263726517 

^ 

15,4997247237 

49 

24,4162277242 

26 

15,9441691681 

50 

24,7019420099 

Jemand  hat  von  seinem  Glfiabiger  ein  Darleihen  er- 
halten und  sahlt  ihm  je  am  Ende  der  folgenden  nenn 
Jahre  die  Summe  500  und  am  Ende  des  lOten  Jahres  die 
Summe  10600.  Wie  groee  ist  bei  5  Procent  Zinsen  die 
Summe»  welche  er  ven  seinem  GUahiger  erhallen  hat? 
nnd  swnr 

a)  mit  Zinseszinsen, 
h)  mit  einfachen  Zinsen. 

AnflSsttttg.  In  heiden  Flllen  hat  man,  nm  die  Frage  in 
heantworten,  den  Werth  sSmmtlicher  ^iihlangen  anf  die  Gegen- 
wart sorficksubringen. 

a).  Die  Kechnnng  mit  Zinsesiinsen  gibt  fofgenden  Werth  (ß) : 

500      500      509         ^00^     10500  * 
*  -  1,ÜJ  ^  1,05*  +  l,05»+"*'  1,05«    i,üö^ » 

,^,I-l,OS-<>  .  10500 
—  ^    04)5  ^TjiSl^^' 

Man  erh&lt  aus  den  Tafeln  hiefilr 

I)  i2:^000.7,lO?l»l7+IOBOOxO,«im33 

s=  a663k)^10H6 -1-040^08012  »  9909,U09» 

=:1( 


imilf 


f 

Zn  b).  Die  Rechnung  mit  einlachen  Zinsen  gibt  folgenden 
W^rtb  {Bi)x 

o  _5??x^??j.M  .      500  10500 
»         -  1,05  ^  i,l  +1,15+     1,46"'^  1,5 

"■°^Uü5'*'l.l  +  l36+-"l,45y+  1,5  • 
Aus  der  Tafel  Ii.  und  I.  erhält  man 

3)  i?i=500.7,:^78282808-t^l0ö00x0,< 
«  3639,14140+7000  =  10639,141. 


Hätte  der  Schuldner  während  19  Jahren  jährlich 
die  Snmme  500  und  am  Ende  des  *20j:ten  Jahrs  10500  ge» 
sahlt,  und  fragt  man  nach  der  GrOsse  der  Summe, 
welche  e*  ¥en  seinem  Glinbiger  erhalten  hat,  so  be- 


■ 


stinitnt  sich  uack  demelbea  4aftteiuig«ir«i06  dar  gegaaivlrllge. 
Werth  dieser  Schuld 

■ 

~<t)  durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen 

Nwib  den  Tafeltt  enlefeht 
a>  Ii»600.19i0b63200-|-10600.0,a7a881» 

# 

=  6042,6604  +  3957,3305  =  9999,9999....  . 
=  10000. 

bj  Uurch  die  Hechoung  mit  einiaeheo  Zioeeo 
D      500^  500  .600.  600 

==ö00(j^+ f  jig+....,ig)+5250 

=  60Ü .     i  öÜö7d3Ö8  +  6260 

Die  hier  durch  beide  Rechnungsarten  erhaltenen  Resultate 
No.  r  eii4  3ä  3  «ad  4  «iod  sehr  verschieden.  Die  Rechnung  mit 
Zinse^zinsen  sagt  aus»  daifs  der  Schuldner  in  beiden  Fällen  gleich 
viel  erhalten  hat;  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  eteltt  die 
Srhiild  im  ersten  Fillle  auf  10639,14,  im  aweiten  Falle  Mgar  aaf 
J  Iä08»0a3  feat  ' 

ii»t  aber  einleuchtend,  dass  wenn  Jemand  während  einer 
Reihe  von  Jahren  bei  5  Procent  Zinsen   jährlich   an  seinen 
Gläubiger  die  Summe  500  und  am  Ende  des  letzten  Jahres  10500 
t  zahlt,  alle  diese  Zahlungen  von  der  Aufnahme  eines  Kapitals 

von  10000  ,herr&hreu,  also  dieaera  Kapital  an  Werth  gltilcb- 
kommen;  denn  800  aiad  die  jährlichen  flfnfproeentigen  Zinse 
bieven  und  die  leiste  Zahlung  10600  s=100QOh-90Q  enthält  das 
Kapital  seihst  oid  den  sngehsrigen  Jahreufais.  Dsmlf  Isl  offei^ 
har.dls  Schnld  von  lOOOO  (nicht  nrahr  wie  Üie  Rstilimog  mit  «in- 
fachen  Zinsen  angibt)  ^etii^t  Die  Danec  des  Zeltnuans*  wihmd 
welches  das  Kapital  bennUt  und  nffsinst  wncdsk  Ist  g ans  gklsh- 
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Üiemit  stimmt  die  Aussris^e  der  Zioszins  -  Rechnung  genau 
überein,  «während  die  Rechnung  mit  einfachen  ZiuHen  ganz  un- 
gereimte ResTiItate  anfstellt  Das  Gesagte  wird  »eine  Bestäti- 
gung ao  der  Beantwortung  fpigender  Frage  tiodeo. 


J«n«.od  b»t  Kapital  von  10000  auf  aabo  Jahre 
so  fttnf  Proceat  Zinaon  «ttfgoooanBon/Qad  aahlt  am 
Eoda  der  tioon  erataa  Jabro  000»  am  Eado^doa  aobatoo 
lOSOllL  Eio  aodornial  hat  er  dieselbe  8onime  onter  deo 
gleichen  Bedlngnogea  anfgenonnaeo,  oad  aahlt  In'deo 
eratea  10  Jahren  600,  Im  Mstea  Jahre  lOBOOl  Wie  greoo 
i'at  der  Stand  der  Sebald  In  beiden  Fllten  aiikBnde  den 
Zeltranmat 


a)  bei  Zinse^zinsen, 

b)  bei  einfaeben  Zinaea.  ^ 

Auflosunc;  durch  die  [tcchnang  mit  Zinseszinsen.  I\ach 
I\r.  9.  §.  6.  ergibt  sich  der  Stand  der  Schuld  am  niidt'  des  zehn- 
ten Jahres,  wenn  man  die  int  letzten  Jahre  fällige  Summe  1Ü5(X) 
in  10000  + ü(KJ  auflöst,  und  ^  =  5,  7>,  =  =....Z.«-i  =  5Q0, 
Lu  =  lüaOÜ,  n  =  lü  und  A'=  lüüOÜ  scbreibt: 


8    10000.  UttM-.  (500 . 1,05H 500 . 1,05«  4^ ...  (iO(ft  - 1 


=  10000.1,0510—500. 


Aus  den  Tafeln  erhalt  man 


1.05^"— 1 

0.05 


-10000. 


0)       i9s  1600O.  l,6«i»M0--({00. 13,B77SM5-.  10000 

= 10288,040  - 10000— omd46 = a 

Setzt  man  nun  7^  20  unter  den  gleichen  Bediogongen,  so  ei^t* 
steht  liSr  die  zweite  Frage:  '  ^ 

=  lUüOO.  1,05»>— 500(1,05'» f  1,05AH  •  1>05 -f  1) -  lOUOÖ 

=  10000,1,05*0-500^^^11^-10000, 

=  IOOÜO.2,6532977  — 600.'ia,ü659Ö41  -  lÜOOO, 

« 

0)^  .$==26032,977-16532,977— 10000  =  0.  > 


Digitized  by  Google 


272  0 ettinger:   Weitere  AuspiArung 

AnflOciuiig  dareb  die  Recbtitiiig  mit  eiotelieo  ZInseii.  rtadi 
No.  19)  und  23)  {.  6.  ergibt  sieb  der  Stand  derSebnld,  wenn  KIOOO, 

«slO,  1"— ^  £|=:Zi||S....  I«i^i  =  öOO  und  Lm^lOSOO 
=  I0p00-|-500  gesetzt  wird: 

7)  . 

^  =  JOOOO.  1.5  -  600(1,45  i-  iA  +  -  i,ü5  f  1)  - 10000 
s=  10000-500^^^1^- 10000 

=  ÖUÜU  ^6125  =  ,-1125. 

Wird  aber  bei  den  el»en  angegebenen  Wertben  »  s  20  gesetsi; 
so  ist  der  Stand  der  Sebuld  im  «weiten  Falle: 

8) 

^=sI000Ox2,OO— 500(1,99 -hl,9-f  1.85....  1,05  + 1)  — 10000 

=  20000  -  500  ^^^^  - 1 ÜÜOÜ 

a 

=  lüüOO — 14750 =— 4750. 

Wabrend  nun  die  ^nsainareebnong  anssagt^  dass  der  Sehnldaer 
dnreb  die  In  beiden  Zeltrftumen  geleisteten  Zablangen  seine 
Sebnid  rollständig  getilgt  baf^  wie  diess  In  der  Natnr  der  Sache 
liegt,  behauptet  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  dass  der 
Schuldner«  im  ersten  Falle  durch  die  obigen  sehn  ZaUnngen  tl25 
und  im  zweiten  Falle  durch  zwanzig  Zahlungen  4760  tuviel  ge 
zahlt  and  4aher  diese  Summe  znrflclc  zu  erhalten  habe.  Das  sind 
offenbare  Ungereimtheiten,  die  noch  stärker  herrortreten  wdrden, 
wenn  man  die  angeblichen  Schuldsummen  von  10639,14  und 
11806,033  mit  den  eben  genannten  Zahlungen  (500  und  1060Q) 
vergliche  und  den  Stand  der  Schuld  am  En«|e  des  zehnten  und 
zwanzigsten  Jahres,  ermitteln  würde. 

m 

Wie  gross  ist  der  gegenwärtige  Werth  einer  jähr- 
lich fälligen  unverzinslichen  Summe  von  2000  (Rente), 
die  10-,  20-,  30-,  40-,  60-,  100-  oder  lOOOmal  ausgezahlt 
wird,  bei  fflnf  Procent  Zinsen: 

a)  wenn  Z  i  n  s  e  .<»  z  i  ii  8  e , 

b)  einfacbe  Zinse  gerechnet  »verden? 
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AuflOaiiDg  Bo  a).  Dar  gegvnwlriige  W«rth  aiaer  jtiirlitli 
ftüigtD  Samine  £,  bei  p  Proctet  und  n  JibreD>  ergibt  äcb  wf 
folgenfie  Weise  allgemein: 

n  +      f      +  -'^ 

Bian  findet  daher  die  fraglichen  Werthe,  wenn  niaop=5,  Jr=2000,  / 
und  statt  n  allmälig  die  angegebenen  Zableo  eohreibt.  Hieniaoh 
ist  der  Wertb  einer  aebnjährlgen  Reote:^ 

Ä|a =2000. -—Q^- =2000x7,7217340 

8  15443,4608; 

der  einer  2Qjährigeo  iat: 

Äao  =  5iOOO.  — —  =  2000x12,4622103 

=24924,4206; 

der  eioel'  3Cyährigeii  ist: 

1—105-«»  i 
J%o  =  2000.— ö^-^  =  20000x15,3724510, 

=30744,9020; 
der  einer  4fl|jihrigeB  ist: 

»  2000.^  J;^^ —  =  aOOOx  17,1590863 

=  34319,1727; 

der  einer  öC^ährigen  ist: 

12;^ = 2000 . -T-^^- =  2000X  10,2669266 

=36611,851; 

der  einer  lOQjjährigen  iet: 

1  —  1  05— *öö 
Äioo  =  20ÜÜ .  -   =  2000X  19,8479102 

=  396953204; 
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der  einer  MOQfilMlg«»  i«t» 

-      KMMi  1  -  i,05-M»  aoo.loo  *  sooo.loo 

«low— »MI  j  5.1,061000 

Der  ztfeite  Aosdruck  ist  mit  Logaritl^meD  xu  rechnen.   Es  ist 
Ig  i(j5iooo  —  10Q01gl,06  »  21,tö$^l. 
Hieraus  wird  ^ 

ig400oo=  Ajmam  • 


0^127609-17 
Nuni.0^127609  - 17  = 

oder  die  hiezu  gehori|»e  Zahl  ist  ein  Ueciniulbrucb,  der  nach  dem 
Komma  16  Nullen  stehen  hat   Es  iet  jäher 

i^ooo  =  40000— =  39999,9999,  * 


Oder  der  Werth  von  Äjooo  »s*  eine  mit  einem  Decimalforoche  be-  • 
gleitete  Z;ihl .  fressen  16  erste  Ziffern  nur  die  Zahl  9  wtbaitea» 
und  daher  nicht  von  40000  zu  unterscheiden. 

.  A'afUsung  sn  b)*  Der  «gegenwärtige  Werth  einer '^Shrfieh 
llllljgen  Summe  ergibt  sieh  unter  den  glolehen  ^mvmMkmmgtm 
wie  eben  bei  eiefachen  Zinsen  dvrch: 

«  «  r 

K        K         K  K 

Fflhrt  man  nnn  die  erforderliehen  Werthe  ein,  benntst  die  Tafel  11. 
{.  14.,  se  ist  der  gegenwärtige  Werth  einer  ICyfthrigen  Renteü 

R^^  =  2000(jj^  +  p  +       +  j^) 

,   "  =2000.7,94494^475  =  15889,8989....; 

der  einer  ^Shrigen  ist: 
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der  einer  aQjährigen  ist: 

Ä3o=2000(j^^  +      +  jig  +  ....  ^ 

=9000. 18,«l»lia023=s3606Mm... . ; 
der  eio«ir  4(tiährigen  i»t:  t  , 

««=«<»(iig+j:t+Ti+-5) 

=  2(JOO.'il^2(>15116=  43285,2302....;  ' 
der  einer  SCySbrigaii  ict: 

*  III  1 

3=9000. 94,701042009=49403,8840... 

Der  einer  lOOjähri^en  berechnet  »icli  aus  No.  1)  §.  14.,  weDD  ps5, 
iislOO,  IC  =  2000  geecliriebeii  wird»  und  ee  iet: 

.iUWUU|^    5  +2.600 
900000 

--AJüUUü|_      5       +  1200""  12.36.  JO*""120.1906.MH-"J 
.uww^r40839fl035    J_       5,1      "  t 
»www  1^      ^       r^jg- ■'■252.105.4410-J* 

Werden  mm  die  angeeeifteo  Geeehlfte  anegeMrt»  ao  erUt  am 
fiir  die  beiden  eiogeeoiiliieBeoeo  Reihen  .folgende  Znbienwertfie : 


•6,00/ 

12.600«^ 

120.600*' "J 

5»  -| 

12.  lüP  + 

J20.1Ü64"*J 

5 

125 

1,279385932 
-1-0,000833333 

"1,280 -2 19  265 
^0,000000  115 

T5bü219150 


0,930792070 
—0,004761904 

0,9-26  ö^JTeö 

-0^000037792 
0,925992374 

-f  0,000000006 
0,925992382. 
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•Die  «pfttam  GIMer  io  beiden  Reiben  iniluireo  nUkt  mebr  auf 
die  iMftreffeiideD  Deefanaletelleii.  Hieraus  iet^  wenn  man  ietateta 
▼en  efeterm  abaiebt: 

iii:ioo=20UUüUU;2ba219i50--0^9259923ä2] 

=  200000.0,354226768  »  70846,3536. 

Der  Werth  eioer  lOOQjäbrigen  Rente  ist,  wenn  9t=iOOO  inPio«  I) 
{.  14.  nelien  den  genannleo  Wertben  geeebrieben  wird : 

-ÄiüüUü|_    g     +2.6100    12.6100^  t-"J  ' 

«aooooor!^?^  ^-  — ^    i    ^'  1 

'^'^^L    6       2  105  ~  12.  W  + 120. 105«"  J' 
oder  da  der  Werth  der  zweiten  Reibe  schon  bestimmt  ist: 

KiMo-^»^l_      5      +  lOaOO   Ö13.910000''"J  • 

-20Ü0ÜÜ. 0,925  992382. 

Man  ^erhfilt,  wenn  die.  ZaUenwertbe  bestimmt  werden,  filr  die 
(Grileder  der  ersten  Reibe  s 

+  1,707399164        '  . 
+  0,000098039 
+  l,707Wm3 
0,000000016 

1«707497187»  • 

nnd  blerans: 

i^tooo    200000[J,707497l87--0,925d92382]s  15630a9610. 

Man  siebt  aus  den  erbaltenen  Resultaten «  nnd  diese  Ist  der 
'Zweek  der  gegebenen  Aufgabe >  wie  nnverblltnissmSFsig  dfe  Wertbe 
der  Renten y  die  mit  einfaeben  Zinsen  berecbnet  werden,  gegen-, 
Aber  den  Wertben  deraelbeo  Rentep,  die  ideb  aus  der  Recbnnog 
mit  Zinsesainsen  ergelien,  wacbaen*  Diess  fdbrt  sn  folgender 
Zasammenstellong : 


10  Jahre    20  J.    |   30  J.    1  40  J.     50  J.     100  J.  lOOOX 


1544.3,46 
15889,99 


24924,42 
27232,13 


30544,1K)  34:318,17  30511,85  39695,82!  39999,999 
36Üd8,62  i43285,2ö,4940.i,Öbi70»45,35|  156300,961 
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Die  erste  Horizontalreifae  gibt  die  aus  der  Reclinang  mit  Zinses- 
zinsen sich  ergebenden  Rentenwerthe,   die  zweite  die  aus  der 
KecIitHin^  mit  einfachen  Zinsen  «ich  ergebeudeu  iür  die  angezeigte 
'Zahl  von  Jahren. 

 I 

Nun  ist  bekannt  und  jedes  jRechenbuch  lehrt,  dase  eine  b#- 
etfindige  Rente  das  iSovieirache  der  Rente  ist,  al«  der  Zlnsfuf« 
in  der  Zahl  100  enthalten  ist,  da^üs  also  eine  beständige  Rente 
von  2000  keinen  hohern  Wertb  als  40000  haben  kann,  und  dass 
flieh  die  Renteri«verthe  von  bestimmter  Zeitdauer  nach  §.  13.No.7) 
mit  der  Zunahme  der  Zeit  einer  festen  Gfenie  meiir  und  mehr 
n&hern,  oline  sie  überschreiten  zu  IcOoDeii.  Dagegen  behauptet 
die  Rechnang  mit  einfachen  Zinsen,  da»  die  Rentehwertbe  mit 
der  Zunahme  der  Zeit  ohne  Grenzen  wachsen,  wie  diean 
hier  klar  vorliegt,  dass  schon  eine  40jihrige  jReote  von  2000  einen 
hohem  Kapitalwerth  (43285,28)  sichere,  als  der  Kapitalwerth 
(40000)  einer  beständigen  Reute  von  derselben  Grosse  gibt. 
Alles  diess  ist  unhaltbar  und  ungereimt.  Das  Gesagte  gibt  Ver- 
anlassung, die  Kehrseite  diSeer  Frage  hervorznhebcn  und  fiBhrt 
so  folgender  Aufgabe. 

.  §.  17. 

Ein  Schuldner  hat  ein  Kapital  von  4ül*00  aufgenom- 
men und  verzinst  es  zu  5  Procent.  Welches  ist  der 
Stand  der  Schuld  unter  dieaer  Vorauaaetzung  nach 
20,  30  und  40  Jahren 

a)  bei  der  Reebnung  mit  ZlBeetilneen? 

b)  bei  der  mit  einfachen  Zinsen? 

^  Die  Antwort  auf  diese  Frage  lässt  sich  ieicht  geben.  Denn  frenn 
der  Scbnldner  jährlich  wlbrend  irgeqd  dner  Reihe  von  Jahren 
nicht  mehr  ab  die  bedungenen  Zinee  nablt,  ee  bleibt  die  Sebaht' 
migetllgt,  alcio  onverindert  dieneibe» 

*  Fragt  man  nun  die  beiden  Rechnungsarten,  so  geben  sie  fol- 
gende Antwort. 

Aufitianng  ^  a).  Die  jährlichen  Sprocentigen  Zinsen  ren 
40000  betragen:  40000.0,05  =  2000  Werden  diese  20mal  ge- 
zahlt und  vergleicht  man  Ende  des  20sten  Jahres  die  Fordemng 
des  Gläubigers  mit  den  Zahlungsleistungen  des  Schuldners,  fio 
erhält  man  nach  No.8)§.7.  den  Stand  der  Sehnld,  wenn  irs&40000/ 
ii»9000,  pss5  und  iinSO  geacfatieben  wird: 


Dl 
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105**— 1 

5m  =  40000 J,05«»-2000.^^j^gg-- 


s  40000/2,663^-^2000. 33,0650541  - 
SS  106131,908 — 66131,908 = 40000. 
Ehen  so  erbSIt  man  den  Stand  der  Scbnid  am  Ende  des  SOaten  Jabres : 

40000. 1,053<»- 2000.  ~^~^gg—  , 

SS 40000.4,3310424  ^2000.60,4388475 
SS  172877,696-- 132877,695 ==40000. 
Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  40sten  Jabres  if«t: 

1,05«»— l 

Ä40  =  40000 . 1,05*«  -  2000 . 

=  40000 . 7,0399887  -  2000 . 1 20,7997742 

=281599,548— 241599,548=540000. 

Afifißsung  zu  b).  Durch  die  Rechnung  mit  einrnrhon  Zin- 
sen erhHit  man  nach  §.  6.  No.  23)  für  den  Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  20sten  Jahres: 

^=40000,2.00— 2000.^7^.20:^ 80000 --59000  =3  21000. 


Hiernach  wären  durch  Zaliltinr^  der  Jahreszinse  19000  am^Ende 
des  20sten  Jahres  am  Kapital  getilgt 

Nach  30  Jahreo  ist  der  Stand  der  Sebald : 

/ 

i^s 40000 . 2,5  -  2000 .^.30  ^  100000— 103500 =—3500. 


Dofcb  Entricbtnng  der  einfachen  Jafaressinse  vrftre  biemaeli  am 
Ende  des  30steir  Jabres  das  Kapital  nicht  nnr  gelil^,  sondern 
der  Schuldner  hätte  noch  an  den  Gltubiger.  3500  au  fofdem. 

Nach  40  Jahren  ist  der  Stand  der  Sebald: 

3  Q5 

1S40 = •iOOOO .  3,00  -  2000 .      . 40  =  1 20000  —  1 58000  =  -  58000. 

Das  Kapital  wäre  durch  Entrichtunrj  der  tOjährlirt'n  Zinsen  nicht 
nur  getilgt,  sondern  der  Gläubiger  hätte  äO|;ar  nucli  aSOOü  den 
Schuldner  herau^zuzahlen. 

Man  siebt  auch  hier,  dass  die  ZInaesaiDs-ReelinvDg  richtige 
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Antworten  und  Resultate  ^ibf,  Hie  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
aber  unrichtige  und  ungereimte,  die  um  so  stärker  hervortreten, 
je  grösser  die  Zeitdauern  sind. 


Jemand  will  eiti  Gut  verkaufen,  Horaut  ihm  drei  An- 
erbieten gemacht  werden.  \  bietet  II0600  haar;  B  bie- 
tet 15000  haar  und  an»  I  nde  iler  tol^^caden  zehn  Jahre 
je  2000:  C  bietet  7000  und  am  Knde  der  Colirenden  zehn 
Jnlire  je  3000.  Welcfic«  ist  das  v  n  r  t  h  <- i  I  Ii  rdteste  Aner- 
bielen,  wenn  5  Procent  Zinsen  gerechnet  werden 

a)  bei  der  Rechnvng  mit  Z i na ensinaen? 

b)  bei  der  mit  eiDfaehen  Ziosent 


Um  die  vorstehende  Frage  sa  beantworten,  kann  man  den 
Werth  der  anfi^ehoteneo  Zahlungen,  da  sie  nicht  gleichzeitig  sind, 
entweder  auf  die  Gegemvart,  oder  auf  den  Zeitpunkt  der  leta* 
ten  Zahlung,  oder  aal' irgend  einen  andern,  aber  bestimjnten 
Zeitpunkt  snrfickbringen. 

Erste  Auflösung  zu  a).  Man  bringe  die  VVertbe  der  An- 
erbieten von  B  und  C  auf  die  (^eiit  uw  art  durcli  Rahattirnng  auf 
zehn  Jahre  zurück.    Hiernach  ist  das  Anerbieten  von  B  werth : 

ir  -  iftnnn  ^  ^^^^  .  ^^^^  .  -^^^  ■  -^^^ 
Hä— 1ÖUUU  +  -|^^  +  l,Ott»+  1,06» 

1  1  05-10 

4 

rrl6O0O4-5i00O.7,7917349ss 15000  -|- 15443,4098 
a3044%4mu 

Das  Anerbieten  von  C  ist  werth : 

Ii  -  -HAH  .         ^  ^^^^  .  3000  ,  3000 

sTOOO + m^X~^^^ 7000^+  3000.7,7217949 

=7000 -^23166,2047^30165,^7. 

Zweite  Auflösung.  Die  Warthe  aller  drei  Anerbieten  aind 
auf  daa  Ende  des  sehnten  Jahren  aurflckanbringen.  Dan  Aner« 
bieten  ven  A  lat  demnach  werth: 
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Wi  =30600. 1,06»>==c30600. 1,6288946s4ll644,]775. 


Dm  Anerbieten  des  B  ist  wertb  s 

15000. 1.05w+200ü.l,05H  2000. 5,OöH^OOÜ.l,05^..-f 2000 

= 16000.  l,05»o+ 2000. 

= ) 5000 . 1,6288046 + 2000 . 12.6778925 
=2443a,41M  +  2616637860=49689,2044. 

♦ 

Das  Anerbieten  von  C  ist  werth: 

ir,=:7000. 1,06io-|.3000.1,06»-M000. 1,06H3000. 1,05^  -§^...9000 

1  mi»  1 

7000. 1,06*0+3000.  ^^^^g-; 

'  =  7000 . 1,6^>88946  +  3000 . 1 2,5778925 
=  11402,2623 -I- 37733,6776  =  49135,^99. 

Dritte  Auflösung.  Man  wSbie  irgend  «einen  andern  Zeit* 
pnnkt^  etwa  das  Ende  des  ffinften  Jaltres,  und  bringe  den  Werth 
der  drei  Anerbieten  hierauf  surOelk.  |Man  hat  dann  die  Summen 
zu  bestimmen ,  tvozo  die  früher  f&iligen  Kapitalien  anwachsen  und 
die  spSter  fälligen  zu  rabattiren.  ^ 

Bas  Anerbieten  des  A  ist  am  Ende  des  ffinften  Jahres  werth : 


)f  1  =30600.  l,Oöö    30600. 1,2762816=  39054,2158. 
Das' Anerbisten  des  B  ist  werth: 


^Fa=^lö000.1,05*  +  2000(l,0ö*  +  l,05»+  1,05«  +  1,05  +  I) 


^=16000.1,2762816+ 2000.6,6256313-1-2000.4,3294707 
=19144^2234+ 11061,2026 + 8668^9633=3^4,4302. 

Das  Anerbieten  des  C  ist  wertb: 

•     H^=7000.1,05<^  +  aOÜO(  1,05*+  1,053  +  1,05«  +  1,05  +  1) 


=16000.1,06*+ 2000. 


=7000. 1,2782816  +3000. 6,62663» +3000. 4,3294767 

=8933,9712+  16576,8939+  12988,4301  =  38499,2952. 
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Erste  AnflSintig  xn  b).  Bringt  man  die  angegebenen  Sum- 
men oiit  einGielHHi  Zinsen  auf  die  Gegenvrari  zariicfc»  so  ist  das 
Anerbieten^  von  B  jetzt  wertb: 

11/     i«Anna.2^^®-L^^^^2000^  2000 

>f,= 15000  +      +  xr + XiäT  +. -Tj- 

=  15000  +  2000 . 7,1/44941)475 

s  15000  ^  16889.8960S=:3O880>80899. 

Das  Anerbieten  Ton  C  ist  jetat  wertb;  . 

•  *\ 

if s  =  *000  +  3000  ( jjp^  +     +  jj^ 

=:7O00H-30OO.7,iM49494766  . 

=  70010  +  23834,84a426= 30834,8484. 

» 

Zweite  AoflOsung.  Man  bringe  die  Werthe  simmtHeber 
Anerbieten  auf  das  Ende  des  »ebnten  Aiinee  surlieb.  Das  Aner- 
bieten von  A  ist  dann  wertb: 

«  /'  • 

^  =  30600.1,5=45900. 
Üsis  Anerbieten  von  B  ist  wertb:  *       «    '     .  . 

;^=I5000.1.54^2000(I,46H-M-|-l,36-i-...,1.054'])  ^ 

9  45  10 

=sllH>00.1A+  2000i=^^ =22500 -l-SItfOO 
=47000.  * 
Das  Anerbieten  von  C  ist  wertb: 

=  7000. 1,5  +  3000  (1,45  +  1,4  + 1,35  + ....  1,05  + 1) 

« 

2  45  10 

=7000.1,5  +  3000.  ^—=10500+36750 
=47250. 

a  * 

Dritte  x^ufliisung.  Der  Wertii  säniniJ lieber  Anerbieten  ist 
auf  das  Ende  des  fünften  Jabres  zurdck^ubringeu.  Das  Aner- 
bieten von  A  i8t  dann  wertb: 

5^  »90500. 1,25  s389B0. 

Das  Anerbieten  von  B  ist  ivertb: 

Tk«a  JLXXVI.  *  19 


.  Dl 
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SgSsldOÖO.  1,25+ 2000(1/2  + 1,15  + 1,1  +1,05+1) 

s  16000. 1,25+2000*^+2000.4,364370412 

=  18760+11000+0728,74082 
83847^7408. 
Dm  AnerMeten  von  C  ist  werf  Ii; 

*    .^27000. 1,25+ 3000(1,2 +  U5  +  M +1,05  +  1) 

=  7000 . 1,25  +  3000 .  ^ .  5  +  3000 . 4,3ö4.^704 1 2 

=8750  +  16500  +  13093,1112 

=38343^1112.  *  '  .  ' 

Stellt  raan  nun  die  erhaltenen  Hesiiltate  zu8amnien,  ergibt 
sich  Folgendes,  und  zwar  nach  der  Kechnuiig  mit  Zioseszinsen : 


gegen  tvärt 

iaia  Ende  des  10.  J. 

am  Ende  des  5.  J. 

das  AwbleteD  von 
A  ist  wertb 

30600 

49841,1775 

39054,2158 

dasAnerbiotan  von 

B  ist  Werth 

30443,4098 

49589,2044 

38854,4392 

daa  Anarbieten  von 
C  ist  Worth 

30160,2047 

49135,9399 

38499,2952 

Nach  der  Keabnung  mit  einfacboo  Zina^ii: 


1  gepfoowirt«  1  am  Ende  do«  10*  J.^ 

annBndod6a6.J. 

• 

das  Anerbieten  vun 
A  ist  Werth 

30600 

45900 

38260 

das  Anerbieten  von 
B  ist  nertfi 

47000 

38471^7408 

dati  Anerbioten  von 
C  ist  nerth 

30834,8484 

47260 

38343,1112 

Die  drei  aus  der  Zioszinaroobmiqx  folgenden  Auflugungen  gebon 
tfMreinstimmend  die  gleicho  Antwort  und  erklären  das  Anerbieten 
dee  A  fihr  daa  ? ortheilbafteate  end  daa  d«a  C  Ar  daa  aehieabteale. 
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Die  aus  der  Rechniing  mit  «ia&ehaa  IMuseo  Ielgeii4i«ii  Auf- 
KmiBgMi  widersprechen  den  frObem  end  -udW  aieb  eeibcit»  dem 
jede  AnflOeung  wideraprleiit  der  Aaesage  der  aodem.  IN^aer 
Umetaa^  allein  fien^gt^  um  ein  gereehtea  Mieetraven  gegeo  die 
TM  ihr  aorgeetellten  Resultate  an  hegen* 

Das»  diesen  Miestranen  ein  begründetes  Ist,  zeigt  steh  ganz 
dentlioh«  wenn  man  die  H'erthe,  «reiche  nao  durch  beide  Rech- 
anngsarlen  filr  ein  und  'dasselbe  Anerbieten  erbilt.  Schritt  für 
Miritt  ;eiDer  Prüfung  noterwirft  und  die  etwas  mühevolle  Rech» 
»nng  dnrebflihrt.  üiess  seil -an  dem  Anerbieten  des  B  geschehen, 
um  später  einer  weitern  derartigen  JNachvfcIsnng  fiberbohen  an 
nein,*  da  nie  ohnedem  viel  Raum  ebnimmt.^ 

'  % 

Da  B  15000  haar  zahlt,  so  ist  zuerst  der  Werth  von  15889,89895 
(Werth  des  Anerbietens  bei  eiiifacheu  Zinsen)  und  dann  der  von 
15443,469858  (Werth  des  Anerbietens  bei  Zioseszinsen)  su  unter- 
suchen. 

iates  Jahr.  Stand  des  Guthabens  •  -  •  ^  15889,^9899 

Zins  hinzu  .  794,49494 

'  16084^99380 

Zahlung  ab  2000 

SlsB  Jahr.  Stand  des  Guthabens  '   14684,39389 

Zins  hinzu   734,21^70 

15418,61309 

Zahlung  ab   2000 

Me  Jahr.  Stand  des  Guthabens   13418761359 

'    Zins  hinsik  •  -  .  .  670,93067 

14089,54426 

Zahlung  ab   2000 

4«esJabr.   Stand  des  Guthabens  .  *  .   120189,54426 

Zins  hinzu  ^  .  .  .  ^  ;  .  .  .  604,47721 

12694,02147 

Zahlun«!  ab   .  2000 

ates  Jahr.   Stand  den  Guthabens  ,  .  10694,02147' 

Zips  hinzu  534,70107 

'  ,  11228.72254 

Zahlung  ah  ^   2000 

6tes  Jahr.   Stand  de«  Guthabens  "9228,72254 

,     Zin»  hinzu  »  .    461,43612 , 

9690,15866 

Zabli|ng  ab  .     .  .  \  .  ;  .  2(100 

,      '  "7690,16806 
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7tes  Jahr.   Stand  des  Guthabens   .  761>0,168Ö6 

Zins  hinzu'  

.    Zahlung  *b  *  .  .   

btes  Jahr.  Stand  des  Gnlhabens  .   79tAjßSS» 

.        hiii»u'  ,  803.73332 

6378,39991 

Zahlunfs  ab    .8000 

HtM  Jabr.  Stand  des  ISufhabens  ;  •.  437IVHI991 

^  Zins  hinzu   218,91999 

4697,31990 

Zahlung  ab   2(KW 

lOtsa  Jabr.  Stend  des  Guthabens   3997,31990 

Zins  hinan  .  .  .  .  129,86599 

27:E7,I8S89 

Zahhing  ab  .  ,  '   .  ^ 

Uebersehass  am  Ende  des  lOten  Jahrs   727,186^ 


Nach  dieser  Rechnung  mös?te  sich  sofort  ein  Ueberschuss 
von  727,185....  tür  den  Verkäufer  durch  die  Zahlungen  des  Schuld» 
aer  von  je  2000  am  Ende  eines  jeden  Jahrs  ergeben. 

Stellt  man  nun  dieser  Rechnung  die  folgende  gegenüber .  welche 
von  dem  Grgebniss  der  ZiDsainsrechnnng  ansgeiity  so  erhält  man : 


Iste»  Jahr.  Stand  des  äuthabens  15443*^0868 

Zins  hinsn   772,173492 

16215,643360 

,   Zahlung  ab   2000 

2tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens  .'   14215,643360 

Zinshiflnu   t  .  .  .  .  710,782168 

•  ,  I4*)2r,,  126618 

Zahlung  ah      .  .   2000 

3tes  Jahr.   Stand  des  Guthabens  •  .  .  .  12926,425518 

Zins  hiaau  .  .  .  '   646.321276 

13572,74^794 

Zahlung  ab   2000 

4tes  Jahr.   Stand  des  Guthabens   11572,746794 

Zins  hinsn   578,637339 

12151,334133 

Zahluna:  ah   2000 

5te8  Jahr.   Stand  des  Gnthabens  11)151,384133 

Zins  hiDzu   507.560206 

im)5S,y5333ö 
Zahlung  ab  .  .  .     .\  .    2000 

8668,953339 
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.  tos  jRlir.  Staad  des  Gutbmbeo«  .   .aB8B^M333e 

Zins  hiostt  ,  mmm^ 

9091,90100» 

Zalilonf^ftb  gOOO 

7te«  Jahr.  Stand  des  GatbabeD»  7091«90IOOO 

Zins  bhisii  ■  .  .  .  .  354,595050 

7446,490095 

ZabluBg  ab  ...  /  2000 

Otea  Jabi.  Stand  dea  Gntbabena  5446,496056  * 

Zioa  hinan  .   272,384803 

5718,820009 

'    Zahlung  ab   .  .   2000 

Otes  Jabr.   Stand  dea  Gntbabena  .   3718,820859 

Eins  Um«  ia5,941043 

3904J61902 

Zahlung  ab   2000 

lOtes  Jabr.'  Stand  dea  Gntbabena  >  .  1904,761«  02 

Zjna  hinan    0f^/A38095 

1999,99999 

•Zablnog^ab  '  .  2000   

Reat  (   .0000>.*.. 


da  1999,99999=2000  ist.  Hieraus  zeigt  sich,  dasa  wenn  Jemand 
in  zehn  auf  einander  folgenden  Jahren  je  2000  nblt,  der  gegen- 
wSrtige  Werth  dieser  Zahlungen  gerade  15443^4606...*9  nicht  mehr 
Mcht  weniger,  beträgt,  und  daaa  diese  Semme  den  wahfen  Werth 
simmtlieher  Zahlungen  feststellt.  Wenn  nan  die  Keehnnng  nit 
•infocfaen  Zinsen  den  gegeniriMigeB  Werfh  derselbe»  2<ahlungen 
an  16869,0089....  angibt,  so  Ist  diese  Angabe  nnriehtig  und  an 
.  hoch.  ^  l>er  Verklnfer  wn^d  durch  sie  getSnseht  und  fceipimt  Ofen« 
bar,  wenn  er  Ihr  Fertrant,  In  Schaden« 


(.  19. 

Dar  Besitzer  einer  Fabrilc  fordert  aliBi  Eintritt  in 
sein  gut  rentirend.es  GesehSft  mit  Einlage  Irgend  einer 
Summe  auf.  Drei  Anerbieten  werden  gemacht*  A  bie* 
tet  die  Einlage  ▼on  62500  gleich  baar.  au  utfd  verpflich- 
tet sieb,  wenn  noch  ein  anderes  oder  mehrere  Anerbie- 
ten erfolgen  sollten,  1000  mehr  als  die  blichst  angebotene 
.  Summe  siiiuulegeii*  ^ 

B  bietet  die  S  urome  20000  baar  und  am  Ende  eines 
jeden  der  folgenden  16  Jahre  je  4000.  C  bietet  die  baare 


#  « 
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SttBime  tod  SOSOO  und  am  End«  o4iie«  Jeden  der  feigen- 
den 19  Jahre  je  3000. 

Welches  ist  da^   v  ort h  ei I  h  aft  es te  Anerbieten  und 
wie  viel  innss  \  aufzahlen,  wenn  der  von  ihm  bezeirh-  ^ 
»etc  Fall  eintritt  und  «ein  Anerbietet)  angenoromeii 
wird?  , 


Die  verliegende  Frage  soll  ancb  hier  durch  die  Rechoong  mit 
Zinseatinaen  Und  einfaehen.  Zinsen  beantivortet»  jedoch  ner  eine 
Aofloseng  statt  dreier  wie  im  vorigen  Paragraphen  gegeiien  wer- 
den, da  die  Differenz  der  Terscbiedeoen  AuflOsnngen  im  verigen 
hiniftnglich  klar  hervorgehoben  worde. 

Autlösutig  durch  die  Rechnung  mit  Ztaseazinseni 
Das  'Anbieten  von  B  tat  {^egenwCrtig  wertb : 


==20000 + 4000.-  =r 20000  +  iOOO*  10,3796580 

=  20000  +  41518,6320  =  61518,632. 
Das  Anerbieten  ven  C  ist  gegenwärtig  wertb :  . 


JIi=80006+400o(ji.  +       +  ,-Jp  + 


1.05«» 


■ 


»  wloo +3000.  lo^amwo 

=30500  1^31138,1^40^=61638,974. 
Die  Anerbieten  ordnen  sieb  wie  Utfgkt 


4 


Anflüenng  dureb  die  Rechnung  mit  ehiracfaen  Zfaisen: 

Da«  Anerbieten  det>  B  'i»t  gegeuwarlig  wertb : 


«,  =  20000  l-4O00(,^  +  j?j  +  j^  + 

an  90000  4*  40QO. 10,980616» 

»20000  -1^  43923,3409 =63923,3409. 
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Das  Aoerlii^CM  vm  C  iat  g«geiiwlrf|g  w«tb: 


=  30500  +  3000 . 1 0,980835237 

Die  Anerbieten  ordnen  sieh  wie  folgt: 

Werth  des  AnerbieteM  toii  Bt  68933^3400. 

C:  634434087« 


W 


A:  68600. 


A  muMitft  bieraach  nocb  2423^3409  «ufsableh. 

Auf  eltt  ttt  ▼#rk«vf«ftdet  Bmum  bietet  A  iUOO  baet» 
B  4000  baar  ued  vlemal  an  Seblease  eise«  Jeden  iaii» 
res  je  4000  oad  an  G;fide  dea  ffloftea  Jabrea  4100;  € 
4000  baar  uad  aiebennal  an  Scblnaee  elaea  jeden  Jab* 
rea *3Q00l  Welebea  iat  daa  vortbeilbaftedte  Anerbtetea 
bei  5  Proceet  Zinsen) 

Anfl58ung  durch  die  Rechming  nit  Zinsesausen,  die  in 
abgelEOnler  Fern  gegeben  wird. 

Das  Anerbieten  von  B  ist  jetit  wertii : 


I^s400p-f4000 


'  i,m 

Dan  Anerbieten  Ten  C  iat  wertfa : 

1  —  1,05-^ 


12,= 4000  <f 3060 
Hie  Anerbieten  ocdnen  sieb : 


0^ 


das  voD  A  ist  werth:  21500, 
„         B  „     ^  21306.26Ö4, 
»     ^   C  ^     ,»  31359J9D2. 

Auflusuog.  Darch  die  Hechnung  mit  einfachen  Zinsen. 
Das  Anerbieten  von  B  ist  wertb: 


*«=^+Mi+i!i+ii+r2)+T! 

=21537yi813. 

i 

Dan  Anerbieten  ven  G  iit  wertb : 


4100 

26 
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Ä,  =  4000  f  300o(j^  +^  +  1^5+  •  •  i^)  =  21623,0252. 

Die  Anerbieten  ordnen  sich  in  umgekehrter  Keihentolge: 

das  TOP  C  ist  wertb:  21623,0960, 

»t     ff   «»  »f  f> 

»»     »    A  n  2150C). 


§.  20. 

Nun  «oll  noch  eine  biehcir  gehurige  Anfgabe,  die  ans  Clana« 
b'erg*«  „Demoostratlver  Recbenlcunat",  S.  1230  genom- 
men lat,  deawegeo  hier»  aber  io  Teriederter  Form  nnd  Anflteaog 
mitgetbeilt  werden,  weil  sie  yeranlaaswig  ba  etelgeo  Bemeitoie- 
gen  gibt 

Auf  ein  zwanc^s weise  zu  v  oraussor  n  des  Gut  bietet 
A  1830Ü  iKiar.  B4jietet  20000,  nanUich  iOOO  haar  und  160OO 
auf  Friste«  mit  je  4000  jahrlich  in  vier  Jahren.  C  bie- 
tet 21000,  und  zwar  3000  baar  und  die  übrigen  18000  in 
sechs  Jahren  3000  jährlich.  Welches  ist  das  vortbeil* 
bafteste  Anerbieten  bei  5  Proc.  Zinsen 

a)  bei  Zinsessinjien? 

b)  bei  einfaeben  Zinsen? 

AaflSanng  zu  a).  Bringt  man  das  Anerbieten  des  B  aof 
die  Gegenwart  surflctc,  so  erbfilt  man: 

M>  -iliuw.  .  ^  .  ^000  .  4000  .  4000 
tf,^4UWf  Y,Q6  +1,0«$«"*'I35P+  1,054 

= 4000  +  4000 .    ^    =  4000  + 4000 . 3,5459505 
=40004-^4183,8020=18183,002.  . 

Das  Anerbielen  von  C  ist  gegeinvärtig  werth : 

1  1  (15-6 

-3000  +  3000    ^    =  3000  +  3000. 5,0750921 
=3000  + 15227,0763  =  18227,0763. 
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Me  Warthe       Atterbleleii  stoUtn  «leb  ao: 

das  Anerbicteu  von  A  i^t  werth :  18300^ 

M  C  •  ^  18227,0763, 
n  B  ^     ^  18183,3020. 

AiiflSsang  la  b).  Bringt  nian  den  Werth  den  Anerbieten«' 
von  B  auf  die  Gegen vrart  lurflck»  so  etfailt  imin ; 

Ä.=4000  +  400o(i|j  +  l+jl5  +  l)  . 

=400O-|-«)0O.3,56437MI2 
:=r4000:M4257»481^:=r  18357^6. 
Uas  Anerbieten  des  0  ist  gegenwärtig  werth:       '  * 

ß3  =  3000  +  30(K)(ji^  +     +  ^  f....  j^) 

= 3000 + 3000 . 5, 1  aaüOllSl 
=9000+15400,8035=18400,8035. 
I^ieraacb  ordnen  sieb  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 
da«  Anerbieten  ?on  C  iat  werth:  18400,8035, 

99  »t  »Äff»        SV  18300, 

„  B  „      „  18-257,4816. 

Hiezu  macht  Ton  Glaaaberg  folgende  Bemerlcung  S.  1233.: 
,,Also  «lebet  man  aas  vorigem  Exempel  nicht  nur  zweierlei  Art 
Berechnungen,  soodera  auch  zwei  enterechiedene,  ja  ganz  con- 
traire  Antworten.  Denn  naeb  der  zweiten  Art  ist  des  t  und  nach 
der  ersten  des  A  Licitnm  am  besten  zu  achten.  Und  habe  leb 
solches  Exempel.  intt  Fleiss  also  eingerichtet«  damit  diejenigen, 
ihren  Irrthum  hieraus  desto  deutlicher  erkennen  mögen,  welche 
vermeinen,  es  wäre  gleichviel,  nach  welcher  von  den  gedachten' 
zwei  Arten  die  Ausrechiiune:  anc;estellt  wfirde,  und  Iräme  nach 
beiden  gleichwohl  ni  puncto  der  Hauptfrage,  welche«  laeitnoi 
oämlich  am  besten  zu  achteo  «ei,  einerlei  Antwort." 

Nu  eollte  man  enrartee,  dass  Cieoaberg,  veranbMat  dercb 
die  von  Ibm  berrorgehobenen  ereprficbe,  aof  die  Unterenebiiiig 
der  Frage  eingeben  würde,  webjbe  Recbnnngsart  al«  die  tiebtige 
aefgeBtellt  werden  mdaee,  da  der  erete  Sebrftt  mr  Ootennebnng 
und  Eotaebeldung  getbaa  war*  DIeee  geeeUelrt  aber  niebt  xanä 
er  iRonuit,  wie  eben  $.  2.  aogegeben  iid:  ({.  1908)  na  der  eigen* 
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tbGoiiichen  Folgerung»  daM  die  R«c|itogal«liflBD  die  angengto 
Wage  zu  entscheiden  babeu.  Schlieeslich  giebt  er  aber  <{.  1279.) 
anf  Befragen  ^eine  aa6jeetive  Aoaicht  dabin  ab»  daaa  die  Recb- 
ming  mit  Zineessinaen  der  andern  voraoziehen  sei.  Von  Angabe 
der  GrQndft  bleÜBr  eder  Anfatellong  eines  Beweises  ist  ai»er  bei 
ihm  und  den  spitern  Scbrillstellern,  «rie  {.  2.  geseigt  würde,  niebt 
die  Rede. 

§.  21. 

ISine  Jäbrlicbe  Rente  von  2000  ist  25  Jahre  lang  am 
ßnde  der  Jahre  fXliig.  Es  Tragt^sich:  wie  gros«  Ist  ihr 
gegenwfirti^er  Werth 

n)  wenn  sie  jäbriicb  gezabll  und  zu  4  Pcocent  jähr* 
lieb  verzinst^ 

b)  wenn  sie  jäbrMeb  g^sablt  nnd  halbj&briich  ver- 
zinst« 

c)  wenn  sie  balbjabrileb  in  halben  Betrage  (1000) 
gezahlt  und  halbjährlich  verzinst  wird? 

AuflösufiJT  zu  a).  Sämnitiiche  Summen  sind  auf  25  Jahre 
mit  Jabreszinä  zu  rabattiren.  ihr  gegenwärtiger  Werth  ist  hiernach  r 

1,04  +  1^«  + 1,04» + •  •  •  IM^ 
1  104-** 

=  0  04  15,6220799 

=:;U244,lö98.... 

Anflftsung  zu  b).  Der  haibjfthrriche  Zinsfoss  ist  2  Procevt 
Die"  am  Ende  des  ersten  Jahres  fällige  Somine  muss  auf  swei 
Halbjahre,  die  am  Ende'  des  zweiten  ftllige  auf  vier  Haiftjabre 
u.  s.  w.,  die  am  Ende  des  26sten  Jahres  ftll^e  Summe  anfW 
Halbjahre  rabattirt  werden.  Der  gegenwSrtige  Werth  sfimmdiefccr 
'Suramen  ist  daher  unter  diesen  Voraussetzungen: 

I?  — ?^     2000     2000  ^000 
W  +  ISct^    1,02«  +  1,021« 

1-1,02-*»    ^  1-0,3716279 


=2000. 
=2000. 


1,02»— 1  1,0404—1 

0,6284721  10000000.0,6284731 


0,0404  —  202 
=31112,481. 
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der  pgiitUcMm  AriUuneiik. 


Der  Besitzer  f!er  Heute  bekommt  wpniijer  an  Ka|Mtal  oder  die 
Rente  Ksf  Huhlfeiler,  denn  die  halbjabrige  Kabattiruog  erzeugt 
eioeo  geringem  Werth.  ^ 

AoflOsnng  kq  c).  Im  dritten  Falle  IM  die  HllfU  der  Jah- 
rearente  am  Ende  eines  ji  den  halben  Jahrea  ftllig.  Die  Verain» 
anng  geschieht  aleo  In  dienern  Falle  aneh  halhjihrlteh.  <No.  90.  {.  3.) 
Die  halbe  Rente  von  1000  wird  daher  SOmal  anageaahlt  Alle 
didhe  Sammen  mOaaen  daher  bei  2  Proeent  rabattirt  werden. 
Man  erhalt  dann: 


Die  erhaltenen  Reanltate  ordnen  sich  «o: 

I?,  =  31423,6069 

I?,  =31-244,1598 
^==31112,481. 

Man  sieht  hieraus,  daaa  der  Werth  einer  halbjährigen  Rente 
im  halben  Betrage  und  bei  halhjihriger  Vertinanng  vortheilhafter 
ist,  als  der  einer  ganzjihrigen  im  doppelten  Betrage  bei  jährlicher 
Verzinsung,  und  dieser  seihet  wieder  vortheilhafter,  als  der  einer 
ganzjährigen  Rente  bei  halbjähriger  Verzinsung. 

Da  aber  ein  einaelner  Fall  kein  allgemeines  Gesetz  beweint, 
sondern  hdehstens  andeutet,  so  soll  die  Richtigkeit  des  Geeng- 
ten fBr  jeden  Zinafoaa,  jede  Zahl  der  Jahre  und  Jede  beliehige  ' 
Rente  nachgewieaen  werden.' 

Nennt  man  nun  die  Jahresrente  K,  den  ZinsfiiAs  die  Zahl 
der  Jahre  n,  so  bat  man  (ur  den  gep^enwärtigen  Werth  einer 
njäbrigeo  Jahrearente  K  bei  ganzjähriger  Verzinsung: 


Der  gegenwirtige  Werth  derselben  Rente  bei  halhjihrlieher  Ver- 
sinaoag  ^^Pi  und  ganzjähriger  Zahlung  bestimmt  sieb»  da  die 
Reelmbetrige  in  Halbjahren  rabattirl  werden  mMamm,  dnrebt 


1000      1000       1000  1000 
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^>       *«-l,0ft»  +  l,0jii,4+l,0p,«+"l/>p,«» 

1,K^»-1  " I.Olli'?* 


Bestimmt  man  nun  den  gegenwärtige  Werth  einer  »jährigen 

ReDto«  wenn  der  halbe  Reotenbetrair  ^^'i  jedm  Mbe  Jahr 

ausgezahlt  und  verzinst  wird,  so  hat  man  '2«  Ualbjahreszahlun- 
gen  auf  2»  Uaibjabre  im  Zinstuss  l>Q^t  2U  rabattiren,  und  erhält: 


'  1,0/,,*  T  1,0;>,«  T  •  ••  1,0^,«« 
Nun  ist  zu  beweisen,  da«s 

ist.  Dieser  Beweis  führt  sich  so:  Die  correspondirenden  Glieder 
der  Reihen  In  Mo.  J)  ond  Mo.  2)  haben  die  aljgeroeine  Form : 

'K.K. 
und 


K         K  ^ 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  ifipr*^  \  ^^'  ^  Istttibillicli? 
und  '  • 


J 


Es  ist  daher: 

4)      lAh*>l.€!p  und  um  eo  nebr  {^J^^^>^S^» 

folglich  ist  umgekehrt  bei  der  Division: 

Da  diess  von  allen  <  orrespondirend^^n  Gliedern  in  No.  1)  und  2) 
gilt;  so  ist  auch  die  Summe  aller  Glieder  in  iNo. ))  grösser  als  die 
ie  Ne.      oder :  * 
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der  pMHeHnn  ArMmiäit.  995 

aUo 

7)  Ri> 

Um  SU  teiK«n,  das«  iZ^>  ßt  Ist,  bat  mao  Im  SommeDansilniek 

von  No.  3)  ^1=^  und  0,(J{pi  =  ^^  einzuführen.  Es  entsteht 
hiedurcb : 

ij^  1  1^  1 

8>  »«i=r?nw;(>- 


4.0.Qp^'~l,0pi«»^~0,0p^'  1,C!pi^ 

Vergleicht  man  diesen  Wertb  mit  No.  1),  ao  erkennt  man  leiert 
mit  Hälfe  von  No.  4)  und  9),  dasa 

K  I  A  1 

tat«  well  der  eingeklammerte  Avadrack  auf  dar  tinkan  Seite  griia« 
aer  iat,  als  der  anf  der  rechten.   Ea  lat  alao: 

folglich  in  Verbindung  mit  No.  7) : 
oder 

unter  dtfr  Bedingung,  dasa  und  p|S=i|»  iat.  Zugleich 

iot  aua  10): 

Jemand  hat  über  eine  jähr  ige  Rente  von  "iOOO  zu 
verfügen.  I- r  ^vill  sie  soi>leich  flüssig  machen,  um  das 
ihm  z  II  k  o  iti  ni  e  n  d  e  Kapital  sogleich  v  e  r  %v  e  f  i  r!  f  n  tu  kön- 
nen. Wie  gross  ist  das  flussig  werdende  kapitai  bei 
5  Procent,  wenn  die  oben  angegebenen  Keductiona-' 
methoden  angewendet  werden? 

Der  gegenwärtige  Werth  bei  jährlicher  Zahlung  und  Verzin- 
sung ist: 

Äi  =  28107,8892, 
hol  balbjihf  lieber  Venlnanng  und  jährlipber  Zahlung :  ^ 
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bei  haHijährlicber  Zahlung  der  halben  Rente  uod  baibjäbrlicher 
Verzinsung 

=  i8362,3177. 

Eine  SOjSbrige  Reut«  2000  bat  unter  denselben 
Voranesetsu ngen  wie  oben  bei  4  'Procent  Rabatt  fol* 
gende  Werthe: 

Äi=:  42964,3692, 


♦ 

Jemand  hat  eine  Schuld  von  40000  in  20  Jahren  durch 
gleiche  Summen  mit  5  Procent  Zinsen  zu rücliauzahleii. 
Es  fragt  sich:  Welche  Art  der  Zarficbaahiit'ng  ist  ffir 
ibo  die  vortbeilbafteete? 

a)  Soll  er  sie  in  Jahreafriaten  ond  bei  jfthrlicher 
Verzin«iing, 

b)  soll  er  816  in  Jahresfristen  und  bei  halbjährli- 
cher Verzinsung, 

c)  soll  er  sie  in  H  a  I  b  j  a  h  r  e  »  fr  isten  und  halbjShf* 
lieber  Verz^insun^;  zurückzahlen? 

ÄaflOaong  an  a).  Man  nenne  die  an  beotimmende  Sammef 
die  er  jährlieb  rar  Tilgung  der  Sebald  anfanwenden  bat,  7\i  Dieae 
Summe  roaea  20mal  am  Ende  der  folgenden  Jabre  gemblt  wer 
den.  Bestimmt  man  man  den  gegenwärtigen  Werth  dieser  90  Zah- 
lungen bei  5  Procent  SSinsen,  so  mass  derselbe  der  aofgenomme» 
lien  Sebald  gleicb  kommen.  Man  bat  daher  folgende  Gleicbung: 

bestimmt  sieh  die  gesaebte  Samme: 

40000     _  40000.0,05  _  40000 
—  1  —  1,05-^0  -      1,05-«>  1^4622103' 
0,05 

Iog40000  =4,6020600 
log  12,462210  =1,09^5951 
3,5064649, 


I 
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Durch  dio  Zahlnug  von  jährlichen  3209,704  wird  unter  der  ge- 
nannten Bedingung  obige  Schuld  getilgt. 

Anflusuug  zu  b).  tSoll  die  Schuld  io  ^leiclMii  jabrliehen 
Summen  mit  balbj&lirlicher  Verxinaung  getilgt  werden,  so  l9t  d«t 
Halbjabreszins  2^5  Procent  und  man  bat  t$änimtUcba  Jalireasablun- 
gen  dureb  40  Halbjabre  sn  ^abattiren.  Df  r  hieraus  sieb  eigebende 
Werth  ist  der  aufgenommenen  •  Schuld  gleich.  Nennt  man  die 
jShrlich  an  aahlende  Snronie  T^»  eo  bat  man  die  Crieicbnng: 

*^~l,025»  +  1,02§«  +  i.OÄ»  +   ■  1.035«"*       1.0SS«-!  ' 
und  hieraus!  « 

r*  —  10000(l,Ü->5-  -  \)  _  40000 . 0.0501  »^f)      10000. 0,050ö|^ 

,     log  40000  =  4,6020600 
log  0,050625  =  0,7043660—2 

3,3064250 

'    .  log  0,6275694  =0,7976618— 1 

3,5087632, 

-  ^ViO^ÖSä  =s  3226,735. 

Auflosung  zu  c).  V\  irü  die  Schuld  in  Halbjahresfristen  und 
bei  halbjährlicher  Verzinsung  getilgt,  so  ist  der  Halbjahres/ in«: 
2,5  und  es  werden  40  eloiche  iSuniinen  sjezahit.  I\ennt  man  dioise 
Summen  und  rahattirt  sie  auf  40  Hailjjahre,  so  niuss  ibr  ge- 
genwärtiger Werth  der  aufgenommenen  Schuld  gleich  sein.  Man 
erhält  daher: 

^^^^  1,035  +  1,025»  ^  1.025»  +  *    1.02«>^ ÖjÖäS  " 
und  hieraus: 

40000  4 


l-l,025-*o  -  25,102^1  * 
0,025 

lop  40000  =  4,6020^H)0 
log  25, 102775  1,3997216 
3,20233^, 

7,  ^  A  .  3,2023384:^1593^. 
Er  zahlt  daher  jährüdi  31bö,9. 
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Ffir  den  SchuldTner  ist  es  daher  vortheilhalter,  in  halbjähr- 
lichen Summen  zu  zahlen;  weniger  vurtheilhaft  ist  die  jährliche 
Zahlung  mit  jährlicher  Verzinsur»i?  (3209,704),  am  uav ortlieiiliai- 
testen  ist  Hie  jährliche  Zahlinii^  mit  halbjährlicher  Verzinsuijg 
(322fi,735).  Auth  die  hier  ^of nndcneii  Resultate  lassen  sich  leicht 
in*8  Allgemeine  übertragen  und  geltet)  für  jedes  Kapital  (1^),  jeden 
Zinsfuss  p  und  jede  Zahl  der  Jahre  n. 

Die  Aüfltfsang  zu  a)  gibt  daher  bei  jährlicher  Verzinsung 
und  Zahlaog,  wem  7a  die  sa  eetriehteDde  JabreuaUirag  be-* 
idcbnet: 

S    1.0/>  +  1,0/^2  +  i,üp»  +  —  i^Qp«— ^1-  o,Ojr~' 

also : 

I,  T—J^  M'?^ 

^  '  - 1  - 1  >0;^-"  —  I  —  1,C^-^' 

Bei  halbjähriger  Verzinsung  a|>=|'k  und  jährlicher  Zahlung  ist: 
.    ^a    I    ^a   ,        y>  fr 

also: 

Bei  halbjähriger  Zahlung  oad  Versinsung  ist: 

also : 

Da  nun  Qacb  No.  6)  §.  21. : 

äo  lat  aoa  No.  1)  und  9)  dieses  Paragraphen : 


\  ■ 
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der  poiiiischen  Arithmetik*  ^7 


• 


oder 

l>a  ferner  ens  No.  9)  $.  31. : 

so  erhält  man,  No.  3)  doppelt  genoinmeii: 

^  _^    2.0,Qp,    _     _0,C^5^   Ä  ; 

folglich  hieraua  und  au«  No.  2) : 

oder  '2  7^3  <  7^1,  n  enn  dia  Sunirae  der  jSlirlichen  Zahlungen  unter 
einander  verglichei)  wird.    Verbindet  niao  iNo.  4)  mit  5),  so  ist: 

oder 

7)  <  »1  < 

Jemand  will  mit  einem  verfügbaren  Kapital  von 
20000  rine  20jährige  Rente  kaufen.  Wie  gross  ist  ihr 
Werth  bei  3,5,  4,  4,5,  5  Proceot  Miosen. 

Ana  der  Formel 

hei  3,5  Procent  7*=  1407,545, 

bei  4        „  7^=1471,636, 

hei  445"      „  7=:  1537,523, 

bei  5         „  T=z  1604,852. 

Der  habere  Zinafaaa  bringt  dem  Kfiufer  Vortbeil,  wie  aich  diese 
leicht  nachweinten  läset,  denn  es  ist  nach  den  hisherigeo  Blltthei- 
lungen: 

wenn  pK^il  ist,  folglich  erhält  man,  wenn  mrin  nach  No.  1)  den 
Werth  der  ans  einem  bestimmten  Kapitale  K  so  kanfenden  Jah- 
tesreote  hei  veracbiedenem  Ziosfoss  darstellt: 

Tii«u  XXXVI.  ta  \ 


• 


1 


398  0€tU%§9r!  nWüw  iin^lMtwiy 

fl 

weno  9>/'  ist;  d.  b.  der  Werth  der  Rente  wächst  mit  (iem  bube« 
reo  Zinfifusfl. 

Jemand  kann  iniLaule  df^r  f  o  I      n  den  2(>  Jah  re  j    h  r- 
lieh   die  Summe  2000  bei  5   i^roceiit  Zinj^en  anlegten. 
.Weiche  Art  der  Anlage  ist  die  vQrtbeilhaltet»te'l 

a)  Soll  er  sie  jShrlicb  bei  jftbrMcber  Verxlotoog, 

b)  .8oi4  er  sie  jShrlich  bei  halbjftbrlicber  Verzinsan 

c)  soll  er  sie  halbjährlich,  also  im  halben  Betrage» 
mit  halbjährlicher  Verziusung  anlegen? 

Auflösung  zu  a).  Geschieht  die  Anlage  jährlich ,  so  tragen 
die  einzelnen  Anlagen  bis  zu  19  Jahre  Zinse.  Der  Werth  sftmiiit* 
licber  Anlagen  iet  daher  im  Angenblicke  lier  letsten :  * 

Sx  =2000. 1,05"  +  -2000. 1,05*«  +  20Ü0.  WK-i ....  2000 
105«*^  I 

=  2000 .         —  =  2000.  Aü(i5  y  5  4 1  =  Oö  1 3 1 .9082. 

Au[lö«>un  (]^  zu  h).  Gest  hiebt  die  Anlage  jährlich  und  die 
Verzinsung  halbjährlich,  so  trns^en  die  einzelnen  Anlagen  der  Reihe 
nach  durch  38,  36,  34  Halltjafire  u.  8.  w.  Zinsen  zu  2,5  Procent, 
üieniach  ist  der  Werth  sammtlicher  Anlagen  für  den  Zeitpunkt 
der  letzten  Anlage ; 

Ä4=:  2000. 1,025»  +  2000. 1,025««+  2000. 1,025**  +  . . . .  2000 

—  - l^Äi.  i^026a-l  1,050626-1 
_2000. 1,685  0638 

~     0,050625     •  »  ' 


legSOOO  t=:33103ÖO 

log  1 ,6850638  =  0,2266l64 
3,5276464  ' 

Iog0.050ü2ö  ^0,704^3050-2 
4,8232814, 
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Auflösung  zu  c).  Geschieht  die  Anlage  halbjährlich  im 
halben  Betrage  (1000),  so  sind  die  einzelnen  Anlagen  bis  auf 
39  Halbjahre  \m  Zinsfiisse  2,5  zu  verzinsen.  Hiernach  ist  der 
Werth  s&romtlicher  Anlage  für  den  Zeitpunkt  der  letzten: 

=1000.^^2^^  =s  100O.67^2S53S  67402,0536. 

Offenbar  Ist  die  lialbjlihrltehe  Anlage  mit  halbem  Betrage  qdcI 
halbjfthrlicher  Verzinsnng  die  vofihellbafteate  Anlage,  dann  felgf 
die  ganzjährige  Anlage  mit  halbjährüeher  Veninaung  und  hierauf 
die  ganzjährige  mit  jSbrIieber  Versinenng. 

Auch   rlip.«r  Srit/e  lassen  sirh    Icinht  allsensein  nnsphweisen. 
INennt  man  die  jalirliehe  Anlaj;e  k,  den  Zinsfuss  p,  die  Zahl  der. 
Jahre  ii.  wve  früher,  so  ist  die  Summe,  vrozu  n  Jabressahlungeo 
bei  jährlicher  Verzinsung  anwachsen : 

Bei  jihfllcher  Anlage  nnd  halhjihrlicher  Versinstmg  wacheen  ele 
in  n  Jahren  an  an  der  Summe: 

2) 

Äi  =  ir.i,Opi*"-«+r.i,0|ii*^+i:.i,Opi««--«  + ....  jr.i,Opi«+jr 

Bei  halbjährlicher  Anlage  im  halben  Betrage  wird  jedesmal 
JJi^Ki  angelegt  nnd  im  halbjährlichen  Zinefnes  irihrend 
(2fi^l)  halben  Jahren  irerainat.  Dte  Samne,  trosn  eimmtllche 
Anlagen  hiemaeh  enraehaen,  iat: 

Verffleiclit  man  nun  die  tu  No.  I)  —  3)  erhaltenen  Wcrthe  unter 
einander,  so  haben  die  correspondirenden  Glieder  in  den  Reiben 
No.  1)  und  2)  ^die  Form :  .   '  • 

20* 
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Dt  onii  nach  Na  4)  {.  21«: 

fl^  erbilt  man  ans  No.  1)  nnd  3)  flir  die  Snmine  aller  dieser  CUieder : 

oder 

Um  die  Werthe  von  No.  2)  und  3)  zu  vergleichen,  iiat  man  Fol- 

ijeudec».    Es  ist  aas  3): 

folglich  töt: 

*O.Op  +  0,0|i|*^**    0.(^p  • 
da  0,0p +  OfOpi*>  0,0p  iat  Hieraoa  hat  mao: 

.     '      .  **  l,Opi«-l  0,(Jjpi 

oder  <^  <       Ana  der  VerlkiDdong  yod  No.  4)  und  5)  ergibt  sieb: 

r 

oder  5|<^<i^»  «Bier  der  Bedlngiuig»  daca  ^^UToDdptsJp 
ist,  was  oben  bebaii|»tet  werde.  Bäupiele  biefilr  laasen  eiä 
leicht  io  RleBge  aarateUee. 


{.  24.  ' 

Eine  20jabrige  Reote  von'tiOOO,  die  auf  den  Zioa 
fuaa  4  bereehpet  iat,  eoil  in  eine  Rente  von  gleicher 
Daaer  aragevrandelt  werden,  die  auf  den  Zinafass  6 
berechnet  wird.  Wie  gross  ist  letitere 

a)  wenu  «ie  jährlich  ausgezahlt  und  verziast, 


Digilizeb  by  Google 


äer  poiititcken  ArUhmetik.  3(^1 

b)  wenn  sie  jährljcb  ausgeseahlt  und  halbjährlich 
verzinst, 

c)  wenn  sie  halbjährlich  im  halben  Betrage  aunge- 
zahlt  und  halbjährlich  versinai  fvirdt 

Auflü8ung  zu  a).  Man  bestimme  den  gegenwärtigen  Werth 
der  Rente  bei  4  Procent.   Er  ist: 

^  _2000  .  mo^2ooo  aooo 

-  1,04  +  1.04«  +  1.04»  ^  "  "1,04«» 

I 

=  '2000.  ^    ,!'!!j"*''=2000.  ia,5U032ö3 

Nun  veruaiulle  man  diese  Summe  in  eine  SOJahrige  Rente  bei 
dem  Zillsfuss  5.   Nennt  man  die  fragliche  Hente  Ti,  so  hat  man: 

and  hieraua: 

^  _  27180,652tj_ 27180.6526 
*      l~  l,08-«>—  12,4622f03 ' 

log27l8D,662  5=4,4342696 

log  12,462210=  1*0965^ 
^  3,3386644. 

Tt  =  A.3,d386644=:2ISl,043. 

Allgemeine  Auflüsunsr.  Nennt  man  die  gegebene  Reute 
iT,  die  Zahl  der  Jahre  n,  den  Zinsfuss  so  ist  ihr  gegenwär- 
tiger Werth: 

'*»-"I,O|i  +  1,O|i«  +  1,0p»+  "LOp»-^*    0,0p  * 

Nennt  man  den  Zinsfuss,   m  welchen  sie  umgesetzt  «erden  soll, 
q,  und  die  zu  bestimmende  Rente  1\  ,  so  hat  man  den  Werth 
in  eine  njährige  Rente  für  den  Zinsfuss  überzutragen.  Man  erhält: 

Hieran«  wlrdr 
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■ 

0,0^ 

weDn  der  Werth  för  l?i  aus  No.  I)  eiogeflShrt  wfrii. 

Auflösung  zn  b).  Der  gegenwärtige  W«rtb  dleeer  Reiit# 
ist,  weiiD  halbjährlich  im  balbjfihriiclien  ffinsfiiM  i4«s:3  rmbattirt 
wird : 

i>  —  ??00     'i(WO     2000  ^000 
K%  — ,       f  1^024  +  j^02»  +     1,02*0  - 

— 1,02»-1  — 1,0404-1 

_        0.5471096  647,109585 
 Q,04U4.  <V0202 

Nennt  man  den  Werth  einer  5|irocentigen  gleich  langä  daacro' 
den  Rente  7 9,  gibt  bei  halbjähriger  Verain^nng  die  Umwand- 
luDg: 

^/Wö4,i»3W_,^j26«+  1,025*+ 1,025» +-'1,025*<»'^;' •*  1.025«— 1  * 
al»o: 

.  27084,63-20  (1 .025^  -  1)    27084,032 . 0,050025 

1-1,026-*«       —  1—0,3724306 
27064,6329.0,050685 

log27084,632=r  1,43^7229  * 

Iog0,060626  =  0.7043050—2 
♦  3,1370«79 

Iog0.6g7g694  =  0,7976618  - 1 
3,3894261, 

=  iV.  3,3394261  =  2184,8725. 

AUgemeiDe  AnflosuDg.  Neont  »an  die  Rente  wie  oben 
jr,  den  balbjfthrigen  Zinsfong  Ip^p^,  so  int  ihr  gegenwittiger 
Werths 

3) 


IM'   IM*  ^     iM'*«"^*'  IM*- i  * 
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Wird  dieser  Werth  unter  den  gleichen  Bedingungen  in  eine  Rente  - 
für  den  Zin.<«ru88  q  unisreu-andelt^  so  bat  mau,   wenn  die  zu  he» 
stimmende  Rente  7«  genannt  nird: 

also : 

*)     '•--T^Tö?,-«-  -'•(l,01p,»-I)(I-«.Ov,-*')  ' 

Auflusuni;  zu  e).  Man  beistimme  den  gegenwärtigen  Wertb 
der  Rente  im  halben  Betrage  (1000)  und  im  balbj&hrigeo  Zin»- 
fus«.    Alan  erhält: 

_  _1000  .  lOÖO  ,  1000  ,  JOOO 
1,02    1;ö2«    W  *  •  *  1,02«« 

==:  1000.  —  - 1000. 27,3604792  =27385,4792. 

Non  verfraoiile  man  diesen  Kapital werth  in  etoe  20|ähr1ge,  Kalb- 
jibriich  ftUige  Rente  bei  dem  Zinsfuaa  2,5.  £s  entsteht,  weon  • 
man  die  zu  bestimmende  Rente  Tg  nennt: 

Hieraus  wird :  '  '  . 

.  ^»  -  1-1,025^  —  25,1027751 ' 
0,025 

Wz  •>T355,4792  =  4,4370443 

Iog25,l02776  =UÖ97-2i6 

3,0373227. 

7^3     S .  3,0373227  =  I0«9,739. 

Allgemeine  Auflösung.  Der  gegenwärtige  Werth  einer 
balbjSbrIicb  fillKgen  njährigen  Rente  im  halten  <  Betrage  \K=^Ki 
bei  dem  Zinsfnss  Ip^pi  \sU 

5)  . 

*»-R^  +  l^»*l,0/.,»+"l,Op,'*-*'  -    0,0p,  • 
Wird  dieMr  Werth  m  eiue  gleich  laug  dauerod«)  halbjährlich 
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llUlige  Rente  bei  dem  ZinstiM«  q  verwandelt,  tot,  wmn  4ti 
WeHh  dkiwr  Rente       genannt  wird: 

und  hieraus: 

-V   ,  (I  -  i.o?»i-**).o,o?i 

wenn  der  Werth  an»  Ne.  5)  eiagetthrt  wird. 

Fine  'JUjahrige,  jährlich  talli<;e  Rente  von  2000,  die  auf  den 
Zinioiüi>s  3,5  berechnet  i^t,  8ull  iu  eine  gleich  lang  dauernde  vier- 
jprocentige  umgeivandelt  werdet^.   Wie  gross  ist  ihr  Werth? 

Jf^nmnd  hat  ein«  JSjahrige.  jährlich  fällige^  Rente  von  1800 
bei  3,5  Frocent  unter  der  Bedini^unjj  geivanff.  dass  sie  ihm  als 
eine  4j)roceiitige  von  gleicher  Dauer  ausgepfählt  werde.  Wie  buch 
stellt  sieb  ihr  Betrag? 

.  7b=  1878,414.  i 


§•25. 

* 

Eine  vierproeentige,  20jährige  Rente  von  2000  «loll 
nach  dem  Wunsche  des  Besitzers  in  eine  16jährige  bei 
demselben  Zinsfuss  verwandelt  werden.  Wie  groas 
ist  der  Werth  der  letztern 

a)  bei  jährlicher  Zahlung  und  Veriineong? 

b)  bei  jährlicher  Zahlung  und  baibjäbrlicber  Ver- 
zinsung? 

c)  bei  haibjShrlicher  Zahlung  Im  halben  tietrage 
ond  halbjährlicher  Verzinsung? 

Mao  hat,  am  die  ▼erstehende  Frage  an  beantwerteu,  snerat 
anter  den  angegebenen  Bedingungen  den  gegenwirtigen  Werth 
der  Rente  au  beatiroroen  und  dann  diesen  Werth  unter  denael^ 
ben  Bedingungen  in  eine  lOjfthrige  uminwandeln.  Da  'der  erste 
Tbell  aeben  Im  §.  24.  beantwortet  wurde»  -so  knnnea  die  dort  ge* 
fundeami  Warthe  hier  benutst  werden* 
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AaflS«aBg  ru  a).  i>er  gegenwärtige  Werth  der  Rente  ist 
Dacb  {.  24. : 

Ä,t=  27180,6526. 

Neant  mao  den  Werth  der  16jäfarigen  Rente  so  hat  man  nach 
dem  Vorgange  von  §,24: 

27m6536  =  i;o4  +  1;ÖP  +  W  +  •  •  •  T;54i5  =  ^» ' 


0,04 


nod  hieraae: 


27180,0896  87160,6626 


0,04 

log  27180.652  =  4,4342598 
logll,662a95=  1,0664114 
3.3678484, 

aa  iV.  3,3678484  =  2332,644, 

AufiSanng  an  b).  Der  gegenwftrtige  Werth  der  Rente  ist 
nach}.  24*t 

,  A»»  27064^6320. 

Nennt  man  den  Werth  einer  I6jfihrigen,  halbj&hrlicb  ^zu  verzin- 
seiideo  Rente  T%,  so  gibt, die  Umwandlung: 

27084^29  =  ^  +  ^  +        + ... .  ^=  r.  J^^;;!. 

und  hieraus:  " 

„     27064,6620(1,02*- 1)     27084,6329a/)404-.l)  ' 

'  27084,6329.0,0404 
0,469^7     .  ' 

Iog27064,6320  s  4,4337220 
Iog0/M04      s  0,6063814  —2 

log0,4693667  =  0,6715122  —  1  ' 

3,3675921, 

k 

7«  =  iV.3,3a7592l  =s  2331,267. 

Auflösung  zu  c).  Der  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente 
ist  nach  §.  24. : 
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l?3  r=  '27355,4792. 

Nennt  man  den  Werth  einer  lOjäririgen,  halbjährlich  zu  zahlen- 
den und  SU  Ferzinfienden  Rente  Js,  so  ist: 

TT        T            T            1  —  1 02~* 
27386.4792=  ,^02  +        +        +  •-  Tjm  =   0702— ' 

und  hieraus: 

_  27355,4752  _  27355,4792 
^»  —  1--1,02-M  —  23,4088348  * 
0,02 

log  27355«47d2  r=  4,4370443 

log23,4683348=  1,3704822 

3,0065021, 

=  iV.  3,0üÖ5ö21  =  1 165,634. 

Die  allgemeine  AuflSsung  diei^er  Fragen  ergibt  sich,  wenn  man 
die  gegebene  Rente  iST,  die  Zahl  der  Jahre  ,  worin*  sie  fftllig  Ist, 
7t,  den  Zinsfuss  p  und  die  Zahl  der  Jahre,  während  welcher  die 
umzuwandelnde  gezahlt  werden  soll,  m  nennt,  auf  folgende  Welse. 

Allgemeine  Auflösuni^  zu  a).  Der  gegenwärtige  Wertii 
dieser  Rente  ist  nach  No.  1)  $.24.: 

0,0p  : 

Nennt  man  den  Werth  der  durch  m  Jahre  su  zahlenden  und  jähr- 
lich SU  Terxinsenden  Rente  7i,  'ao  hät  man: 

und  hieraus: 

Allgemeine  Auflösung  zu  b).  Der  gegenwärtige  Werth 
dieser  Rente  ist  nach  No.  3)  {.  24.: 


Wird  dieser  Werth  in  eine  mjälirige  unter  denselben  lUMÜnguo- 
geo  umgewandelt,  so  entsteht,  wenn  man  den  Werth  derselben 
T%  nennt: 
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und  hieraus  t 

Allgemeine  AnflGsang  su  c)«  Oer  gegen wSrtIge  Werth 
dieser  Rente  in  halben  Betrage  iTj  ist  nach  No*  5)    24. : 


wird  dieser  Werth  iu  eine  nrfShfigey  halhjährüeh  Allige  umge- 
wandelt,, so  erhilt  man,  wenn  Ihr  Werth      genannt  wird: 

^  "  IM  +  iM*  iM*"  ~  •     öTüpx  ~ ' 

und  hieraus: 

^  T  ^»      -jr  ^-'M-^ 

.Die  in  den  iSI. — 25.  angeführten '  Aufgaben  wurden  aus  dem 
Grunde  in  der  angegebenen  Weise  aufgestellt,  um  su  seigen, 
welehen  Einfluss  die  Art  der  Zahlung  und  Versimning  auf  den 
Werth  der  Kapitalien  und  Renten  Sussert.  Er  ist,  wie  man  sieht, ' 
▼en  Bedeutung.  Da  diese  Behandlungsweise  geseigt  ist  und  ihre 
Anwendung  Iceine  weitere  Schwierigkeit  hn  Torlcommenden  Falle 
bietet,  so  wird  sie  spfiler  niclit  weiter  berOcfcsiehtigt  werden. 
Die  Aofifisungen  selbst  werden  im  Folgenden  in  etwas  abgekOrs- 
,ter  Form  gegeben  werden. 


§.26. 

Der  Besitser  einer  4proeentigen  Jahresrente  ron 
9000  und  90jtthriger  Dauer  wdnsqht,  dass  dieselbe  in 
eine  iahresrente  von  lOJShrlger  Dauer  bei  4fi  Proeent 
umgewandelt  werde.  Wie  gross  ist  Jetsterel 

Auflösung.  Der  gegenwärtige  Werth  tiiener  Kente  ist 
nach  {.-24.3 

Ä = 2000 .  =  27180,6526 . 
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Die«eD  Wertb  vemtndle  man  In  ein«  ]6jSlirige  Jahremoto  T 
M  dem  ZinsfiiMe  4,5.  Mao  erhSlt: 

— 1.045  ^  1,045«  ^  1,045»  ^  '"  1,045"     '  *     0*045  * 
und  hieraas:  *• 

R         '  27180,6526 


1-1,045-»*-  n.2340150 ' 

0,04.) 


Ig 27180,6526  s  4,4342696 
1^11,234016  =  1,0:^05349         '  '  . 
3,3837249 

r  =  iV.  a,,tö37249  =  241MÖÖ. 

Allgemeioe  Aufltiaung..  Ist  der  Betrag  der  Mirasrente 
IC,  die  Zahl  der  Jahre  n,  der  2msfii8a  p,  so  iat  der  gegenirfir* 
tige  Werth  derselben  nach  No.i)  §.24.: 

l-l,(b-» 

Nennt  man  den  Werth  der  arozufrandelnden  Rente  T,  die  Zahl 
der  Jahre  m,  den  Zinsfoas  9,  se  hat  ijian  füir  die  ÜmwandloBg: 

I»  _       .  _I_  .  _iL+  _r  I-l,0y-»> 

- 1,0^ + 1,09* +  i,o^»+  *  i,or"   "~Pr'^'  . 

und  hieraus: 

Jemand  besitst  eine  4proeentigo  Rente  von  2400 
und  24]fthriger  Dauer,  die  er  unter  der  Bedingung  ge- 
i^auft  hat,  daas  er  b.ei  A^enderung  des  Zinsfnssea  ent- 
weder die  Aussahiung  des  noch  rflclc^t&ndlgen  Kapi- 
tale oder  die  Urovrandlung  der  Rente« fordert  hß^ine. 
Nacli  Umlauf  von  4  Jahren  steigt  der  Zinsfuss  auf  4,6 
Procent  Wie  grosa^lst  im  ersten  Fall  das  ansslisafa* 
letode  Kapital?  Wie  gross  im  aweiten  die  künftig  aus- 
snsahlende  Rente? 

Auflosunu.  Die  auszuzahlende  Sunifue  oritspricht  dem  ^e- 
pcnvvärtigeij  Werth  «iiier  20jäbrigen  vier^roceiitigeii  üente  von 
2400.   Sie  ist: 
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R  ^  im .  =  2400. 13,6^03263 

=  32616,7831. 

Wird  diesp  Summe  in  oine  '20jährige  Heute -.bei  4*ö  i'rocent  ver- 
wandelt, so  entsteht  nach  iSo.  1): 

32610,7831  32616,7831 
^  J-'.0-l^>^ 13.00793ÖÖ  * 
0,045 

Ig3261<\,7e»l=;  4,5134411 

lgl%007»36  =1,1142084  .  . 

3.3992327 

7    ir,3,3992327  =  2507,452. 

Die  alli^enKMiie  Auriüsung  hiefür  ergilit  sidi  auT  gleiclie 
Weise,  wenn  K  der  Betrag  der  auf Jahre  gekauften  Ronte,  p  der 
ursprüngliche  Zinsfuss,  r  die  Zahl  der  Jahre,  worin  sie  ausf»e- 
zahft  wurde,  q  der  umgeänderte  Zinafuss  ist.  Man  erhiiit  nach 
dem  Vorgänge  von  No.  1) : 

^  l-l,0/>-f»->1_^1-1.0/?->fr 
0,0^9  0,0/1 

quiI 

T_  ^       -  AT 

0,0^ 

« 

Eioe  5proc6Dt4ge  Jahresrente  von  3000  und  2Sjäh- 
.riger  Dauer  wurde  unter  der  Bediegung  erkauft,  daes 
bei  Aenderung  des  Zinsfusees  die  WabI  freistehe, 
entweder  daa  rdcicatftnd ige  Kapital  ioEmpfa-ug.  au  neb- 
men,  oder  die  Rente  in  eine  dem  Zinafuaa  entapre- 
cbende  umwandeln  an  .laaaen.  Nacb  Umfluaa  von  5 
Jabreii  fSllt  der  Zinafuaa  auf  4,5.  M^ie  groaa  ist  im  er- 
nten Falle  das  rQckatSndige  Kapital?  Wie  gross  ia^ 
im  aweiten  die  künftig  an  beaiehende  Beate, 'wenn  sie 
bei  dem  Zinafuaa  4^  wieder  in«eine  25jäbrige  umgen 
wandelt  werden  soÜI 

Auflüsiingi    Da  5  Jahre  xcrilossen  8ind,  8o  ist  die  Keute 
.nur  noch  20  Jahre  auszuzahlen,    ihr  Werth  i$t  daher 
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=  37^,6309  * 

und  dies8  ist  der  Werth  doA  auHzuzahlenden  Kapitals.    Soll  oon 

dieses  Kapital  in  eine  25|ährige  Rente  bei  dem  Zinsfm  4»5  nm- 

gewandelt  werden,  so  hat' man 

# 

^  ^  1  ~ l,(M5->^  ^  14,828aO!IQ ' 
0,045 

-     '  Jg37386,630ö=4,57271G3 

,   .  Ig  14,8283090=1,1710887  ~ 

CiÖi6276 

< 

r  =  iV.  3,4016276  =  2521,318.,  - 

Die  allgemeine  Auflo^sung  ergibt  eicli  leicht  auf  folgende 
Weise.  Das  anszazahlende'Kapital  ist,  wenn  die  nSmIlchen  Be- 
leichnungen  wie  bei  No.  2)  beibehalten  werden : 

Soll  *  nun  dltees  Kapital  in  «ise  «jShrige  Rente  bei  dem  Zios- 
fass  q  umgewandelt  werden,  so  bat  man»  wenn  die  su  bestimmende 
ttente  f*  genannt  wird: 

und  hieraus: 

r  ^  jr  (l~l,(tr-^>aOy 

^  -i-ijOr^-^-  o,(ii».(i-i,a(?— )  • 

0,0^  ,  - 


6.  27. 

Eine  30] ährige  Rente  im  betrage  von  2500  vviirde  zu 
dem  Zinsfuss  4  e;okouft.  Der  Kfiufer  he  hielt  sich  das 
Recht  der  Cniwandlung  vor,  vvenn  der  Ziiisliisti  sich 
ändern  sollte  u « (i .  d  a s  Recht  d e r  H e i in z a h  Im  n c;  an  seine 
Erben  im  Falle  seines  Todes.  Nach  5  Jahren  hebt  sich 
der  Zinsfuss  auf  4,5  Proceot.  Die  Rente  wurde  auf 
Verlangen  dcvs  Besitzers  in  eine  4,5  p  r  ocen  tige  iimge- 
wandelt.    iNacb  weitem  a  Jahren  stirbt  der  Besitzer» 
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und  seine  Krben  verlangen  d  i  e  A  u  za  h  I  u  ng  des  rück- 
8tiindigen  ka|jitals.  Wie  eross  war  das  iirsp,rüii«lich 
angelegte  Kapital?  Wie  «rro^s  d  i  (i  u  um  e  w  a  nd  o  1 1  e  Iven  te? 
Welehe  Summe  nuisüi  den  I.rlien  ausi^ezahU  u  erdenk 
Wie  gross  wäre  sie  gewesen,  weoii  die  Umwandlang  . 
nicht  geschelien  wä'rel? 

Auflßsung.  Das  Kapital,  tvoniit  die  30jährige  Rente  von 
*2500  bei  4  Procent  angekauflt  wurde  >  *i8t; 

Ä«2e50O.  —0^^  =  2500X17,2920333 
L  43230,0832.  x 

Der  Werth  der  umgewandelten  Rente,  die  nach  5  Jahren  erfolgt, 
'  ergibt  sich ,  wenn  man  den  Werth  einer  4procentigen  Rente  von 
*25jähriger  Dauer  ermittelt.    Er  ist: 

1  _  I  04-*» 

^  Ä=2500.— gij^ —  =  2500X15,6220799 

=:39055jm 

Nennt  man  den  Werth  der  in  den  Zinsfuss  4,5  umgesetzten  . 
Keilte       eo  Ist  derselbe  für  eine  Dauer  von  25  Jabren: 

B        __  39055,1908 
'    '""1^^1,045-^ —14.8282090' 

0,045 

Ig39065,l§9= 4,5916788 
Ig  14,828209  =1,1710888 
3,4205900 

,    7'=  A.3,4205900  =  2633,844. 

Der  Werth  des  den  Erben  aaszuzahienden  Kapitals  ergibt  sich, 
da  der  I  otl  naeb  w  eitem  5  Jahren  erfolgt,  wenn  man  den  Werth 
einer  20jährigen  iieute  im  obigen  Betrage  bestimmt    Er  ist: 

Äi  =  2633,844.  =  2631^,544  x  i  ^,0079365 , 

lrrj{j;i:{,844  =  ;M-2051)00 

Ig  13,007936  =  1,1142084' 
4,5347984 

Ä,  =  ^ .  4,5347984  =  34260,88. 

Das  Kapital,  welcbes-  den  Erben  ebne  erfolgte  Urowandluag 
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hätte  ausgezahlt  uerHcn  inössen,  findet  man,  wenn  der  Weith 
einer  'iOjähriges  Heute  von  2500  im  urtiprüugiichen  Zin8(ti86  er- 
mittelt wird  und  ist : 

^  =  2500  g^j —  =  2500  X  13,5903203  =  33975.8156. 

Bei  dem  Kauie  einer  'iCjähricen  Rente  von  J.S50,  <!ie  auf  den 
Zinslu>>s  .>,5  lierechnet  Ist.  wurde  beduiiL'en,  dass  jeweils  auf 
Verlangen  da.s  riickstaruliue  Kapital  auüiiezahlt  werde.  Nach  6 
Jahren  verlangt  der  Käufer  die  Auszahlung.^  Wieviel  muss  aas- 
geliefert werden? 

V  1  1  035-14 

=  1850 .  =  20202,9625 

Eine  25jShrige  Rente  von  2360  wurde  zu  4  Procent  unter  der 

Bodirigung  gekauft,  das»  hei  dem  vor  dem  Schlnsse  des  Renten- 
genusjs  eintrelenden  Tode  des  K  itifers  da«  noch  MnUi  aulL-ezehrte 
Kapital  den  Erbon  uiiUelastet  ausgezahlt  werde.  Der  Käuler  ^?tirbt 
nach  13  Jahren.    Welches  Kapital  haben  die  Erben  anzusprechen? 

Unter  den  ijfeichen  Bedingungen  \^iirdo  eitje  'J"ijährige  Rente 
von  2000  geiiautt.  Der  Be8itzer  stirbt  nach  10  Jahren.  Das  den 
Erben  auszuzahlende  Kapital  ist: 

^  =  ^  •     0,04  1^^476, 
die  Rente  bat  gekostet: 

R  =  28902,2306. 


§.  2& 

Die  Herstellung  einer  Maschine  kostet  'M)0O.  Nach 
25  .Iah  reu  ist  sie  un  brauebb  fir  und  aus  dem  a  u  f  s  i  e  ver- 
wandten Material  kann  nur  ein  W^erth  von  1*200  gewon- 
nen werden.    Wie  hoch  ist  das  jä  Ii  r  I  ich     A  b  nu  (  z  u  rigs- 
.Kapital  der  Maschine  bei  5  Procent  anzuschlagen? 


Erste  AqflOsü^ng.    Man  redaeire  den  ErloH,  welcher 
Ende  des  2östen  Jahrs  aus  dem  Material  gewonnen  wird,  aaf  die 
Gegenwart  Man  erbilt: 

1200 

=  in«^  =  1*200 .0.2953028  =  354.363326 , 
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Dm  Kapital,  welches  bletitacfa  in  95  Mamk  veibraneht  wird,  be* 

.trSgt  gegenwSrtig: 

i2i  =aOüOO— 354,363326  =  29^,63668. 

NeDDt  man  mm  die  jährliche  Abnutzungs  -  Sumine  A,  so  rooss 
dieselbe  wlhreDd  der  folgendeo  26  Jahre  jährlich  in  Ausgabe  ge* 
leehnet  werden*  Bringti  man  dleae  Ausgaben  auf  die  Ciegenwart 
1^1  5  Procent  inrflck,  so  massen  sie  dem  obigen  Wertbe  gleich 
kommen.  Man  hat  daher  die  Gieichnng: 


J,05  ^  1,05«  ^  1,05'  ^  — 1,052*  —  0,05 


foiglieh: 


^     20645,636  29645,636 

*'    lg29645,n;}fi  4,4719607 
Ig  14>003g446=  1,1490325 

.  •    '  ^ßmm  -    .   ^  ' 

/l  =:  iV  .  3,32211282  =  2103,430. 

Zweite  AuflSsung.  Man  bringe  den  Werth  der  Maschine 
liei  '6  Preeeni  auf  das  Ende  des  Sftaten  Jabren  anrfiek.  JMan  eibftits 

5  =  30000. 1,05»  =  30000. 3,3863549  =  10I5(M),647. 

Von  diesem  Werth  siehe  man  die  aus  dem  Material  erlöste  Summe 
ab.  ßs  Ist; 

Nennt  man  nun  das  Abnutzung^kapital  A,  so  niuss  dieses, 
25mal  bei  5  Procent  angelegt,  dieser  Summe  gleichkommen.  Mao 
hat  daher  die  Gleichung: 

100300,647  SS  AAfiS^^  A .  hOB^^AAfifS^ ....  A. ifi$+A 

_     1,05«*— 1 
0,05  * 

und  hieraus: 

'    4  —  10<>'^^^OX>^7.0,05  100300,647 

l,05«^l      —  47,7f7Ö088 '  i 

log  100390,647  =.  5,0016931 

log  47,727098  =  1,6787649 

33220282, 

Tkaik  XXXVl.       '  Sl 


« 
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Verallgemeinert  man  diese  Auf  lösungen,  so  rrhfilt  iiKtn  u:xvh  flon 
heid(Mi  Methoden,  wenn  die  Anscfiaflfiingskosten  der  Maschine  Ä, 
der  Erlös  aus  dem  Material  E,  der  Zinsfuss  p  und  di»  Zahl  der 
Jahre  n  geoannt  werdeo.  Dach  der  ersten  Auflöfiungs- Methode: 


oacb  der  zweiten: 


Man  sieht  hieran«»  daa«  die  eine  Form  eich  leicht  in  die 
andere  flberflihren  ISeet  end  daes  daher  beide  dae  gleiche  Rml- 
tat  henrorbringen  müssen. 

.  Wie  viel  Ist  die  fragliche  Maschine  nach  einem  Ge- 
brauche von  zehn  Jahren  unter  den  oben  angegebenen 
Bedingntegen  noch  werlfa? 

4  

Erste  Äullöeiurj^.     Man  vergleiche  den  Werth  dej«  An 
schaffungskapitals  nach  Umlanf  von  iO  Jahren  mit  dem  Werths 
aller  in  diesen  Zeitraum  fallenden  jährlichen  Abnutznngssummen. 
Der  Unterschied  gieht  die  fragliche  Summe.   Der  Werth  des  An- 
«cbaffungskapitals  ist  nach  10  Jahren: 

iSt  »29645,6366.1,05«». 

Der  Werth  sämmtlicher  AbnatzuDgssummen  in  diesem  Zeitraum  ist: 

JS^    2103,43 .  IJ»^    2109^43. 1^«  <f \  2103^43 

Die  Maachine  iat  daher  itach  sehn  Jahren  noch  werth: 

ir:ss29645.636. 1,05<o^2103,4ä  j^^^=^ 

=  29646,636.1,6288046-2103,43.12,5778925, 

log  29645.636  =  4,471'J607 

iog  1,6288946  =  0,2 1 18929 
*  4,6838636, 

SiszN.  4.6839536 =  48289,60. 
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bg '2103,430    =  3,3229282  . 
log  I2,577b92ö  =  1,0996078 

4,42253ÖÖ, 

Det  geMQciite  VVertli  ist  daher: 

5=21832,88. 

Allgemeine  AttftSenng*  BeliStt  man  die  obeo  No.  1) 
vttd  2)  Mgegebeneii  allgemelDen  Beseicb^eegen  bei  und  nennt  die 
ZabI  der  Jabre,  nacb  deren  Omiaaf  der  Werth  der  Maacbiae  be- 
jrtimmt  werden  aeH,  m;  ae  lat  der  Werft  dea  Anaebaibagakapl- 
lala  nach  ai  Jahren« 

=  (Ä' -    .  1 ,0p-«) .  1,C!p«»  ; 

der  Werth  a&mmtiicber  Abnutmangaaummeo  ia  demaelben  Zeit- 
raum iat:  ^  ' 

S^^A.  I.Cjp«»-«  +  A .  Ifijf^^  -I- ....  J.  1,0p  f  ^ 

Hiernach  ist  der  Werth  der  Maschine  nach  Umlaui  von  m  Jahren : 

3)  W^{K--E,1»p-^)AS^^a}^^^^ 

Fuhrt  man  den  Werth,  für  A  aus  No.  1)  ein,  so  erhäit  nian,  da 
OjOjp  wegfallt, 

4)  '  fF=:(lf-Ä.ljib-).lA.--(«-«,l,0/>-).{§^l. 

Zweite  AoflOirnng.  Die  Maaebine  dauert  noch  16  Jahre. 
Man  liat  daher  iBr  dieae  Zeit  jShrlieh  einen  Werth  Ten  21031,43 
an  rechnen.  Bringt  man  deai  Werth  dieser  Summen  auf  den  An- 
fang dteaea  Zeltranma  bei  6  Proeeat  anrficfc,  ao  iat: 

Jt=2103,43.^~^-T- 2103,43 . 10*3796880, 


]og2103,43  ^Vi 
log  10,379658  =  1^0J6J83U 
4.3391  U2, 

As  JV.4.3W1112  2183239. 


•  *  ■ 

3K  Oetlinffer:    Weitere  Auifü&run^ 

DieM  Zahl  stimiDt  nil  der  oUgeo  Ue  mf  die  letele  ZiftBr 

und  let  nur  nm  1  von  jener  ▼ereebiedeD,  «rae  a^f  die  Rech-- 
nung  mit  Logarithmen  na  aetsen  iat,  deon  beide  AnftfonDgen 
mflsaen  an  demaellieii  Reaoitate  führen* 

Allgemeine  Auflüsung;.  Ist  die  Maschine  m  Jahre  im 
Gebrauch,  80  ist  die  Zahl  der  rückständigen  Jahre,  worin  sie 
noch  dienen  kann,  {n  —  m).  Während  dieses  Zeitraums  beträj^t  ' 
die  jährliche  Abnutzungssuninie  A.  Um  nun  den  Werth  siimmt» 
lirher  AbnutzuiiüS8iin«men  zu  erhalten,  hat  in;ui  diese  aiil  (w — m) 
Jabre  bei  p  Proceat  zu  rabattiren.  Der^eaucbte  Werth  i»t daher; 

A       A         A  ^ 


^     1  — 1,0;;-("-«)  _  l->l,Op-"+"» 
Führt  man  hier  den  Werth  für  A  aiia  No.l)  ein',  ao  entatehti 

Die  Gleichungen  No.  4)  und  6)  führen  auf  das  gleiche  Resultat 
oder  fallen  zusammen.  Diess  zeigt  sich  auf  folgende  Weise. 
Vervielfacht  man  den  zweiten  Ausdruck  in  No.  4)  nach  Angabe 
der  .lüanuner,  so  entsteht: 

=   — '  —^i^ij^=r^  ^.  T— 

_  (jr-  E .  1,0p--«)  -  (jr-  i,Oip-«) .  ifiir-^ 

j_(ir-.£.l,0!p-")  (1— l.(^p-'»i») 

-         1-1^-  * 
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also  ist  ans  No.  4): 

unil  dlmer  Ansdniek  WM  mit  No.  6)  sasanunea. 

Jeniaiiil  besitzt  ein  Kapital  von  20000,  dat»  ihm  seine 
Existeii/.  auf  20  Jahre  sichern  süIL  Ueber  welche 
Suiuiiif  kann  er  jährlich  während  dieses  Zeitraums  bei 

4  Pr<»ecnt  verfügen?   Wie  weit  ibt  dieses  Kapital  nach 

5  Jahre»  aufgezehrt? 

Die  jährlich  verfügbare  Somroe  iatnach  No.  \)y  Wenn  JTssSOOOO, 
£=0»  f>=4^  »=20  gesetzt  wird: 

20000 

Mach  Umfluss  von  5  Jahren  beträgt  die  noch  vorhandene  Stamme 
nach  No.3),  4)  nnd  6): 

5=20000. 1,04'>-I471,635i^^^^  , 

=20000.1,04»- 20000|^^^J» 

=20000. 
=  10302,209. 

4 

% 

'    §.  29. 

Ein  Kapital  von  6000  trägt  jährlich  4procentige 
Zinse*  Der  Besitzer  kann  ausser  den  fälligen  Zinsen 
dieses  Kapitals  jährlieli  noch  460  sn  demselben  Zins- 
fnss  nutsliringend  anlegen.  Wie  lange  mnss  er  mit  dof 
Anlage  dieser  Ersparnisse  fortfahren,  nm.im  Gänsen 
ein  Kapital  von  20000  au  erwerben!' 

Erste  Auflösung.  Da  schon  6000  vorhanden  sind,  so  hat 
der  Besitzer  nur  noch  14000  zu  Erreichung  feines  Zwecks  zu 
erwerben.  Seine  jährlnhen  Ersparnisse  betrafen  6000x0,04 
-f- 460  =  700.  Es  fragt  sich  daher.,  wann  werden  diese  700,  jähr- 
lich angelegt,  zu  14000  erv^achsen.  Nennt  man  die  tragUcbe  Zeit 
47,  so  hat  man  folgende  Gieichwig: 
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1 4000  =^  700 . 1 ,04^->  +  700 .  J  ,04^ -  2  -f  . . . .  70U .  1 ,04  +  700 

0,04 

oder 

1,04^  —  1      14000  ^ 
0.04    --  "700  ~  ' 

VerAhrt  man  Duo  nach  der  S.  308.  n.  ff.  meiner  Anleitung  ange- 
gebenen Methode,  eo  erhSit  man  ans  den  Tafeln  ohne  Rechnung 
ganz  nahe 

•  Verfahrt  man  aber  nach  der  ?eu  r,ha|icbeu  Methoi^e^  tio  «rhält 
man  aus  der  vorätebeuden  Gleichung: 

l^s:r^.0.04+lal,8, 

aleo 

 log  1.8  ftäSIWTUt 

Zweite  Auflösung^.  Nennt  man  die  Zeit,  in  welcher  das 
Gesammtvermugen  des  Besitzers  anf  20000  üicii  erhebt,  Xf  ao 
w  achsen  0000  Kämmt  4procentigen  Zinsen  zu  der  Snnime  6000. lyOl*» 
Die  jährlichen  460  erheben  sich  samrat  Zinsen  an  folgender  Summe: 

460.  l,04»-»+460.1,04»-«+....460.1.04 +4110=5460  ^^^P- 

Uieraus  ergibt  sieb  folgende  Gleichung: 

1  04«  —  1 

6000. 1,04' +  460. -^^^gj--=20000 

oder 

6000.  IJM»  +  lldOO.  1,04«»- 11500=  200Ü0, 
17500. 1,04' =  31500, 


flieo: 


und  man  erhält  hieraus  durch  die  Tafel  ohne  Rechnung  oder  durch 
liOgarithmen  die  nämHcben  Werthe  wie  oben. 

♦  ' 

§.30. 

Bei  Begründung  der  Im  ersten  Kapitel  §.  3.  wid  f.  6.  waS^ 
stetlteo  LebrsStse  wurden  nur  leichtern  DutcbfllhruBg  des  CaMi 
Qiid  Feststelking  der  Beireise  llr  Uehevtiagmig  Ülliger  «Kapttal* 
summen  auf  <De  Gegenwart  oder  auf  kflnlHge  Seltpankte  die  an 
machenden  Zahlnogen  £|,  l^,  J^....Xm  hi  Kapitalabtregongeii  and 
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die  eotaprec^^den  Zinse  zerlegt  oder  ale  iu  solche  zerlegbar 
gedacht. 

Es  wurde  aber  wiederholt  in  4.  und  §.  7.  die  tJemerknner 
beigefügt,  dass  diese  Zerlegung  durc;h;ius  kein  wesentliches  IM(>- 
ment  bei  Führung  des  Beweises  und  Gültigkeit  der  j^ewonnenen 
Lehrsätze  abgebe,  sondern  dass  die  Millen  Summen  in  iranz  be- 
liebiger Grösse,  also  entweder  so  gross,  oder  grosser  oder  klei- 
ner als  die  fälligen  Zinse  anirenonimen ,  ja  sogar,  dass  In  ein- 
zelnen Jahren  die  Zahlungen  ganz  ausgesetzt  werden  können, 
indem  alle  diese  Voraussetzungen  in  der  angegebenen  Beweis- 
fübruftg  vorausgesehen  seien  und  die  Grösse  der  fälligen  Kapita» 
lien  keinen  Einfluss  auf  die  [iichtigkeit  der  geraachten  iScbIfieae 
ausübe. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  eotl  noo  hier  im  ßeson* 
dem  nech. nachgewiesen  werden.  Wir  wfihien  blesa  anr  Termei- 
duDg  grS«Berer  Rechnnogen  felgende  einfaehe  Flille  di^d  Ferdevt- 
liehen  das  Gesagte  doreli  Anwendung  der  ZinssinsreclwQng  wd 
der  von  mir  in  {.  5.  aufgestellten,  finf  ein&cher  Zinerachoung  Üe- 
mheuden  Methode. 

1)  In  den  folgenden  fünf  Jahren  werden  die  Suninieu 
2300  ,  200  ,  2(W,  2200,  2100  gezahlt.  Wie  gross  ist  ihr  ge- 
genwürtiger  Werth  bei  5  Procent? 

Erste  AaflösuDg.  Nach  der  Rechnung  mit  Zin^esainsen 
Ist  derselbe:  ■ 

I?— 200     2200  210D 

a  Sa00.Q^952381O = 2190^4762 
200.0,9070285;=:  181,4099 
200.0,8638376=  172,7075 
2200.0,8227025  » 1809,9454 
2100.0,7885208  =  164.1,4049 
V        ^  5999,9909, 

Ä  =  5999,999  =  6000. 

Zweite  Attflösang.  Man  rabattire  naeh  $.5.  den  Werth 
der  letzten  Zahlung  mit  Jahressins.  Es  ist: 

^•=^t:ö5==^' 

Man  ziehe  dio  Zinse  hievon,  2000.0,05=:  100,  von  der  Zahlung 
des  vierten.  Jahres  ab  und  rabattire  den  Rest  mit  1,05.  Alan  erhalt: 

«  2200-100  _  2100  _ 


% 

Man  sMb«  die  Zinte  d«r  swei  leisten  SammeDy  MD-OylBssVO» 
▼OD  der  Zahlaeg  des  drittoe  Jebiee  ab  oed  nübatfire  deo  Reet 
nit  1«06.  Ee  wiid : 

UDci  ferner      +  ^4  +     ==  4000.   Fährt  üiaii  so  fort,  so  ist: 
_20Q~200_^  _  2^0— 200  _  2100  _ 

Nach  {.  S.  Ist  hienma  der  Werth  flSmmtItelier  Zailun^en ; 

Ä  ==  ^  i  +  ^«  +  ^,  +  =  2000 + 2000 + 2000 = 6000 , 

wie  oben.  Mao  erkennt  zugleicb  bieraoe,  dase  im  aireiten  tnid 
dritten  Jahre  Iceine  Kapital  -  Abtragungen  atatt  batten,  eeodem  ner 
die  Zimie  des  rdeicattodigen  Kapitale  gesablf  worden. 

2)  Die  Summen  2300,  100,  100,  2200,  2100  werden  in 
den  folgenden  fönf  Jahren  gezahlt.  Wie  gross  ist  ihr 
gegenwärtiger  Werth  bei  5  Proeent? 

Erate  Anfiöaang.  Nacb  der  ZiDssina-RecbDung  iat: 

2300  .  100      100  .  2200  2100 

w  T  ras*  *  UW* 

ioo.o,90702(»  wm 

100.a803837d '  86,3837 
2200.6;d227025  1809,0454 
2100.0,7836202  1646,4040 


12  =  5822,913. 

Zweite  A.ofl9enng.  Nacb  No.l)  geben  die  awel  lefaten 
Zablangea  die  Wertte  J5  -f  il4s4000i  Man  siebe  nen  den  Zins 
dieser  SmnDe,  4000. 0,06«= 200,  von  der  Zabinng  des  drittan  /ab- 
res  ab  und  rabatCire  mit  1,06.  Es  eetstebt: 


100-200    100  _ 

1,06    ~    lja6~  w»>*w» 


MM, 


ferner  iat  4»  4-  »  4000  -  06,238005  »  3004,761906.  Man 

siebe  nen  die  Zinse  der  drei  leisten  Zablungen:  3004^761006.0^05 
»106,23800625....,  von  der  Zablang  des  s weiten  Jabres  ab,  rar 
battire  mit  1,06,  ao  entatebt: 

.      100-190,2380952  95,238095 
=  i;ö6  =^  -~=-0ft7ö20478. 
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Uieraas  wird: 

Maik  ziehe  nun  den  Zins  dieser  Summe;  3814,058956.0,05 
=  190,702947  von  der  ersten  Zahlung  ab  und  rabattire  mit  1,05, 
Dan9  wird :  ,  > 

2300  -  190,702947     2100,297063  '  » 

=  iSöT—  =      1,05  -  =2008,00433.. 

Hieraus  ergibt  sich  nun :  ,  ■  < 

R=At    i4s  ^  il«  +  ^  3814,068066  H-  2008,8643» 

=  6822,01329..., 

wie  oben.  In  dem  vorliegenden  Falle  wird,  wie  raan  sieht,  im 
zweiten  und  dritten  Jahre  weuiger  als  die  Zinse  des  rfickstSo- 
digen  Kapital^  gezahlt. 

3)  Am  Endt  des  erbten  Jahres  wird  die  Snmme  2300, 
am  Ende  dee  yierten  dieSomme  2200,  am  Ende  des  fünf- 
ten die  Summe  2100  gezahlt  Wie  gross  Ist  det>  gegen- 
wfirtige  Werth  dieser  Zahlungen  hei  5  Procent? 

,     Erste  Auflusang.   Die  Rechnang  mit  Zinsesainten  gibt: 

'  «    ^  .  2200  ,  2100 
*^1,06  +  pö^  +  pp 

=12300.0,9523810  =  2190,4762;^  l  / 
2200.a8227025    1809,0464'  , 
2100.01,7835262  164MM9 

'    5645,82<iö,  : 

/2  =  5645,8265. 

Zweite  AnfiOsting«  Die  awei  letste»  Zuhlnngen  geben  wie 
oben  die  Sdmime  +  il« ^4000.  Zieht  man  «un  «Pen  Zins  hie« 
▼OD  von  der  Zahlai^  des  dritten  Jahres  (£«sO,  da  keine  gelei- 
stet wird)  ab,  rabattirt  mit  1,06,  so  entsteht: 

'  0—200 

At  =  -pg- = - 190,47619047 .... 

Hiernach  ist  ^6  + ^4+ ^»=4000^190,476100  ...  =3809,52380952..,. 
Zieht  man  die  Zinse  hievon  :  3809.523809.0,05  =  190,476190...., 
von  d6r  Zahlung  des  sweiten  Jahres,  I<2=0,  ab  upd  rabattirt  mit 
1,06,  so  wird:  .  • 


t 
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Oeitinger:   Weidere  AustMnmg  der  poUa$chen  Ariiämeifk. 
und  man  erhält: 

Zieht  man  nnn  die  Ziose  diefer  vier  Zahlungen:  3628,117915 

XO»05==181,40r)89560        von  der  Zahlung  des  ersten  Jahre«  ab 

und  verfilhrt.wie  bisher,  ao  entateht:  * 

,     2300-181.405895,.,.    2118,594104308....  aAi^^no«^«,« 
4  =  i^i^  ^  ^j^_=:a017,70867076...„ 

und  m^n  erhilt  för  den  gesuchten  Werth  :^ 

.     Ä=  ^1 4-     +  ^8  +     +  ^4  =  ^28.1179138  +  2017,7086707 

wie  vorhin.  In  dem  vorliegenden  Falle  f^lrd,  wie  man  sieht,  im 
zweiten  and  dritten  Jahre  keine  Zahlung  geleistet. 

Die  HarmoTiio  in  den  Resultaten  hesitätigt  die  Richtigkeit  der 
aufgestellten  Lohrsätze  und  der  angewendeten  Methoden.  Die 
Richtigkeit  der  Resultate  selbst  lässt  sich  gleichtalls  darthun,  wenn 
man  die  Werthe  der  Zahlungsleistungen  Schritt  für  Schritt  ver- 
folgt. Wir  wiUiiea  hiezu  den  Fall  Mo,  2).  Die  Rechnung  ist  fol- 
gendo: 

Utes  Jahr.  Sfnid  dar  Schuld  .  ;  ,  .  .  .  6a22»913293 

Zins  hinan   291,145664 

6114,068067 

Zahlung  ab   2300 

2te8  Jahf,    Stand  der  Sehnid  38l4»06m7 

Zins  hinni  :  .  .  190,702048 

4004,761906 

•  N         '  Zahlung  ah  .  ,  ,  •  100  

3tes  Jahr.    Stand  der  Schuld   .3904,761906 

Zinn  hhiait   ,  19(S,S38095 

mmm 

Zhhitftagah  .       ;  100 

4tes  Jahr.    Stand  dM  Sebald^  .4000  ' 

ZIna  lunsn  ;  .  .  200  ' 

4200  . 

Zahlung  ab  *  .  .  .  .  ,  2200.. 

StesJahr.    Stand  der  Schuld                     .v.  .0000 
ZIna  hlnsu  100 

ms — ^ 

Zahlung  ah   .  "^lOÖ 

ÖDDE  

*  •  -  • 
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Läffler:  Veher      Betiinun.  der  tamianlen  hei  3er  KetlenliHie. 


Ueb«r  die  BaatimiDiuig  der  CmitHiten  Iwi  dar  Kel- 

tenlinie. 


Die  Differentialgleichung  der  Ketteniinie,  wie  sie  nach  den- 
GrmuisitseD  der  Statik  eiitv^  ickelt  wird,  erscMnt  gewOhBlich  aoter' 


der  Form  —  1  y"^y  ^aUi*  die  horizontale  Coordinaten-  * 


axe  mit  die  «vertikale  aber  mit  ij  beicicbiMt  wird  reprSsentirt 
dl«  \m  irgmi  einem  Punkte  der  Kette  stattfindende  Horizontai» 
spennung,  p  'M  das  GeifiAlit  der  Längeneinlieit.  0«s  ?eiliiMndige 
Integral  dieaer  Gleichung  enthält  swel  wiHkjlbrliclie  Gonetaaten,.  au 
deren  Beetimmaog  zwei  f^edlogpagen  gegeben  werden  müssen. 
Die  Unbekannte  U  erfordert  aber  eine  dritte  Bediogaog»  die  darcb 
Aii||ab#  der  Ling»  dee  Padto»»  ethtkm  wird.  Die  GMchmK 
aber,  «uf  weleb*  diee«  Redingaiif  fiibrt ,  \ti  eine  tranacendente. 
ün  die  Mwierigkeft,  «reifte  die  Le««eg  dieser  Gleicbung»  bei 
dem ^segewirftrligeu^taiid^ 'der  AnaliTPifi  bietet,  so  eingel^ett,  mtm- 
ann  «ine  »Miefe  Bedingeeg  «tatt  der  letatgenaimteii  fliefabrei, 
die  'aecb  Air  die  pcaktisdie  AiiaMriiag  der  KeHenbrMen  von 
einigm  Nutiea  sei«  dSrilb».  . 

Der  Begriff  von  einer  fferisontol-  nnd  ei^er  Vertikalspaunang 
In  den  Anfhängeponkteo  der  KeAte  ist;  ein  fnndaoientaler;  /setaen 
wir  ein  ^inladiee  VerbSitnian  awiacjien  lieiden  SpaiuuiDgen  veraas, 
■0  wird  die  Beatimmung  der  Conatanfe  H  Mnen  Sebwierigkeiten 
anteriiegen.  '  " 

Aul"  <lie*«e  Wei^e  kann  die  Aufnähe  gelöst  werden;  die  Glei- 
chung Tür  die  von  einem  dtirch  zwei  Piinkfe  geheod^u  uneiai^ti- 
sehen  und  bieirsanien  Kailen  gehildefc  IJnie  tles  (ileichgewichtes 
anzugehen,  (ulls  in  den  Auf'hf)ni!e}>u[ikt'^n  die  Horizontalspannung 
die  Vertjkalap^ujiui^g  um  das  alacbe  ühertrifft- 

♦ 


Herrn  Alexander  Loffier 
in  Wiee* 
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u 

SetkeD  wir  deV  Hüne  wegeo  —  =  6,  «o  int  das  voUstäodige^ 

Integral  der  Differeutialgleicbung  der  Kette: 

?     6»'  * 

Oer  Einfachheit  wegen  wählen  wir  die  Aufhängepankto  in 
einer  lind  derselben  Horizontalen,  den  Ursprung  der  Coordtnaten 
aber  ia  der  in  dem  Halbirungspunkte  dieser  Horizontalen, zo  errich- 
ten (Un  Senkrechten.    Es  sind  demnach  die  Coordinaten  des  eineb 

A-ulhaui^epunkles  — A;   die  des  zweiten  +a;i,  A. 

♦ 

'  pie  Vertikalspannung  F- in  den  Auf hängepunkten  ist  V=Hy', 
Wird  die  Beziehung  ,xwisdieD  V  und  H  durch  die  Gleichung 
B=znV  repräsentirt^  so  ergeben  sich^ffir  die  Constanten  Cj,  c«,  Ü 
iiacbfolgeode  Werthe: 

«1=2»  c%=zA^i^\e^  -^e  *J, 

""P  ^  Ldg[lTV^»*  +  l]— Log"»' 

Wird  in  Klaftern  oder  Sclinhen  gegeben,  so  vinss  anoh 
p  tAß  Gewicht  für  eine  Klafler  oder  eio en  Sohnh  angenommen  werden. 

Die  Gleichnng  der  Kettenlinie  rerwandelt  sich  hi: 

Fir  drasO'iiBty  ein  Minimum  gl^eb  ^-fcs;  lieieiehnet  man  diese 
GrOsse  mit  yQ,  so  stellt  nns  A^yo  die  PfeilhObe,  2aei  hingegen 
die  Spannweite  dieser  Gnr?e  vor.  Um  jene  Beiiebuogen  swischen 
Pfeilhahe  und  halber  Spannwelte  aufsnflnden»  weldie  von  den  . 
Ingenieuren  bei  dem  Baue,  der  Kettenbräclc^  angewandt  worden 
Sind,  kann  man  ^lem  n  Werthe  Beilegen,  die  swischen  3  und  5- 
enthalten  sind.  Bei  der  Projectirang  muss  man  Sorge  tragen ,  bei  . 
einem  bestimmten  n,  A  so  su  wählen,  anfdassjf^  nicht  negativ  werde. 

Nachfolgende  kleine  Tabelle  erleichtert  in  specielleo  Fällen 
die  Bestimmung  der  Uorizootalspanuuug;  setzt  man  nämiicb: 

'liOffS 

— ^   1   =a  Ä,  SO  ist  Uz=.KpXm, 

,    Log[l  +  V««  +  i]-Logn  . 

Für  «=   I,    .2,    ,3,       4,      5  ist: 
K^l\U,  2-079,  3064,  4*04,  5033^ 

Die  Bogenlänge  der  Kette,  wird  durch  die  Gleichung 
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Gruner ij   ve^p  ä.  Eulfernuugeti  der  merkwurd.  tuuiUe  ein.  SJJj 

■ 

♦        ■  »  ' 

reprisentirt. 

Zur  iiftbmog»w9iieB  BereehmiDg  der  Ordioiten  und  des  Bo- 
gen« (j^nen  die>  dorehEotwickelaiigiDReilMa  «rbalteBm  Formeln: 


U^ber  die  Eotferniiogea  der  merkwürdigea  Fuakte  jdes 
^  ebenen  Dreiecks  yen  einaiider. 

*    '   dem  Herausgeber. 


$.1. 

.  Ss  giebt  beksDstlich  eineo  sehr  nwtrjLwfirdigeD  Ansdradk  der 
EDtfemung  der  MUtelpookte  des  am  und  in  ein  ebenes  Or^ieek 
beecbriebenen  Kreiaee  von  einander»  welebel,  so  viel  icb  weise» 
Ton  Evler  gefanden  worden  iet  Oase  die  Estferoeogeii  'der 
Sbrigen  sogeDamten,.  merkwfirdigen  Punkte  des  Dreiecks  von 
einander  In  Shnlieker  Weise  untersucht  worden  wären,  iet  mir 
nicht  bekannt,  weebalb  ich  in  der  vorliegenden  Abbandlang  eise 
anf  diese  Entfernungen  bezügliche  Untersuchung  anetelieD  werde» 
welcher  zugleich  der  folgende  allgemeine  Gedanke  an  Grande  liegt. 
Ich  bebe,  nSniich  schon  frSbec  die  Bemerkung  gemacht,  dass  alle 
hier  aar  Sprache  kommenden  .Aoedrücke  sich  in  beaondere  ele- 
.ganter  Form  darstellen  lassen,  wenn  man  den  Halbmesser  dee  m 
das  Ihreieck  liescbriebenefl  Kr/eisps  als  lineare  Hauptgrosse,  ge- 
.  Wiesermassen  als  die  Längeneinli^it  xu  Grunde  legt,  durchweiche 
alie  an  bestimmenden  Grossen  ausgedrückt  werden,  und  ausser- 
dem venmgaweiae  die  WiakeA  den  Dreiecke  in  die  anblytaecbe 
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'  B«luui«Iliiii'g  anfniaimt  Diesen  Geetd^ts'paokt  wird  nuia  im  Fol- 
gtiiden  ttbarall  festgebelten  finden,  weehalb  icb  mir  denselben 
bier  beeonders  bervonobeben  erleube.  Es  unterliegt  einiger 
9ciivrieri(i^elt,  flir  alte  sn  beetlmmendett  Grfteeen  TGffig  symme- 
trieeh  gebildete  AnedrQcke  sn  erhalten,  welebe  mir,  'wie  man  seben 
wird;  bei  der  bler  befolgten  allgemehieo  Methode  mtf  dadnrch 
an.  tHi'erwinden  mlS^ieh  gewesen  i»t,  dnas  ich  bei  den  ireraehie^ 
denen  sur  BebandJnag  bommenden  Anfgaben  nach  rnid  naeh  jede 
der  drei  Seiten  den  Dreieeks  als  Abseiesenaxe  ellies  reehtwinkll- 
gen  Coordlnatensystems  au  Grande  lege.  Mehrere  binig:  snr  An* 
'wendnng  kommende  Relationen  swiscben  d^n  drei  Wrnkeln  des 
Oreleeks  habe  ich  am  finde  der  Abbandlnng  ansammengestell^ 
.nnd  werde  auf  diese  Zusaiamenatellung  in'  den  einzelnen  Fftlien 
,Besn|(  nehmeo.  Natürlich  werden  Bich  die  im  Folgenden  vor- 
kommenden  Sätze  auch  nach  anderen  Methoden  beweisen  lassen» 
und  dirften  sich  selbst  zu  Uebudgsaii%aben  eigenen,  was  ich  dem 
Ermessen  der  Lehrer  an  hQberen  Chterrlebtsanstalten  Uberlasse. 


Das  gegebene  Dreieck  sei  AliC,  .^eine  drei  Seiten  \^erden 
wie  ge<yühn!lch  durch  o,  b,  c,  die  denselben  j^e^jenüberatehen- 
den  Winkel  beziehungsweise  darcfa  A,  B,  C  bezieichnet. 

Wir  nehmen  d  als  den  Anfang'  eines  rechtwinkligen  Coordi* 
nateneystems  der      an^  der  positive  Thell  der  A^  der  ^  sei 
die  Seite  AB,  and  der  positive  Tbeil  der  Ase  der  y  werde  anf . 
der. Seite  voi|  AB  angenommen,  auf  welcher  der  Punkt  C  liegt. 
13nter  diesen  Veramsetsungen  ßiaä  die  Ooordinaten  der  Punkte 

ß,  C      '  '  .  - 

offenbar  In  viiUigor  Allgemeinheit  respeetive: 

i),JO;  e,  0;  beoaA,  bt^nA. 

Bezoicbneo  wir  Atn  Halbmessier  des  um  <\:\s  Dreieclc  beschrie- 
benen Kreises  daxcJb  ;  »o  bat  niao  offenbar  die  drei  ioigendea 
aUgemcAB  guU^en  Gieiehungen: 

.  1)  .  .  .  «»Meioil,  bsz^BinB,  esSiesinC; 

mid  die  Coordinaten  von 

ä,  B,  C 

sied, also  auch  respeetive*:  «  .  * 
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Die  Coordinatei)  der  Mittelpunkte  der  Seiteo  u,  b»  c  niiid 
felglieii  oadi  der  Reibe:  « 

HconAhinB,  iJfsin^sin^; 
Die  GleidrongeD  der  drei  Seiten      6,  e  stiui  nacli'der  Reibes 

Weil  aber  bekaootlicb  ' 

» 

ist,  sind  die  GleicboDgen  der  Seiteo  a,  b,  e  ancb  nach  der 
Reibe: 

^  ( y  =  -  tÄiigÄ(a?— 2Ä»in  C) , 

#  IHe  Gieichnngen  der  auf  die  Seiten  if,  b,  e  ven,  des  Gegeo* 
eefceii  'gefilUteo  Seekrecbten  sied: 

^  «e -eoU(j» -.212  ftlo  C) , 

Die  Glelebangen  der  aqf  die  Selten  b,  c  in  ibren  Mlttel- 
pnektee  miditetvii  Senkfeebttb  sind : 

5)  - 

Dte  Gl«felraeg«n  im  vm  4m  MIMpuDkleD  der  S^kmk 
b,  e'oacb  deo  Gegeneeken  getogepen  Ofwide»  aM:        ^  -  - 
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8\nA8\nB 


6) 


Oller! 


.7) 


cos  AsinH-^  sin  C 


riOil  MB 

2  sin sin  B  d  . 


_  sin^ginjg 


cos^smÄ— 2smC^  ' 


8iii(il^iB)' 

'  wo  die  Form  der  dritten  Gleichung  an  sich  zwar  einfacher  ist  als 
die  Form  derselben  Gleichung  in  6),  jedoch  i'ür  manche  spätere 
Betrachtung  nicht  so  geeignet  wie  diese  letztere  Form,  was  wir 
hier  ein  för  alle  Mal  bemerken,  wenn  wir  im  Folgenden  vielleicht 
nicht  immer  die  scheinbar  einfachsten  Formen  Toriconimeiider 
Gleichungen  aufstellen  sollten,  weil  die  Zweckmässigkeit  der  Form 
für  uns  hier  durch  den  von  gewissen  Gleichungen  später  zu  ma- 
chenden Getiraucb  bedingt  wird. 


« 

Beseicbnet  man  den  g^melneelraftlicbeii  OnrehscbnlttopiiBlEt 
der  auf  die  Seiten  ,  veni  den  Gegeneel^en  gefllUten  Senkrediteii 
dnrch  (9B^\  so  erfailt  man  aus  den  Gleicbongen  f.  2.  4)«  wie  man 
dieselbetf.aoch  au  aweten  verblndeö  mag,  werin  map  nur  bier  nnd 
im  Folgenden  iinmer  die  Gieicbungen 

8inC=    «io(il -f  £)  =  6in^co8i?-f  cos^sioff , 

ces  C  =s  —  ci>s(il -I- B)  =?  ein  ilsio  B^eosileoa 

gebOrig  berflckaicbtigt»  sehr  leicht  die  Formeln: 

4  \  '  ■  ' 

1)  .  .  .  .    =  ^IHtmnA  sin       y  =  2l?co8^co8  B,  ' 

'  Wenn  man  den  Mittelpunkt  des  am  das  Dreieck  beschriebe- 
nen Kreises  durch  {x^)  beaeichnet;  so  erbält  man  aas  den  Glei- 
cbottgon  §.2.  5)»  wie  man  dieselben  aaeb  aa- aweien  verMndeo 
mag»  aebr  leicbt  die  Formeln: 
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I 

«  ..  . 

S)^  ^t^RtünC,  y  —  M^C. 

Bezeichnet  man  dagegen  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  durch 
so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  §.2  ♦>).  "i^'  mau  die- 
selben auch  zu  sweien  verbiudeo  mag»  leicht  die  Formeln: 

i  x  =  |/^(co«^9in  ß  +  »In  C) , 

Wenn  wir  endlich  den  Mittelpunkt  det»  in  das  Dreieck  be- 
schriebeneu Kreises  durch  (.r^)  und  den  Halbmesser  diesem  Krei- 
ses  durch  r  bezeichnen :  so  ist  offenbar: 

«  _ 

Bezeichnet  aber  A  den  Inhalt  des  Dreiecks,  so  ist 

.2^  =  (a  +  6  +  c)r, 

folglich  nach  §.2.  1): 

4)  ,  '  ^  =  jßr(6in^ -|-«>n^  +  sioC); 

mm  «tot  bekaDDtlich  auch 

2^  SS  bc9in  A  SS.  ca sin  B  =  a^sin  C, 
iteo  nach  §•  %  1): 

5)  =  2Ä'^sin^sin^sinC; 

folglich  nach  4)  und  5): 

2igsin  A  sin  ß  ain  C 

Nach  Rel.  1.*)  ist  aber 

sin -4  -|-sinB-f  sinC=:4co8  4^co8ißcos4C\  • 
dfo  nach  6)»  wie  mao  sogleich  fiheraieht: 

7)  r  =  4/2sini^siniiSsiniC. 

Fiihrt  man  diesen  Ausdruck  von  r  in  die  obigen  Ausdrücke  von 
y  ein,  8u  erhält  man:  ^ 


"*)  Unter  dieser  Uezeichnutiir  «iiui  iniiiier  die  am  Ende  der  Abhttnd- 
laog  zutiammeogeslellten  und,  weun  auih  meistens  bekannt)  kurz  bcwie- 
^rneii  Eelation««  zu  verateben.  i' 
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33Ü  Grun^rt:  Veber  die  Soi/entmgen  äer  merkwüräigtu  hatkie 

C  y^Mainlilain^MiitC 

Line  ganz  ähnliche  Behandlung  gestatten  die  drei  äusseren, 
über  den  Seiten  a,  6,  c  beschriebenen  Berährungs kreise,  deren 
Mittolpunkte  wir  respective  durch  {xaya)f  (^byi),  (^c^c),  und  de- 
rrri  Üalhmesser  wir  respecti?e  durch  r«.  n,  rr  heseichnen  «vollen. 
Aul  der  Stelle  {ifoerzeagt  mau  sich  ?on  der  (2ichtigkeit  der  fol- 
genden Ausdrücke; 

aod: 

(«-6  +  c)r». 
2^=    (a  +  6-c)r.; 

also  naeb  §.  2.  1) : 

9)  .  .  .  .   I  ^^  =  /?r*(8inyl— sinÄ+sinC), 
*     (  ^  =  i2r«(8in  ^  <f  ain   — «in  C) ; 
iolglicb  nach  5): 

^  — «In  J  +  sin  ff    sin  C 

-  ,      _  2/?sin  .4sin  ^sin  C  '  ^ 

2ft  sin  visin  ^sin  C 
sin  -4  +  sin  Ä — sin  C 

Ualier  ist  nach  Rel.  II.: 

r»  =  4l2co8     sin  4    cos  ^  C» 

Hieraua  eigiebt  sich  mUteUt  des  ObigeH,  well  Mcamitlicli 
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äes  eäinen  UreU^iUs  vm  einofiäer.  . 

ist:  ,         '  . 

Xa  —  l ll{^n\  C  i-  2 üin  \A (»in  4^ C04 ^C) 

4/2(ftin     f  sblil  ainiil)  cos  iC, 

woraus,  iregen  ,  .  • 

sin  |Cts  eos  \{A  -f-  IT)  s  cos \A  cos  oin;^siD 

sogleich  ^  ' 

jr«  SS  iftoos  MeosiiSoos^C 

folgt.  Also  hat  man  nach  dem  V  orhergebendeo  offeniiar  üb«c 
hsupt  die  folgeudeo  AusdriLclce: 

4i?60R  liieos  lUeos  |C 

5«  =  4i2aiD  l^coa  4^cos \C\ 

aiis:^4/2tiin4i^sin  4^€08i6^ 
^=  4i2oos4iloio^J7costC; 

4jesiDiJeosii?oiaiC, 


12)  . 


13}  . 


»9  = 


U)  . 


j.  4. 

Aus  den  vorhergehenden  Formeln  läset  sich  eine  Menge  thefls 
bereits  bekannter,  theils  neuer  Sätze  und  Relationen  mit  der 
grössten  Leichlii^kcit  und  Eleganz  abloUeo«  worüber  ich  mich  aber 
hier  nicht  weitlftuti";  verbreiten»  ■oodsro  nur  mit  einigen  kürzeren 
Bemerkungen  begnügen  wsnis. 

Nach  §.  3.  1),  2)  ist  die  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt 
des  um  des  Dreieck  beschriebenen  Kreises  und  den  Durchschnitts- 
pnnkt  der  auf  die  iSeiten  ton  den  Csgenecksii  geftltteo  iSesk* 
rechten  gehenden  Geraden; 

.   ^     ^    2coaJeosg— eneC^      ^  . 
y-i<coeC=^^,^^^_^,^(^-i8sinC). 

Ferner  ist  nach  {.  3.  2),  3)  die  Gleichung  der  durch  den  Mittel* 
punkt  des  umschriebenen  Kreises  und  den  Schwerpunkt  gehen- 
den Gamdeo: 


Digitized  by  Google 


3^  Gruner  t:  ,Ve6er  äie  Untfernmseu  der  merkwürdigen  tunkU 

zcos^sinii— 8in  C  ' 

Wegen 

cos  C  = —  cos  A  cos  ß  +  sin  ^sin  , 

■ 

reduciren  hich  aber  diese  lieiden  Gleicbuogen  üfleai)ar  auf  die 
eine  Gleichung:  *  t 

„     ^      SceiileosB— fllDileiiiB  . 
jf-  Äcos  C=  ein(il->A)  • 

woraus  sieb  also  der  längst  bekannte  Sats  ergiebt»  das^  der  Mit- 
telpunkt des  umschriebenen  Kreises,  der  gemeinecbaftliche  Durch- 
Schnittspunkt  der  drei  HOheD  iwd  .der  Sehfrerimnkt  jederseit  in 
einer  Geraden  liegen. 

-  •  Bezeichnet  man  die  Enti'crnungen  des  Schwerpunkts  ?on  den 
Ecken  B,  C  respective  durch  Ea,  J^u,  Ec%  so  ist  nach  §.2. 
and  §.  3.  3),  da  die  Coordinaten  von  Ä  beide  verschwinden: 

Eä^^  ^ß^UcosileiaJff'f  8lnO«-|-atDil>einfi«U 

wofine,  sagleicb  mit  gebffriger  Verta'neebmig  der  Bqebeteben,  leicht 
folgt : 

IEa^  =r  li^sin     -f  ein     +  2eo8  iiehi  ITein  C), 
Eb^  =  *ß*(8in      +  sin  A^  +  2  sin  .4  cos  B  «in  C) ,        .  . 
Ec*  sr  l/^(ein     +  ein  fi*  f  Ssinitnin  Bcqb  Q. 

r 

Also  ist  nach  Rel.  Vll. 

2)  .  .  £^2  +  £iiH£c*  =  iÄ'^(8i»^^  +  sinß^  +  sinC2), 

i 

und  folgitcb  nach  Rel.  Tl. : 

3)  .  .  £^Bf£#«-f£i^s=:|i^(l-|'ceeileeBBco86> 

Ans  2)  und  §.2.  1)  ergtebt  sieb  unmitteibar: 

■ 

ein  längst  bekannter  Satz. 
-   Ane  1)  erbUt  man  aneb  leicht  mlttelet  der  bebannten  Relationen  r 
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«fffi  ß^enpt.  &9$ieck9  vm  ettumäer,  855 

•  .    /  5)  * 

Ea^  =  %a^\-\-tfMAetm  Bei»  C  ^^ewA  sittfisiftO, 

Bezeichnet  inaii'  die  Entfernungen  dte  gemninschafHI^lKin 
Durchschnittspunkts  der  auf  d^e  i:$eiten  von  den  Gegesecken  ge- 
lallten Senkrechten  von  den  Ecken  A,  0,  C  respeetive  durch 
^A»  itB»  SO, ist,  weil  die  Coordiiiateii  vonÜ  beide  fereehwhi* 
deii,.nMh  $. ^  1)  pffenhar:  . 

'also  fiberbaiipC: 

«) 

I 

folglich :  ^. 

:  7)  . 

r 

»od  dhher  aacb  Kel.  V. : 

^A^^^M^-^^c^^        -  3ce«  A  cos  Bern  d).  - 

Nach  3)  und  8)  ist:  • 

und: 

10) 

8i[ui  die  Winkel  A,  B,  C  sämmtlich  nicht  grosser  als  90?, 
80  ist  nach  6):  *  , 

11)  • 

.    «^  =  2ÄcosJ,   ^B  =  2RcoiiB,    «c  =  2i2cosC; 
atnet 


/  « 
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5ä4  Gruner  t:  UetKf  die  EnifermutgeH  der  merkwürdigen  Punkie 

13)  .  .  •«j  +  ieÄ  +  «c  =  2ß(co8 J  +  cosß  +  cosC), 
aod  folgKob  nach  Rel.  III.: 

also  oacb  §.  3.  7) : 

14)  ai^+e0-i«ec=2(ßHht-). 

Ist  einer  dar  Winkel  A,  B,  C-etwa      grOaeer  aie 
ist  oadi  6):  * 

(ß^=_3i2ooail,  (EjsWcoaff,  Cc=^ii2coaC; 

also » 

15)  .  .  e^i^i^  f  (Ec  =  2/2(--coail-|-eoaB-|-eo«C),  " 
und  folglicli  Dach  Rel.  IV.: 

Jö)  .  .  e^+((A-|-ecs  iß(4ainMcoa4^cos4C-l)» 

folgUch  nach  §.  3.  11): 

17)  .  :  ' 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  des  um 
das  Dreieck  beschriebeneu  Kreises  von  ,deo  Ecken  A,^  C 
durch  Da$  Dji,  Bei  so  natürlich: 

18)  Da-B,  Db^Rs  Bc^R, 

Werden  die  Cntfernaogen  des  Mittelpunkts  des  in  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  von  den  Ecken  A,  B,  C  durch  S>A9  X>m» 
ll>c  bezeichnet;  ao  iat  nach  ö.  3.  8)  offenbar:   ^  '  ^ 


also  fiberbaapt: 


19)  •  •  •  •  *  • 


|D^=i=4ÄsiniÄ8iniC,   '  ,  i 

j^«=s4AaiDiC8in4il, 

jD>C  =  4/^  sin     sin  4-^ ; 


folglicb  Dach  {.3.  7): 

20)  .  .  .ID^li>ÄjDc  =  4ßr2 

Beielcbnet  mao  Ble  Eatfemaogen  'des  Sebwerpnnkta  vod  d«D 
Seltao  a»,  Bt  c  dvch^ü^»  l«j  £«;  eo  Ist  nad  {.  3»  3}s 


Digitized  by  Google 


21)  :  .  }  EkszlBBinCmA, 

"  '  ^  Ee^lRsinAsinß. 

Werden  die  Cntrernuagen  6bb  gcnieinschaftlicbeii  Durchschnitts» 
{nrnkto  der  auf  die  ScSt^o  von  den  Gegeneeken  gefüllten  Senk- 
rechten als  positiv  oder  negaÜY  betrachtet«  jeBacbdeai  sie  voo  den. 
btttxeiisoden  Seiten  a,  c  an  nach  dein  inneren  oder  äusseren 
Räume  des  Dreiecks  bin  liegen,  und  mit  Riickaidit  bierauf  darch 
C«,  (tkt      beaeicboet;  so  ist  oacb  §.3i  .1): 

22)  ......  .  }(h^^ReQ9CewA, 

'  <gc  =  2Äcos^cob  Z>. 

Betrachtet  maa  die  EtttfetmageD  des  .Mittelpunkts  des  aoi- 
achriebenen  Kreises  von  den  Seiten  a,  b,  c  als  positiv  oder  iie* 
■gativ,  jeeaebdem  nie  rw  deo  betreffenden  Seiten  a,  b .  e  wa  aaeb 
dem  inneren  oder  äusseren  Räume  des  Dreiecks  bin  Degen ,  nad 
bezeichnet  dieselbea  mit  Rflckeicbt  ideraaf  danb  Dm»  i^*»  i^;  >ee 
ist  aacb  g.^  2): 

23)  .  .  Z>«  =  Äcos^,  Dk=zRc6sB,  Z>«  =  ÄcosC. 

■ 

Sbd  ]|>4«  t^k,  1^0  clie'  EatfeniaBgen  des  Mittelpaiibts  des  in 
das  Dreieck  bescbriebenen  Kreises  Ton^  den  Seiten  e,  6,  e;  so 
Ist'n^cb  {.a  8); 

24)  .  *  .  |^|SjllW=:lI)«s4/^8iDU«>o4^siniC. 

Ans  dienen  Fornieta  Icftnnte  man  wiedernm  manebe  interessante 
Beaiebungen  abfeiteo,  worflber  wir  jedocb  gana  in  der  Kllrae  nur 
Felgeades  bemerken* 

Aas  21)^und  §.3.  5)  ioigt  auf  der  Stelle:     ^  ' 

Nach  23)  Ist: 

4- i>»* + i>c*  =  i^eos  il> cos  J}* -1- cos  C*) , 
also'nucb  Ret  V.:       •       '  -  "  ^ 

26)  .  .  l>«HiH*4/»i^ai2*(l-2ens^eosi7eose),  ' 
and  daher  nach  8): 


« 


I 


3S6  Gruners-  Leöer  die  Entferuuugm  ä«r  merkwürdigen  Punkte 

27>  :  


so  Am  al«o  dieser  Quötieot  ffir  alle  Dreiecke  eoesteet  ist^ 

Wie  immer  in  der  Matbeniutik  ist  aucli  hier  der  Reicbthum 
an  solcbeo  beiuerkenswertlieD  Relationen  unerscbciptiicb. 

Wir  irolIeD  Jetst  iiar  noch  einige  Betrachtungen  fibef  da* 
Dreieck  i|nstellen,  dessen  Ecken  die  MUtelpiinkfe  der  drei  Süsseren 
Berabmngsk^eise  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Winkel  dieses  Dreiecks,  so  wie  sie  den 
Winkeln  B,  C  gegenüberstehen,  durch  A',  B',  6';  so  ist 
offenbar : 

r 

Ist  J'  der  InliaU  de«  in  Hede  stehendeo  Dreieelw»  so  ist 

offenbar 

also  nach  $.  %  1)  und  §.     11):  ' 

Isin  Jsin  IJ  cos  lHcos  i  C  1 
•I-  sin  Bcos  MsiniiTcos  4c| , 
-\-siüCco8\AcosfBsiülC*  ^ 
und  folglieh:  ^ 
'  J'^A^  SR^siü  iA^  4-  sioia*  -f  ein  4C'^)  cos  iA  cos  kB  cos  ;C, 
fiaber  nach  RelVIlI.: 

■ 

A'  =z  ^  -^SR\l'-2naiA^aiBMü^C)cQ»iAimhB^9UiC 
=s      BA^ces  Mcos  IBefmkC- 2l2*siB  AbIü  JB[ain  C, 
wroraas  nach  {.  3.  5)  sogleich' 

29)  <^'=;8i2>oo8  4ilcosi^cos4C 

felgt 

Also  ist  nach  {.3.  5); 

\  A^  _    sin^ainigsin  C  ♦ 

^  ieos     cos  4iS(  cos4C' 

woraus  sich  sogleich 
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J 

♦ 

1 

des  eäemn  Dreieckt  90u  einanäer,  987 

r 

30}   .  rsStiDMsinlBsmiCV 

folgKch  nach  {.  3.  7) 

31)  1^=^^  2Äif«r^' 

ergiebt.  ^  ' 

Bezeichnet  R'  den  Ualbniesser  des  um  das  Dreieck  4'  be* 
schriebeaen  Kreises,  so  ist  nach  §.  3.  5) : 

«  »• 

al«o  nach  28): 

s2iK'>6ioK^+  a)6iD|(S-|-C)aiD4(C-f  i4)» 

■ 

ioigiich : 

J'  =  2Ä'«cos4i4cosi^cos4C,  »  - 

woraos  aicB,  wenn  man  dies  mit  20)  vergleicbt,  die  Gleichung 

32)  ...  :  B'^tH 

» 

ergidbt. 

Wird  der  Halbmesser  des  in  das  Dreieck  ^'  beschriebenen 
Kreises  durch  r'  bezeichnet,  so  ist  nach  ^.  3.  7):  , 

ff = AR'm  U'sin  iB'sio  lO, 
ahio  nach  32)  und  28): 

33;  .  .  r'  =  8ii6iai(^  +  ^)sini(^+ C)8»ni(C+^)» 
oder:  , 

34).  .  r'  =  8Äsin(45«  — M)siD(45o~iÄ)8in(45«— iO 

■ 

nod  daher  nach  UeLX.: 

3ä)  .  .  .  .  r'=:=2/i(si«iJ'|^8iniiB  +  siniC-l). 

Auch  die  bekannten  Relationen  tirisehen  den  Halbmessern 
r»  nii  r»,  r«  der  die  Seiten  des  Dreiecke  ,J  berflbrenden'  Kreise 
lassen  sieh  mittelst  der  obigen  Formeln  ungemein  lelebt  beweisen. 

Aus  J.  3.  11)  erhält  man  nämlich  aut  der  Stelle: 

t 

I  r;-f-ns4l2süiK^-|*^)cosiC^4Jico8iC>, 
36)  f  r«  =     ami^Bi  C)  cos  M = cos  4^1*» 

(  f«-|'r«=4jBsln|(C-t-i^)ce8i£r=4J2cos|B«; 
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3d6  i^ruuet  L-  t  eöer  die  EntfemuHuen  der  merk»ür^gen  l'unßu 

«od  aus  §.  3.  7)„  II)  ergiebt  sich:        '  , 

iTa-TssAR^fwiiB-^C)  min  \A^AR  sId  lA^, 

also,  wenD  mau  tlietfe  Glelcbungeii ;  je  zwei^  durch  Addition  ver- 
bindet: 

.38)   .  r«-f  rft-f  fe— r=s4IS. 

Durch  Multipltcatlou  erb&lt  wan  aus     3*  7)*  11)  sogleich: 
30)  .  .  .     .  rr«rires:4iZ*«iDil*«iiii?*fliiiC*, 

also  nach  ^.     5):  - 

^)  -  w*r©Ä 

wie  längst  bekannt  ist. 

f  5. 

Unserem  eisjentlichen  Zwecke  jetzt  näher  tretend,  ivollen  wir 
zunächst  die  Entfernung  D  des  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkts der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  gefällten  Senk- 
rerhfen  vnn  drm  Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck  beacbriebeoeD 
Jireises  bestimmen.  r  ' 

Naeh  J.  3.  1),  2)  iat: 

/>>  =      (2co8  J  «iii  ^— «in  Cf  -f  i^cMAoBsB^ew  Cf  {. 

Nun  Ist  aber  offenbar: 

(Seosileio  ^'^ainC)>-f(2coeilcoa^— eMC)s 
*  ssl-f  ieotilteos^— coa(B— €)l 

=  1  ~  4cos  .4 { cos +  C)  +  cos.(J? ~  O) 

■ 

also: 

1)  f)Ss(1-8coailcoe^coaC)^, 

welcher  Ausdruck  ganz  symmetrisch  gerornit  ist. 

Nicht  immer  ist  es  so  leicbt  wie  hier,  die  gesnebten  Aus- 
diOeke  in  syrnnetriscber  Form  zu  erhalten.   Dann  Itann  man  «leb  ' 
eines  dem  fi^geodea  ähnlkhen  Veilnbreiii  bediene^,  welebes  frd- 
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dtt  ebMtien  DreUcks  pm  einander.  ^ 

Hell  im  rMo^mdm  Fyie  bei  Weitem  nicht  so  leicbt  mm 
Mit,  als  der  ▼orbergehenM  Wef. 

Nimmt  man  nach  und  nach,  för  A,  B,  C  als  Anfangspunkte, 
die  Seiten  AB,  BC,  CA  ab  die  positiven  Theile  der  Abscieeen- 
axen  an;       ist  ganz  eben  so  wie  vorher  nach  {.     1),  '1): 

^  =  (2cofiilsi»  ^—810  Cf  \  Cicosilcos  -  cos  C)^ 
^  =  (2  cos  J!f  siii      ain  il)*  -|-  (ScosBeos  C^cas  J)*, 

.     ^=:.(2o0a  CwkA — aie  iff)»  4-  (2coaCcoa]^  — toa  i^)'; 

also,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt^  und  die  Gleichiiagan 
dann  so  eiaaader  a4dirt»  wie  man  aogleich  flberaiebt: 

3  j^»  d-f  4(cim^^aaaii««|-coa  C») 

— 4((caa^ain  Jffaia  C-f  ain  J  coa  Bain  C  4-  «in  ilain  A  eoa  C) 
^  — 12eaailcoaBcoaC, 

und  folglich  nach  Rai  \^  VL>  VIL: 

3^ = 3  <!- 4(1 — dcoa   eoaB  coa  C) 
— 4(1  H- coa  Jcoaüeaa  C) 
— 12co8  Jcoal?eoaC 

=  3  —  24C0S  il  cos     €08  C\ 

abo:  ■  ' 

i)>  ==  ( 1  ^  8  008  J  coa   ooa  C)  A** 

,ganz  wie  vorher. 

Mach  §.  4.  3),  4)  ist:  * 

i^f  6*'fc*8B8(l4-eoaJeoa£foaC)IP,  - 
aiao:  '  .  * 

2)  .  .V  a«+4»  +  u«+i>»=5yi2«, 

od«r: 

3)  o»  +  Ä»  +  o>=f9i2«— 

■ 

5.  6. 

BaickfcnaB  wk  4ia  fiotConiM^;  daa  gamainachaftiichaa  Darob« 


• 
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schotttspunkt^  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecketi  ^^etiilltf^n  , 
Senkrechten  von  dem  Mittelpunkte  des  in  das  Dreieck  beschrie- 
benen Kreises  durch  D' ;  so  ist  nach  ^.  3.  1) ,  8),^  wenn  man  für 
A,  Bt  C       Anfangspunkte  nach  und  nach  die  Seiten  AB,  BC'  ' 
C4  aIs  die  positiven  Tbeile  der  Abspistfenaxen  aiuiiioi^t: 

4 '       ^    ^'^^^  AbIüB  —  2  cos  i  A  siii  4  B  sin  ^  C)* 
,  -^(cos^cosir— 28in|il«lDiB«iDiC)^,  - 


+  (cos  C'cos-rl — 2sin iCsio lAsmiB)^; 


also,  wenn  man  qo«drirt  and  di#  QleidiaageD  dno  n  ehMnder 
•ddirts 

•  3  D'»  -  * 

j»-|j§=   coeiJ^+ooe^+cosC*  » 

4(emi^  Bio  t  C*  -f  sin  4C*8iD  iiP  -l-  «in  iAßmn 
-^AewAeinB.coBlABlnlBBinlC 

—  4cos  B  sin  C.  sin  {A  cos  f^^sin  If? 

—  4eos  C  sin  ^ .  sin  l^A  sni^B  co»  ^  C 
— 4  eos  C08  B .  ttin  4^  sin  ^  j^si  n  4  C 
^^4co8lf  cos  C.einiilsiD  tBsin  4C 
»4cos  Ccoe  il .  sin  4il  siD  4l^ein  IC 

folglich  nach  einer,  ailgemeiD  bekannten  H^lation  und  iiacb  ReU 
II.,  III.:  .  , 

3  zy« 

"      4*'gl=      C08/l*+C0sß*  +  C08C* 

+  (1 —COS  BKl  -  cos  Q 
•f  (l—eoaCXl— cosil) 
+  (l— eosil)(l — cos^ 
— cos  ilsln  B  (—  sin  ^  +  sin  B  Hrnin  Q 

—  COS     sin  CYsin  ^  —  sinB+sinC) 

—  cosCsin  AisniiA-i-amB  —  sin  C) 
^eo9  Aco8B(co8A-\-  cos  B-^cosC — I) 

cos  Beim  QfiOB  A  -|-  cos/l-l-cos  C-^  1) 
^9onC€MA(eiMA-f99iiB^wnC^l), 
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äes  ebenen  Dreiecks  vm  ekuutäer.  34i 

worauf  mao,  mit  Rficksicbt  auf  die  GleicbungeD 

C06 {A+Byz=   coe  C»  cos (B-i^  C)^— cos cos  (C-k-A)  =5  — cosi? , 

leiclif  erhftit: 

j'-jgä  ^3+ co«il*+cOsÄ*  +  cosC*  , 
^  3(cos  A  4-  cos  B  -f*  cos  C) 

—  (cos  -^  sin  B  sin  C  +  sin  A  cos  sio  C+sin  A  am  B  cos  C) 
^  3(co8  ^  cos  B  4  cos  ^  cos  C  -l-  co^b  Ccos  i4)  ]  . 

— 3 cos  ^  cos  ^008  C, 

also  nach  Rel.  V„  VL,  JVIL  offenbar: . 
^ . =r  1  —  2co8  il  cos  Ir  cos  C 

r—  (cos  ^  +  cos  B-i-C08  C) 

I  • 

I 

+  (cos  i4  cos  Ä -|- cos  Äcos  C -f- cos  Ccos 

Es  ist  aber 

2(cos  A  cos  B  -f  cos  B  cos  C  -|-  cos  C^cos  4) 
^  (cde  J  4  cos  B  H-  cos  C)*— (cos  il*-f  cos  JB>  -|-  cos  C*), 
also  nacb  Rel.  III.»  V. : 

» 

cos  ilcos  B -f  cos  B  cos  C -f  cos  Ccos 
=    4  sm^il  sio  i^sin  ;C4-  Sstn  U^sin  iiS^sin  46^. 

I 

+  cos  ^  cos  J5  cos  C, 
und  folglich,  weno  man  angleich  wieder  Rel.111.  anwendet: 
1 

I .      =s  Mo  iil*8ln  l^sin  4€*— OOS  il  cos  BewC 

oder: 

1)   i>'2=:4(t$sin;^^sia;i^sio;C''  — cos^cos£fcos6')/2^. 
Nach  §.3.  7)  ist  also: 
.2)  />'s=5  2(r2-^2ßScosileosBcosC)» 


io  Irlich 


2i>'>  =:  4?«— 8l2<ccs  JcosBcos  C; 
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und  weil  oan  oaoh  dem  mbergdimideD  Paragraphen 

is^  8ö  bat  man  die  Ralation: 

3)  .  ,  .  ö»— 2I^'a  =  l«»— 4r»  =  (Ä— 2r)(Ä+2r) 
oder:  ,  * 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Durch 
Schnittspunkts  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  geföllteu 
Perpendikel  von  dem  Schwerpunkte  durch        so  ist  nach  §.3« 

1),  o): 

♦ 

oder,  wie  man  leleht  indet»  sogleieh  mit  gebOriger  Vertaaecbung 
der  Bttchetaben: 

^       s=  (etnB  -  2n(M  Cain  il)« -f  (eo8  IT -2oea  Cc(»ail)*; 

I 

also,  wenn  man  die  Quadrate  entwickelt  and  'die  Olelcbungen 
dann  la  eindnder  «ddkti 

^\  ^  =x3 -1- 4(eeeil<-f  eo«^40MC>) 

^  — 4(co8  A  ein    sinC-feui  iico«  ^aio  C-f  sia^  aiwÜ  coeC) 

— ISeee^eeeBcoeC 
and  folglich  nach  ReL  V.,  VI.,  VIL: 
27  Df^ 

■   j*-]js-s=s3-f  4(l->2eoeilcoe^co«C) 
— 4(  1 4- cos  il  cos  J^coa  C) 
— 12  coe  d  cos  A  coe  C* 
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äes  eöenw  Dreiecks  tm  etmm§it,  M 

I 

ivorau»  8t€h  sogleich:  '  ^* 

1)  /»«««{(I— «eoe^eoe£«oe6)l^  . 

ergiebt. 

Alee  iet  uach    5L  I) ;  > 

2)  .....  /)"  =  !/>,   /):/)"  =  3:t2. 
wdebet.elQ  lüQget  ^bekennter  Sati  ist. 


*  * 


Weno  wir  die  Entferoiing  des  Mittelpunkts  des  um  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  von  dem  Alittelpunkte  des  in  da«  Dreieck 
beschriebenen  Kreises,  durch  1)  bezeichnen;  «o  haben  wir  nach 
$■3.  2),  8),  wenn  wir  sogleich  in  der  aus  den  dortigen  Formeln 
-  sich  ergebenden  Gteiobmig  d&s  Boebstabea  fehürig  vertanseheik» 
,  die  felgenden  Gleichnngntt: 

^»  (sioC-4eos2^siBU2sinU^)<^(€nsC*4aiQ4iisin;i}sin;C)«, 

^  —  (sin      4sin  \A  cos  4ß  sin  ;  C)*+(co8  -4— 4sini^  sin  i  B  sin  \  C)\ 

^  ^  (sin  ir-4sln  iüsin  iaees4C)H(co8  B--4slnlil  sin>asin40*; 

also,  wenn  wir  die  Quadrate  entwickeln  und  die  Gieicbungen 
•  .dann  sn  einander  adfliren: 

^  ■ 

^  '         3  j^=:3— 8slnCeos|^8in408in>C 
'  — Ssin.^sin^'^cos^^sUi^C 

— Sein  BsinlJ  sin  ;l7cosiC 

— 8co8  Csin  2^  sin  i^sin  «C 

— 8cot£«in  Usln  iSninlC 

+  168iniJ5f28in»C* 
^jtösiniC^sini^ 

4l6sinU*»iiiii^. 
MgUeb  nach  einer  sehr  bekamiteii  Relatbn  nnd  nach  Ret  iL»  Hl.; 
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3  ^  s  3—  Sfltn  et— sin  A-I^BmB-^  sio  C) 
— 2  sin  il(8m    — sinü -I- sin  C) 

—  26tnB{&inA-j-sinB — siiiC) 

2co8  C(cosil  +  €obB    cos  1) 

— 2co8  J(cos  il  +  CO«  B  +  cos  C —  1)  ^ 

— 2  cos  B{co»  A  -i-  cos  B    cos  C — ^,1) 

4- 4(l--cos       — cos  C) 

•|-4(l*C0Sii)(l— cosF),  ' 

und  daher,  w'ie  man  mittelst  leichter  Rechnung  tindet: 

3     =  15  -  2(siD>i>  ^  ainB*  +  sio  C^) 
—  2(co8  J  -f  cos  ^  ^  cos  O« 
6(cosil  -f  cos£-|-  cosC) 

-|- 4(cos /I  cos  ^  H- cos  ^  c US  6^ -l- cos  Ccos  J)  j 

also,  weil 

2(gos   cos  ^  -f  cos  B  cos  C  -f  cos  Ccos  A)        ^  \  * 
1  :st(cosil-fcoB^^co6C)>-(c;ps^2-hcssB«-|-coaC*) 

ist: 

1)  .  .  .  .  D«={3— 2(cosJ  +  co8i?  +  co8C>|/i^ 
n&d  folglich  nach  Rel.111.: 

2)  ....  .  D«  =  (l~8siiiiil8iDi^sioiC)Ä«. 

Also  ist  nach  {.  3.  7) : 

3)  D»=Ä(Ä— 2r), 

wie  längst  bekannt  ist  . 

Eine  gans  Shnlidie  BehamUnng  gestuttsii  dis  ftnsssreo  Be- 
rfihrangskreise. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  um  da«, 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  dem  Mittelpunkte  des  über 
der  Seite  a  liegenden  äusseren  Berühruugskreises  durch  D«;  so 
ist  nach        2).  12),  14),  13): 
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des  eöemu  DreUclu  von  eimmkr.  ^45 

■ 

■  • 

also  a«f  iiialieb«  Art  wU  votier: 

,  -|-  8  cos  yl  sin  2  A  cos  Iß  cos  C 

-|>16eo8ili>co«iC* 
16eos4Cnin  iii» 

^  +168inU*cosiÄ«, 

folglich  nmk  einer  Miir  hektapto«  Balatimi  vmA  aaeh  fial.l.» 
Ii,  IV. : 

3  ^  s  3->2aiB  aaia^+ain^ -hm  C) 

+  2  sin  jß(6in  ^ — sin  ß  +  sin  C) 
— 2cosC(l  —  cos  ^  4- cos    +  cos  C) 
•f  2  cos /!( l -~  CO«    -f  cos  B -f  OOS  0 
^2coaB(l--eo8J-fcoaB-fe<MC)      ,  . 
-f4(l-|-coaJI)(l-|-oo8C) 
+4(l-f  co0C)(l— eositf)  \ 
,  +4(1  — cos  J)(l  +  cos/?) 

und  daher,  wie  man  mittelst  leichter  Reehanag  lind«ts 

3^s  16^2(«inii>+aia^+efai  €>> 

— .2(— cos-4-f  ces-ß+cos  t'j^ 

«|*6(— coail<f  ceaB+cos  O 

I  4*4(-— coa^cosi^-fcoa/^cosC'-cpsCcotf 

also»  weil 

TliflU  XXXVI.  » 
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t 

2(—  C90  Äao^B\  €0«  Bern  C—  co«  Ccos  A) 

ist: 

und  fblglM  Dach  ReL  IV.: 

5)  D«*=(i  ^  bsiD;Jco8iirco8;C)^''. 

Also  ist  nach  §.3.  11): 

Q  Xii^^Biß-^^t^ 

(JeberliMipt  hat  maa  also  jetst  dia  folgeodea  marfcwfirdigen 
Fomebi: 

/  D«  =(l-.88iii>Jaiii|i?8ia*C)i2«, 
D«^ = (1  -f  8«ia  \A  eoaifi  coalOÜ^» 
W  =  (l  -I-  8co8  i^8in  ;BcosiC)/2«, 
D««s(l  •i*8€aaUeoal^«iB4C)ii> 

uod: 

D.«  =  12(12  + 2r.), 
D*>=:fi(124'2n), 

Alao  tat!: 

D* + +  0»«  +  tt.«  «  Ä 1 4Ä  +  a(r. + n + n  «  r)  \ , 
folglieh  nach  $.4  36D: 

,9)  DS-|-D.«  +  D*>-fUe'=sril2>. 

■ 

8.9 

Bezeichaeii  irir  die  Entfernnog  daa  Mittelpunkta  daa  am  daa. 
Diaieok  beschriebenen  Kreiaaa  von  dam  Sehvrarpookte  durch '1^; 
ao  iat  nach  {.  3.  2)  and  3)s 
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9 .      =  (2 006 ^ sio  C—  (i »io    sin  C — 3 cos  A)^, 

9 .  ^  =:  (2cos  Ceo*  A — sin  fi)*  -|-  (Md  Csin  -  3eo0^)>; 
alflo,  wie  maa  «QgMieb  flbmielitt 

27 .  ^  :=:27  -  4(äfo     4  «in^ + «In  C«) 

und  foigiicb  nach  Rel.  Vll. : 

aUo  nach  Kei.  Vt: 

Uieroaeh  uod  naob  $.  &  1)  und     7*  1)  ist : 

ly^/t^s;  1 :  i  :^  =»9:4: 1 . 


also 


i):£r:iÖ  =  3;2;l. 


Die  Entfernung  des  Mitteljtmikis  des  in  das  Dreieck  bescbrie- 
.  benen  Kreises  von  dem  Schwerpunkte  wollen  wir  durch  E  be- 
seteboeo;  so  ist  nach  {.3.  3>.  8):        ,  ' 


9 

4^ 


9  £a 


i  (cos  A  sin  £-|-stn  C)— 6  cos  ^A  sin  4^  sin  ;  C }  ^ 

} (cos Ä si n  C-f- sin^)— Osini-^cosiÄsinJCl* 
<!- t«in  Asin  C-*6sin  iilsioiBsli  *C1«, 

-f  ( sin  Csin  J  -~  6 sin     sin  4^sin  ;C|*| 


folgliek,  wenn  man  quadrlrt  nad  addirt,  aweb  etaigea  aalir  be- 
kaaaten  Ralationea  und  aach  Rel.  It.,  fll., 
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8in^*+ 8iDJ?•+»iIlC*^ 

—  (cos  ^4  sin  ß     sinC)( — «io  i^  +  sin^+sio  C) 

—  (cos  Brno  C-f  sioilXsitt'^  -«in  ^  +  «in  O 
(gos  Cmn  J  -|-  sin  0)(sifl    -|-  sin  B — sin  0) 

—  sin  A  sin  Ä(cos  A  -|-  cos    +  C06  C —  l)  • 
-»610  Bsin  C^cos   -|-  cos  B   cos  C —  1) 
—sin  Csin  ^(eos  A  +  cos  B  •{■  cos  C  —  1) 
+  3(1  —  cosi?Xl  —  cos  6). 

-|-3(]— C0SC)(1-C08^) 

+  a(l— cos       — cos//j,  • 
woran«  sieb»  wenn  man  bemerkt,  dass  das  Aggregat 
—cos  A  sio    —  cos  B  Ein     — cos  Csin 
— siu  ^  siu    cos^ — sin  B  sio  C cos  C  —  sin  Csin  A  cos  A 
-I*  sin  4  sin  B  «f-  sin  B  sin  C-f  sin  Csio  A 
=  —  sin  Ci4 + -ß)  sin    — sio  (B  +  C)  sin  C— sin  (C+  il)  sio  ^ 

-h  sin  ^  sin  B  +  sin  Bsin  C-|-  sb  Csinil 
s  — sioBsin  C— sin  Csin^— sin^isinB 
4-sio^siu^+ siii  Üsin  C+sin  Csrn^  . 
Ist,  also  ▼orscbwtndet»  lel<M>t  die  Gleicbnog: 

2  •  ^  =  — 2(eosi4sinl^sin  C+  sin  AemiBmnO'^  sin  ilsinBcos C) 

'  +3(1  — cosß)(l— cosC) 
+  3(1  — cos  OKI  -  cos  ^) 

+  3(1  —  cos  ilXl— «08 

oder  nach  Rcl.  VII.  die  Gleichung: 

JE* 

j.|^=    3(1— cos ^Xl- cos Cj 
+  3(1— cosCXI— cofiii) 

'   ;  +3(1  — COS^X^— C08Ü) 

—  (sinil>+ sin  B*+ sin 

ergltbl.  l>as  Aggregat  der  drei  ersten  Theile  auf  der  rechten 
Seite  des  UleichheiUzeichcJis  ist  aber: 
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=  9 — ö(cos  ^  +  cos    -J- cos  C) 
also: 

^ .  ^  =:  18— 12(co8il -l- cos  A -t- eos  C) 

+  a(cos  2l  +  cos    +  cos 

•     ~3(C08J2+C0SB2  +  C0SC*) 

— 2(8in^a  +  siD +  ein  C'^) 
s  12^]a(cM^ -feosi} cos  C) 
'  -fSCcos^-l-cosi^-l-cdHiC)* 
^  (oM  il*  <f  cok    -f  cos  O . 

also  offenbar:  "        '  * 


2  ii» 


3l  2  —  (cos  A  I  cos  /i  ^-  cos  C)\ 


t 


—  (CO»  ^2  +  cos  -ß»  +  COS  C?) , 

iiiifl  fotgfiüli  nach  ReLffl.«  VJ:- 

•    .  D 

.  I .  ^  =  3(1  — 4ain  til  sin  ■  £sini  C)* — (1  ->S  CM  i<  eo«  0  «M  C}- 
Maeb  {.  a  7)  kt  also: 

^  •  ^  -  3  (1  -  ^)» (1  — 2co«^  oosBcos  C) , 

'  wo '  OMA  das  Prodoet  oos  ii  cos  B  eos  C  dtneb  rarseliMaiitf  M«M 
ans  dem  "Obigen  efsetaeD  kann. 

£s  ist  '  y 

»£•=:  6(Ä— r)»— 2(1 -acosiicosiTcos  C)Ä« 

und  nach  2): 

D'*=  2r«— 4Ä«coSi4 cosBcos  C, 

also,  wenn  man  addirt; 

+       =  ü(ii  -  r)«    2(i2* — r«) 

oder 

2)  9£*  +      =  4(iK  —  r)(ß  -  2r). 


■ 
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850  Gruner t:  Mir  ^  S^fkrmmßm  itor  wmimtnUfen  hmkie 

♦ 

Aehnllche  Relatioiieii  vrflrdM  «kli  bodi  i^lm  fiodM  Immi, 
WM  ich  aber  jetat  nicht  weiter  anaftthreo  wllL 

Schliesslich  ivird  es  nicht  anzweckmässig^  sein,  die  merkwür» 
dige  Formel  1)  durch  eio  Paar  Beispiele  za  ?erificireo. 

Betrachten  wir  ein  gldchaeltigee  Drelechj  ao  iat 

alao 

eoa  J  SS  coa A  SS  eoe Cs:  aindO<» » 
und  X 

ein iii  ^  ein iiB  =3  aln^C  s  ainaOi»  =  4 ; 
alao  nach  1): 

=  3(1  -  i)  =  1-2=0, 

folglich  £sO,  wie  ea  aein 


Betrachten  wir  ferner  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABC, 
in  weichem  die  gleichen  Sci^eiikel  AC  und  RC  doppelt  so  gros* 
äind  als  die  iirandlinie  AB^  und  aetzen  also 

ao  iat  2coa/l:=2coa^  =  49  eine:  ^ 

cea  if  =  coa  ff  s  I  n 

ainil  =  ain^=lVlflL 


Ferner  tkU 


2sia  4-^'  =  I  —  cos  A  = 
3  coa  i  il> = 1 -1- cea  il  s;  I ; 


ain  M  s  ein  4B  =:  » 

V5 

cos  4^  =  sin  4Ä  =  j;^. 

Hieraus  ergiebt  sieh  weitet: 

ala4Cascoailsi> 
co84C=sini4=lVl5 
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15         7  ' 
co8C  =  2cosiC* — 1=  -g  —  ^  = 

I 

Folglich  ist  unch  1): 

,  /5V   87    TS    S7  9 


Beseicbnen  wir  die  Hube  aosera  Draieoka  dnrch     so  ist 

also  '  Vl5  die  Eotfernoog  des  Schwerpunkts  vod  der  Groodlioie. 
Oer  Halbmesser  r  des  in  das  Dreieck  bescbrlebeoen  Kreises  ist 

FelgUcb  ist 

fiodUeh  Ist  bfeobar 

l^äetm\css\M^U,   also  Äs-^j^, 
ond  folglicb 

9  £2_9   1    15  9 
gaiu  wie  eben  aus  der  Fonael  1)  gefttadeo  worden  ist 


s. 

A  D  b  a  D  g. 

Relationen  awiseheo  den  drei  Winkeln  des  ebenen 

Dreiecks. 

1- 

sin^ sini? -I- sin  C = 4cos;/lcoe  4iS  cos  äC. 
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Weil  Dämlich 

sio  Cs^8iD(il -f  17)  SS  sinileMil -I- CMilMD^ 

ist,  86  ist: 

=  siD^(l  -f  cos B)  -f  sio  ^(1  -f  cos  A) , 

woraus  durch  bekuinte  Zerlegungen,  mit  RQcksicbt  aof  (Ke  Glel- 
cbnng 

cos  4C=  sio  \{A  4-  ^)  =  sin \A  cos     -|-  cos  lA  sin  iB , 

sogleich  die  zu  heueisende  Relation  folgt. 

II. 

sin  il  ^  sin  ^ sin  C = 4siii  M  cos  ^  ^  sin  i  C, 
sin  il  4*  sio  S  ^  sin  C = 4sin  iA  sin  4  B  cos  4  C. 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  erhält  man  sogleich: 

-^sinil^-sin^+sinC 

—  — 8iii/l(]  — cosB)  -f-8ini?(l  -f  cos^y» 

woraus  durch  helcaonte  Zerlegungen»  mit  Rficksicbt  auf  die  Glei- 
chung ' 

sio 4C  =  cos  i{A-^ß)=:  cos  4^  cos     —  sin  4^ sin  iB,  * 

die  erste  der  drei  zu 'beweisenden  Relationen  leicht  folgt,  ans 
welcher  dann  die  beiden  anderen  sich  sogleich  durch  blosse  Ver- 
tauacbnng  der  t^ucfastaben  ergeben. 

COSil  -f*  cos  ^  +  cos  C  =  l-f  4810^-^510  4/^810  4^ 

Weil  nSmIich  . 

cosi4-|-cosi5  =  2cos4(-4-|--B)cos4(^— . 

und 

cos  Css  -cos    +  i^) « 1  -  2co8      +  Ä)« 

ist,  so  ist 
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cos     -|- cos  ß cos  C 

1 4  detsiM + iO  ( OOS  Kit iB) CMi(il-|-i7} ) 

s=  1 -f  4coe  U  J -h sin  U  sio  iß » 
wonuis  wegen 

cosU44-^)=sioiC 
die  so  beweisende  Relation  folgi 

IV. 

— cos^  -f  cosß  -i-cosCB4sin4ilcos4ßcos;C-^l> 
cos  A — cos  ß  H-  cos  C  s  4cos  \A  sin  S  ßcos  i  C  —  1 , 
cos  A  +  cos       cos  C  SB  4cos  lA  cos  iJffsin  4C —  1. 

W  eil  uämlicb 

*-cos  it -h  cosB  SS  SsiiiU^ -I*  Asin     — i') 

und  '  ' 

cos  C=s — cos(^+ ^  ?s  2sioKit  +  1 

ist«  so  ist 

— cos  ilH- OOS  i9-|^cosC 
^  2sln  l(A  +  iT)  I  si  0      — + sin      -f  i?) ) — 1 

SS  4aio  1{A  +     sin cü6      -  J , 
worsos  wegen 

die  erste  der  so  bewdsenden  Relationen  folgt,  aas  welcher  die 
beiden  anderen  sich  durch  blosse  Vertaoschnng  der  Bncbstaben 
ergeben« 

V.      .  •/  ■ 

cos  il* -f  cos       -f  cos  C  s  1     2  cos  il cos  0COS  C 

Weil  Dämlich  . 

cos  C= cos  (il  +     =s — (cos  il'eos  ^ sin  il  sin  ^ 
ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 
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woraiM  «ieb,  weil 

ist,  uomitMliar  die  ni  b»»«iMfte  Reisli—  «rgldbt. 

VI. 

•in  J«-^«iB^-f  sin  C*  =3(1  -f-  coSiloMiTcoi  C). 
Folgt  munittelbaf  aus  V. 

=  sin  A-^  \  8i»i3»  +  sin  C«. 

Efgiebt  sieh  auf  der  Stellet  wenn  man  die  Grösse  anf  dar 
liaken  Seite  dea  Gieiekfaeitsaeiclievs  anl  folgende  Art  sdirellit: 

sin  ^Csin  ^  cos  C  -f  cos  ^  sin  C) 

•f  ainiKsin.Ceoa  J  -l-eos  Caia  . 

-f-  sio  C(6iD   cos  ^  -|-  cos  J  sio  ^ 

ssal»4<dn(B-|-e)-f  sinSsInCC-f  il)-|-slnCsfnU^  iB)* 

Natürlich  icaoo  man  für  die  Grüs.se  aul  der  rechteo  Seite  des 
Glelchbeitsaeicbens  aacb  den  Aosdmck  VI.  setzen« 

VIll. 

sin \  sin  ^ ^  +  sio  i C«  s=  1  —Mo Silain 

Das  Aggregat  anf  der  iinlm  Seite  dee  QlelcbbeitaseicbeDa 
Ist  nämlich: 

i(l  -  cos  il)  4- s(l — CM  J5) -f  i(l  —  cos  C) 

oder 

*  4-ri(eeail-|'eeaB  J-ceaC), 

woraus  nach  IlL  die  zu  beweisende  Relatloii  auf  ^et  Stolle  fo%t 
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Folgt  nainittellNur  w  VIIL 

X.  • 
4siii  (460  —  iyj)  sin  (45«  —  i^)  sin  (450  ^  I Q 
s  sin  ^il  4- nn  iB+ «in  iC^L 

^£s  ist  nämlich 

4«iii(49o^l4)aln(4S»^|B)«ln(4S*-lC) 

=  V  2 .  (cas  i  4 — sin  4  J)(cos     — sin  4Ä)(coB  i  C— sin  i  C) 

aber 

|C=46o^|(J+Ä),  . 

vod  folgKch 

1 

,  «toiC  =  ^ico84(^  +  ^)-^sin4(^+.i?)U  , 
also :  ^ 

dfllür  midi  den  OMgea: 

2  sin  j[45o  -  4J)  »to  (4So^  4^«in  (4ß^— 4  C) 

'  .  ={co8U^— Ä)— sin^(J+^|8iü^(^-|-i8) 

=  sin  U^4.i?)  co8i(il  -  iB)  -ainK^^  +  ü)«, 

4«iti(4ttO-- |il)0iii  (4ir»- |B)flio(^-*  |€) 

'  ssainU-f-ain^ü-l-ainiC-l, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 
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Einige  merkwürdige  Ausdrucke  für  die  dreiseitige 

Pyramide. 

Von 

dem  Her'aiisgeber. 


Für  die  Hauptelemeote  . der  dreiseitigen  Pyramide,  nämlich 
fSr  den  Inhalt,  den  Ilaibmee^er  der  um  die  Pyramide  bescbrie* 
benen  'Kugel,  den  Halbmesser  der  in  dieselbe  beschriebeneD  Ke* 
gel,  o.  8.  w.,  lassen  sich  merkwürdige  Ausdrücke  entwickeln^  weDli 
nao  als  gegebene  Stücke  zu  Grunde  iegt:  den  Halhmesser  des 
um  die  Grundfläche  beschriebenen  Kreises,  die  drei  Winkel  der 
.Grundfläche,  und  die  drei  Neigungswinkel  der  Seitenflächen  ge- 
gen die  Grundfläche,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  jede 
Seitenfläche  als  Grundfläche  angenommen  werden  kann.  Diese 
Ausdrficke  esk  entwickeln,,  ist  der.  Zw«ek  der  vorliegendeD  Ab- 
handlung. 

Bei  dieser  Untersuchung  werden  wir  uns  der  folgenden  Be- 
zeichnungen l>edienen.  Die  Pyramide  sei  ABCD,  und  AfiC  sei 
ihre  Grundfläche,  also  D  ihre  Spitze;  den  Halbmesser  des  um 
die  GruridÜäche  beschriebenen  Kreises  bezeichnen  wir  durch  R, 
und  die  den  Seiten  BC,^CA,AB  der  Grundfläche  gegenüber- 
stehender» WlfiUrl  fleiselben  seien  wie  gewöhnlich  A,  B,  C; 
endlich  bezeichnen  wir  die  anBC,  CA,  AB  liegenden  drei  Win- 
kel, welche  die  Seitenflächen  der  Pyramide  mit  der  Grundfläche 
einschliessen,  beziehuni^sweise  durch  A' ,  B',  C  Dies  sind  die 
Stücke»  weiche  wir  im  Folgenden  als  gegeben  betrachten  werden. 


1 
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Wir  legen  ein  rechtwinkliges  dreiaxiges  Coordinatensystem  der 

xyz  zu  Grunde.    Der  Punkt  A  sei  der  Anfang  der  iryz^  und  die 

Ebene  der  Grundfläche  sei  die  Ebene  (kr  xy.    Der  piisitive  Theil 

der  Axe  der  x  sei  die  von  A  nach  jS  hin  geliende  Gerade;  der 

positive  Tlieil  der  Axe  der  y  lie^je  auf  der  Seite  der  Axe  der  x, 

aut  welcher  der  Punkt  C  liegt;  und  der  positive  iheii  der  Axe 

der  z  Heerde  auf  der  vSeite  der  Ebene  der       aogeoomraeD«  auf 

welcher  der>  Punkt  U  lieg^.  '  % 
» 

DU  CoordtDafen.  dt«,  Punktes  A  in  diesem  Systeme  sind  A 
0«  0;  die  Goordinsteo  Ton  M  «iiid  2jR8iDC,  0»  0;  mid  die  Csoi> 
dinsten  von  C  sind  2ilcos  Jsini?;  2i2sinii(l8iB^»  0;  wqrilbsc 
man  die  vorhergehende  AhlMuidiang:  Ueher  die  Eatfernun- 
gen  der  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen  Drsieeks 
von  einander  nachsehen  kann,  aufweiche  wegen  Tersehiede^ 
ner  im  Felgettden  inr  Anwendung'  heimmeBder  Ansdrftcfce^  wslchA 
die  Grundfläche  der  Pyramide  "betreffen,  hier  ein  für  alle  Mal  ^ 
▼erwiesen  wird.  Alles  kommt  nun  zunicbst  darauf  an,  die  Coor« 
dinatep  der  Spitze  D  zu  finden,  welche  wir  dnrch  Z  be- 

zeichnen wollen. 

Die  Gleichung  der  durch  Aß  gehenden  Seitenfläche  der  Py- 
ramide  ist  offenbar: 

xsytaagC 

Oders 

1)  ^sinC-^2cosC=0. 

Nehmen  wir  ^  als  den  Anihag  nnd  BC  als*  den  positiven 
!Cheil  der'  Axe  der  «|  eines  rechtwinkligen  Goordinatensystems 
d^r  s^iXi  an«  in  welchem  die  positiven  Thdile  der  Azen  der  ' 
und  »i  auf  gans  JChollche  Art  wie  vorher  angenommen  werden;  so 
ist  nadb  1)  in  diesem  Systeme  d|e  Gleichung  der  Ebene  der  durch 
BC  gehenden  'SeltenflSche: 

Nach  den  allgemeinen  Fomelu  der  Lehre  von  der  Verwandlung 

der  Coordinaten*)  ist  aber: 

  X 


*)  M.  8.  meine  Elemente  dei.analjrtiftcbea  Geometrie.  T'^Ut* 
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j:  =  c  +     cas  (180«  —     — sin  {\m—B), 

also : 

dr— €  s        C06  ff yi  sin  B , 

woraus  sogleieh 

y t  =  —  (ar  —  c)  sin  B—^y  cos  ß 

folgt,  so  dass  also  die  Gleichung  der  durch  BC  gehenden  Seiten- 
lUtehe  im  Systeme  der  jryx  oaeh  dem  Vorhergeheuden  die  fol- 
gende ist: 

2)   orsio^sio^' •fycos^sin^'-f  zcoSii'scsiQi^siDir» 
wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  zu  setzen  ist. 

Endlich  nehme  man  A  als  den  Anfang  und  AC  als  ilen  po- 
sitiven Theil  der  Aze  der  eines  rechtwfpkligeo  Goordinaten- 
eyetems  der  an,  in  «reichem  wiederum  die  poeitiFen  Thelle 

der  Axen  der  ^  und  auf  ganz  ähnliche  Art,  wie  vorher 
Immer»  angenommen  werden;  so  Ist  nach  I)  in  diesem  Systeme 
die  Gleichung  der  Ehene  der  durch  AC  gebenden  Seiteofliehe: 

■ 

y^sinff'— X9C0S  B'  =0. 

Nach  den  allgemeinen  Formeln  der  analytischen  Geometr|e  in  der 
Ijehre.von  der  Verwandlung  der  Cordlnaten  ist  aber: 

ar=:r«cos/l — ( — p^BlnA^x^coaA  -f  ^gsinil^ 

also: 

^ssorsioil — ffCOBA; 

folglich,  wenn  man  zugleich  Z2=zi  setzt  im  Systeme  der.^r^z  die 
Gleichung  der  durch  CA  gebenden  Seitenfläche:  - 

.  3)  .  .  .  o?  sin  il  sin         cos  ^  sin  B'—z  cos  ff' =20. 

Weil  die  Spitze  D  der  Pyramide  der  gemeinschaftliche  Durch* 
schnittnpunkt  der  drei  Seitenfl&cben  ist>  so  haben  wir  cur  Bestun* 

% 

n 
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mung  ihrer  Coordinateo  X,  F,  Z  naok^  l),  2),  3)  die  drei  fol- 
gendeo  Gleicbuugeo » 

XmBwsk  äf  4-  Fcos  B%\nA*  <f  ZcoSil'  =  csio  «sin  il', 

2:  sin  il  «in  ^ — Fcos  A  sio  B'  —  Zcos«'  =  0, 

FsioC  — ZcosC  =  Ö. 

Maltipiicirt  man  diese  drei  Gleicbnngeo  nach  der  Reihe  mit^ 

« 

cos  ^  sin  ^  cos  C  +  cos  B'  sin  V , 
cos  A*  sin  C  -f  ces  «sin  il'  cos  C 
— cos  B  sio  A'  cos     -|-  cos  A  cos  sin 
nnd  addirt  sie  dann  in  einander;  so  erbSIt  man»  weil 
sin  «sin  il'(co8  A  sin  B'  cos  V  ^  cos  B  sin  C) 
.  'hsini4sio«'(cos/l'8inC cos  «sin  A^  eos  C) 

#  * 

=s  sisilcosil'siofi'sinC 

+  sin  Äsin  A'  cos  B'  siu  C 

-I- (sin  ^  cos  «-f  cos  sin  «)  sin  il' sin  «' OOS  C 

=s    sin   cos  ^' sin«' sin  C 

•I- Sil «  sin  ii' cos  A' sin  C 

-I- sin  C  sin    sin  «' cos 
ist«  wenn  der  Kfirae  wegen: 

4)  «  i^«  ^  sinilcosil'siu«'sinC 

+  sin«8inil'co8iB'8iriC 

+«io  Csin  ii'sin^'cose 

gesetzt  wild,  leicht  die  Formei: 

iVJCss  esiDilsbii'(cos«'sin  C-l-cos  ilsinfi'cosC). 

MnlüpJicirt  man  die  drei  obigen  Gleichangen  nach  der  Reihe  mil 

sin -4  sin  iß' cos  C,  •  - 

— sin  «sin  il'cos  C » 

siu  ^  cos /l' sin     -f  sin  ^  sio    cos  «' 
«od  addirt  sie  dann  sn  einander»  so  erbMt  man,  weil  >  '  ' 
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* 

-l-sin^siDil'cosJS'siDe 
'{'{mAeouB-\-^^MAAnB)wAekkß*9o%0 

=    ßiii.l  cos^'ßiDjB'sinC 
^müBBXnA'etmB'i^C 

-f  siu  öiü cob  6' 

ist«  di«  folgend«  Formel: 

f  IITFs csin^sio sin il' billig  cuäC 

Bfnltlplicirt  man  endlieb  dl«  drei  obigen  Gleichungen  nach 
Jer  Reifce  mit 

sin^sm^'siDC» 

^sinBefaiil'elttO, 

— coe  A%\siB«akA*mi  U'-^wskA  cos  j&  sio  A  %mB\ 
und  addbt  nie  wtederoi  m  einander;  ee  erbfilt  ninn,  weU 
ceeil'.elnilelnA'einC 

4  con  C(oosiicloi?rinil'«lBiy'  -f  ninilcoei}  sin  J'^ioiS') 

-|-eitt£einil'ooei?'8inC 

'+ (sin  ^  cos  iß  +  cüö -^1  si  Ii     sin    siD^' cos  C 
«3s   einJooeii'sinJi^sinO  • 

% 

s 

■i-BinBainA'coaB'BinC' 
•felD  Cnln^'nin  A'omC 
ist,  die  folgende  Formel:  , 

m^ed»4iiti^BtikkA'4AB'ü^C'. 
WeU  nun  bekanoüidi 
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ist,  SA  haben  wir  zur  ßestinnnung  der  Coordinaten  Ä,  Y,  Z  der 
SpiUe  j[}  die  folgeuden  Ausdrücke: 

5) 

NX  ps%RBmAamBm  CMoAsiu  B^ismC, 

BeMkftMtt  wir  die  B6b0  ier  PyiMiid«  diwcb  if ,  00  ist  offeo- 
bar  IT»  2»  und  folgikb:  *  , 

JSJU=z2M9iaAMifiB8mC^uA'muB'auia, 

% 

wstans  nwn  leiclit  dio  Formel: 

2 Ii  »in  A  sin  ß  »\\\  C 


7)  .  .  .  J5r= 

srhllf. 


HiuAcQiA'-^siuBcoiB'  f  siuCcot  C 


Bezeichnen  wir  den  Inhalt  der  Grundfläche  und  den  kOrper 
Iklien  Inhalt  der  Pyramide  respective  durch  A  and  P,  so  ist 

Pz^lAB, 

nod  folglicli,  wsU  beJutnotticb 

A  SS  äii'stii  A  sinBsbi  C 

istt  nacb  d)  and  7): 

8)  .  .  iVi*  =äÄ»8inv<«8inÄ«8iDC«8in^'sioiB'8iiiC 


und 

Aneh  ist: 
10).  .P= 


8in^»8inÄ*sin(?» 


sin  AcüiA'-^  sin    cot ^  +  »i n  C cot  C 


3i^(ain  J  eot     -f  sio  B  cot  i^'  -f  »in  Ccot  C) ' 


*  '       .         §.  3. 

,  Wir  Wüllen  uns  jetzt  mit  der  iJcstimmung  der  uui  die  Pyra- 
mide beschrieUeuen  Kugei  beschäftigeu»  indem  wir  die  Coordina* 
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8Ä2  €funeftt  Etia§§  ^Müm^rälgf  i/HttOHeke 

"  * 

teo  des  Mittelpunkts  dieser  Kugel  durch  il»      5  und  den  Ualbp-. 
derselben  durch  B*  beseichneo. 


Weil  der  Mittelpunkt  der  um  die  l^yraniide  beschriebenen 
Kuf^el  jederzeit  in  der  durch  den  Mittelpunlit  des  um  das  Dreieck 
AßC  beschriebenen  Kreises  auf  die  Ebene  dieses  Kreises  er- 
richteten Senkrechten  liegt;  so  ist  zuvörderst:  • 

■  1)  ^  .  .  .  .  .  .XssiiainC»  Tt^^MmiäC. 

Ferner. hat  man  zur  Uestiuimun^  von  3  offenbar  die  Gletcbung 

woraus  sogleich 

folyt;  mittelst  %^eicher  Gleichung  3  bestimmt  werden  moss. 
Mit  Rflcksicfat  auf  die  Gleiehung  ' 

♦ 

vsioi^ssin^cos  C+cos  JsinC  ,  . 
erhält  man  aus  1)  und        ö)  seht  ieicbtt 

SS  2iessin  ^ain  Cain  il'(sin  B  »inB'ew  O + aia  C«aa  J^'ain 

Eben  so  leicht  ergiebt  eich  ans  §. ^  5)  sogleich: 

*  ■ 

=  4i2>sin  jß^sinCsm^'^  !    ^,    ^  .       '  '  K 

'  *  /  +  sinil*aln^  } 

oder  nach  .einer  lelehteni  Tf  anefbmiailloB :       .  , 

>  « 

Ä  4i2'^ SU» ^^siu C^sin A*^  [l  —  (cos cos 6^ cos  Jsin^' sin O)* }. 

Schreibt  man  iiuü  die  ubigc  Gieichuug,  aus  weicher  Si-  bestimmt 
werden  muss«  unter  der  Form: 

so  erbUlt  man  aw  BeaftmmvDg  von  S  uimttlQUMr  doA  'Amtäsmks 
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für  äie  äreiuUige.  Pyramide. 


'    -  N  AvkBwa  Csio  A\^m ^  sin    cos  C  -f  «■  rcos^'sin  C) 

oder: 


3) 


-  iV(stiillj[iiiii9'cds  O-f  «in  Cflos^sln  CO, 

welcher  aber  piner  sehr  benierkensvverthen  TranslormatioD  fähig 
ist.  Führt  man  näniüch  aus  §.  2.  4)  den  Ausdruck  von  in  die 
Grosse  auf  der  rochtcti  Srite  des  Gleichheitszeichens  ein,  so  fin- 
det man. zuvörderst  sehr  leicbt,  dass  diefluelb«  sieb  auf  die  Form 

.»  » 

'  «iOiia^srallsinCsin  J'aiti]i?«8iDC^  • 

—  (sin     — 2 cos  ^ sin sin  C\%\X!kC^^Ä\\A'  ^vaBf      B'      Ccoa  O 
«-(MD  ir  «in    00«  e  -f  «in  Oeoo  ^oin  C)  sin  il  cos  il'oln  i^oin  C 
bringen  lässt.    6etzL  mao  aber 

COB^  S-~00S(J7-f  O» 

SO  srgiebt  sieb  sebr  leicbt: 

=  (sin  BewC-^  cos  ^sin  C)f  ssnnA*, 

und  es  ist  also  die  Grösse  auf  der  recbUio  Soite  des  QJeicbheits« 
soicbeos  in  unserer  obigen  Gteiebung: 

«in  ilsiD  IT'sin  C.  sin  ilsinlT  sin  Csin  A*  sin  B*  sin  C 


« 

Folglich  i»t  nach  3): 


\ 


a\n  Am  A*  cos  B'  cos  C 
+iiinBeos^siirJB'cos  O 
4-  simCcosil'cos  B'sin  O 


-  —  1 


2i2<sin  A  sin  sin  Csin  A'  sin  B  ain  C 
SS  OAAOäB^eMA'iAnB'aaÖ 


sin  sin  A*  cos  jR'  cos  C 
-|-  sin  f  cos  ^'sin  B'  cos  C 
•f- «hl  Ccosil'ooo  ^ain  C 


«ft* 
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364  ' Grünet  t:  Einige  merkKürdige  Ausdrücke 

woraus  sich  nach  §.  2.  6)  der  sehr  merkwördige ,  völlig  «ymme- 
trisch  gebildete  Ausdruck: 

■  '  *  ■ 

'    (  -fsinCcos/l'cos  /^  sinCM 

_  m 

oder 

'  '        suiAsmA'cosß'cosO  \ 

oder  '  , 

sin  A  sin  ^'  cos     cos  C 

•l-  sin  C«o«  il*  cos    sin  ^ 


ergiebt  Leicht  erhSlt  man  auch  hieraus: 

7)   . 

«     ^.      ,  ^siniltongi«'<|-8inBtanglP4»iBCtange 
sÄcoM'cotii'cote  rinilcotil'+sttlÄcolÄ'  +  siDÜcotC  ' 


und  weil  nach  {.  2«  5) 

~  ^  sia^  cot  A'  +  sin  i^cot  B*  +  sin  Ccotff 


*  sin  ^sin /?sinC 


ist,  so  ist: 

\  8) 

,  i  sidiltangil' 

sin^siniJsiw  C— cot  J  cotß'cotC  \  +  sin /i  (aiii^i?' 


sin^  cotil'-f  sin  f^cotiT'  «f  sin  C  cot  C 
Weil  offenbar 

also 

ist«  so  ist  nach  8): 


4-  sin  CtaogC  ) 
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9) 


fät:  die  äreimdge  Pyrautifte.  ^65^ 
Ui—R^       -  '     '  * 


<     sin  ^  taug 


 '   (  +8inCtaage  )  Tg 

oder:  ' 

10)   .  '  . 

sioil^iii^io  C-cot  A*  cot  B'  cot  C  j  +  sin  Ä  tang  B' 
«  « 1  +r  —  Us.nCtangC^-l« 


Beieichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  det  in  die 
Pjrramide  beschriebenen  Kogel  durch  t,  9,  ;  und  den  Halbmes* 
Mr  dieser  Kugel  durch  r';  so  erhalten  wir  mittelst  einer  einfachen 
geeiQAtriechen  BetraebtuoK  ans  den  Fonrala        5)r«reaD  wir 

-  1)  .  .  .  .  .  iVs  •iiiilcosi.4'sinii?'sini<7 

-i-  «io  ^«in \A'  cwlB'  muiC 

+  sin  C sin  U' sni i     cos  i  e 
Mtseo,  sogleich  die  folgeoden  FoffmelB: 

iVir  s2i2eia^«iD  CelBiii'(coe  iiT*  einiC  -|-  CMileiii  Jil'cos  ^07» 

if"^  =  2/i^«in /l sia />' isin  Csio  i  J'sin  i/>' cos  , 

uod 

.  --•ioilsio^siiiCsin^^^iQ^^'sia;6* 
^  .  .  .  rsviC'  ■  .   

oder:  i  ,  /< 

Bezeidmen  wir  die  naturlich  stets  als  positiv  zu  betrachten- 
'den  EstfefDoogen  der  PrirjecHen  des  Mittelpiiiilrte  der'i»  4le  Py-^ 


m 


ramld«  bMchriebeDfio  Kugel  jMif  der  £Veiie  ABC  den  Seiten 
a,  ft,  e  de«  Dreiecl»  ABC  dar^  pa,  pt,  pd  mö  Ist  iiaeh  2)^ 


 ^Raia  A sin  Ji  ain  C  cos  ^A' tiu  4i?'  »In  jO 


5) 


'iiIetD  JsiD  iTsiD  Csin  ;^eoe  iB'sliiie 

po==  ^  ♦ 


abo: 


6)  .  .     .  .  paiphipo^coilA'icoi^B'icotlC 


J.Ö.      •  • 

Die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  Pyramide  wollen  wir 
durch  u,  V,  w  bezeichnen,  und  setzen  als  bekannt  vorauK»  dass 
dieser  Punkt  in  der  geraden  Linie  liegt,  welche  den  Schwerpunkt 
der  Grundfläche  mit  der  Spitze  der  Pyramide  verbindet,  und  um 
den  vierten  Theil  dieser  Geraden  von  der  Grundfläche  entfernt 
ist.  Weil  nun  bekaonUidi  die  Ooordiaaten  das  ÖoJüvar^iiBkta  d«r 
Grundfläche  ABC 

*/?(co8il8in^4- sitfC),   ''.BBinAnUnB,  0 

sind,  und  wir  oben  die  Coordinaten  der  Spitze  durch  X,  Y,  Z 
bezeichnet  haben;  so  Ist  nach  helcaiintea  FormelD  der.aoalytiscbeii 
•  Geometrie,  wie  mao  leicht  fiadeU 


^  2iZ(cosii8in^-t-sinC)  Jg. 
1  —  """T^""™*™"    ■  « 


I)  . 


2l{sin^sinB-f  Y 

•=  3—  • 


oder  : 


und  folgiUth: 


2«  X 
SS  coail  ein    -f  sio  C-f-  ^  t 
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Tür  at9  äntMiHH  hnr»nid$,  a07 
^j^^iV(ca8^"«iiiB+«iBC)  + 


also  Qaet  {•  2.  6)s 


.  1 


-j^  =iV(cosi48iiiif +  8iiiC)  s       4-    •  . 

-~  =  fio       iSalD  Ctin  ^'  «Iii  fi^sln  C. 

«•  ,        .       »  . 

Beselebnet  man  die  EiStferhongea  der  Projection  des  Sebtver* 
pankts  auf  der  GmadlUlebe  ABC  von  den  Seitea  c  derael- 
beo  respefctive  dareh  qay  (jh*  so  ist  naeh  der  aweiten  der 
vorhergehenden  Formeln: 

3) 

;/2siii^sin  qi + -T^ — ^  

^it  =  lRBmCmA{li--  y  ),  ' 

10  •  j  '  p^»  .  sinCsiPil^alnig'ceeC^ 

^«  Ä  4iiSIBiSSl0if(l-f   j—— 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  Grundflfiche  ABV 
wird  uomittethar  dnrch  die  dritte  der  Formeln  2)  bestimmt. 


§.6. 

Wenn  wir  den  Schwerpnnkf  der  Pyramide  durch  S  beaeich« 
nen,  m  iat 

auch  ist: 


368  üfruneri:  Einige  merkwünUit  Ausdrücke 

Wenn  wir  nun  die  aus  dem  vorhergebeDden  Paragraphen  bekaon' 
ten  Gleichungen:  -       '  - 

-g-  =  iv«iOilsin  B  +  i^g  > 

nachdem  uir  beide  Seiten  derselben  quadrirt  haben,  xu  einander 
addireo;  «o  erhalten  wir  die  Gleichung:  . 

♦ 

+2^(co8i48l^fi-|-6inC) 

.und  folglich  y  wedn  wir  für  , 

'  JSX  '  NY 

m 

ihre  Ataidriicke  aus  {.  2.  Ö)  einfiBbren,  weil  offenbar 

ain^sin  Csin^'Ceos/lsin  ß-f8in  0(cos iS'sin  C^-cos^sia^'coeC) 
•f  sin  ^«ain^aiD  Cein  il'sin  i?'coe  C 
SS.  sin  iß  «in  (X^osAsinß-^^  sin6^)sin  ^l'cosÄ'sin  C* 
-I-  sin  ^sln  CXcos  A sin  C    sin  B)  sin  A' sin  » cos  O 

i^t,  zugleich  mit  gehöriger  VertaaeehuDg  d<(r  Zeichen: 

\  m{fi\fi  ^s+sinCs+^cös  A  sin  J? sin  C) 

-f  ^^^ini^sin  C(co8^sin^-|-sin  Cjsin^'cos^'sinC 

•f  «liVsio  J^sio  C(co8  J  sin  C  +  sin     sin  il'  sin     cos  C  » 

47V2  iV*   

•f  -I- sin  il^-l-Scos^  sin  Csin 

+  2iVsin  Csin  J(co8 ^sin  C  +  sin ^)8in  B'  cos  C'sin  A' 
'    4-  2iVsinCsin  A  (cos  ^sin  ^  -f  sin  Osin  i^'ibin  C  cos^% 


_  \ 
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4  A^alD    -f  «loH^-f  3m  Csln  Jtfai  17). 


oder: 


4iV» 


iV^Miii^'' -f^  C'^f  2co8  Jftip  i^sia  C) 
<!-  2jY(co0^sioB4  Bio  C)aln  Mo  Cofaiil'Wü'oiD  O 

iV«   

\  -|-  2iV(co8  Bs\t\C-\-  sin  ^)  sin  Csin  A  sin  J'sin  ^'co8  C 

<!-  2iV<eo«  Aobiil-l'Oin  C)iio  Csiiiilcosil'oiD^Mi  C> 

*  IST»  7^* 

-f-  iV«(oia  J*-|*oia^4  2olo  J  siaiSeoo  C) 

2jY(c«s  Csin  ^1  -f  sin        ^  sin  ^  cps  il'sio  B'  sin  C 

♦ 

Weil  nun  oacb  ein«r  iieltauuteu  Relation 

^  2(o(MiiloloiraloC-fsioi#of>i^flliiC-fBiBilfllBBcooC) 

8od*anMordoiB 

(ooo^ sin  A  H-  sin  C )  sin  Csin  A  -f  (cos  Csin    -f  sin     sin  /I  sie  B 
s  bIb  JK«b>  jBcMC-f  OOS  J^oio  ObIb  j|-|-Bioil*-|-BiB€*) 

«  ül»  J(iliB>^  +  Bio  ^ -f  Bio  C«)  » 

(cosCsini?-|-<siD'^)8iii^  sin/^4^(cos^sin^-f  siii  C)  sin sin  C 
s  sin  B  i  sin  ^1«  -h  («in  Ccos  ^  -|-  co«  CbIb  4^BiB  j^-|-Bin  } 

SBiDll(BiBil«  +  BiDil*-|-BM  C^, 
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(cos  A m\  C -\-  sio  B)  &mB  sin  C+  (cos B sio  C-f-^iii  A)  sin  C'eiiii  A  * 
=s  aiD  et  aiiiil*  -f  «In     +  (ain  ileM    -1-  eo«   «in  /Q  ain  C) 

=  am  dam  A^  +  sin      +  sin  C*)      '  :  ' 

«  «    k  * 

»  ■  '  I 

iat;'*o  arbilt  naan  ifarch'  AJfdfition  der  drei  obigeti  Gleiebniigeii 
dkl  QlaMM«;.   .    . . .  !  .\  

im  .     

^^I!f(n\nA^Jf     Wal»  t?>)eiiiirtf  n  il'eoalT'aiaC 

.    -f  2^(sin^H0Ui^•fsinC»)smCaiail'siD^<M>aC^  " 

alao  nadi  {.S.  4)«  vreno  mao  aogleich  die 'Glelcbmig  darob  fff* 
dlfidiit:  _ 


Ä  ^ßä"^  +Ö(eln    + aioÄ» + eio  C») 

eder:  , 


 = — n — =  |-4Ä*(sin/i*+smÄ'*  -|-  sin  C*> 


NoD  iat  aber  bekanntlich: 


AB* 


alao: 
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I 


Wendet  man  diese  Gleichunf^  aul  jede  dar  viet  äeitetiiläclieü 

ABC,  ABi^f  SCM,  CAB 

der  Pyramide  an;  so  erb&lt  mao  die  vier  folgenden  Gleichungen: 
•  .  .  . 


Am  ±Bßß±CÜ^  +  5(41?».+  BC*  +  C4«) 

3-  p  jg— ;^  — 


AB^  -^CA^  +  AD^  +  5(gC>  +  Cp^^Bm 

=         ^      i6    ;      — ' 

=  16  :  • 

und  durch  Additioq  dieäer  vier  Gleichuugeu  ergiebt  eich: 

f  Hl  '  • 

l^AB^-^BC^j^CÄ^i-Äm^ßm-i^f^ 
alao: 

AB*  +  57)« -t-  CÄ^^ÄD^-^^BD^i  cm 

=  — ' 

woraus  sich  der  folgende  merkwürdige  Sats  eigiebt: 

In  jeder  dreiseitigen  Pyr^inifle  \m%  die  Snaime  der 
Quadri^te  der  ^ntferoungeo  des  Sehwerpnnkte  Ton  den 
▼iei  Balken  der  vierte  Tlieil  re»  S.niDBe  der  Qua* 
drate  der  eech«  lienten.  n 
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A  »  b  a  a  g. 

Wir  woüeu,  uns  vorbehaltend,  später  aul'  diese  Lliitersucbun- 
gen  zurückzukommen,  einige  der  ini  Vurlier^ehendei)  erhaltenen 
Resultate  an  dem  besoudereo  Falk  des  Telrue^ers  oder  der  re- 
gnlfiren  Pyramide  verificiren. 

Iii  diesem  Felle  ist 


eoe  J  «3  coe    «s  CO«  C  3s<ein  aO^  es  I , 
•in^  =  ain£  SS  sioC  iV3; 
ami  mittebt  der  epfaSriselMn  Trigoneneftie  iadet  auw  leicht: 

ala    =  sla  i»' s  eia  C  er  ^ 


s 


folgllcli 

taagii's  teagi^  s  taog  C  s= 

^  '  1 

cot^'=:  cotÄ'  =s  cotC  ^2vä' 

Jede  Kaute  des  Tetraeders  wolleo  wir  als  Einheit  annehmen, 
so  ist  die  Höhe  dei^  Grundfläche  s=8iii/l=  >  v3,  uad  folglich  der 
Inhalt  der  Grundfläche  =:1V3.  Die  Hohe  des  Tetiaaders  Ut 

£r=s4V3*siai4's  VI*  •  ' 

und  fölgiicb  der  Inhalt  des  Tetraeder;« 

Ist  wie  gewr>hnlich  /i^  der  Halbmesser  des  um  die  Grundfläche 
besefiriehenen  Kreiset»,  Hi>  Ut 

1 

i2cos3ü*^  =  iÄV3=i,    also   Ä=ivö-  ' 

Bezeichnet  A*  den  Halbuiesser  der  um  das  Tetraeder  bescbrie- 
beoen  Kugel,  so  bat  man  offenbar  die  Gleichung: 
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falgt;  also  ist  oadi  dem  Vorbergebeoden: 

Bezeichnet  r'  den  Halbmesser  der  in  daii:  Tetraeder  bescbrie 
benen  Kugel«,  so  iet: 

■ 

r'  =  K  sin  30« ,  tang  i^'  =      •  i  taog  ^A*  =  taog 
Es  ist  aber 

'      '  2co«jiil'2=l  +  Qos^'=l4-i»i;  - 

8iiiU'  =  Vi,  co8U'  =  V5,  tangU'  =  V4; 
uuü  folgücb 

Nach  der  Furiuei     2.  7)  ist: 

//=^3^^^  1  =  V5. 


Nacb  der  Formel  §.2.  9)  ist: 

3 


1  ^383 


iNacb  der  Formel  §,  3. 10)  ist: 


1      1  1 


+  l   ;  1-  l| 


wm^oM  mao  leicbt 
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874  Crmneri:  Sm^fmrtm^  üwirilr iw/lr  ä.4f9l9itL  PprmMe, 

♦ 

tiodet. 

Nach  {.4.  4)  Ut: 

•  •  ■  * 

All«  iliese.  Rfmiltet^'stiiiiifen  mit  den  Vorher  auf  findaroni 
Wege  gefundeDen  volIfcomnieD  flbereiD.  \  . 

Die  EotteriuiDg  des  Schwerpunkts  voo  der  Spitze  JJ  ist  ^ 

80  dass  also  der  Schwerpunkt  mit  dem  IVlittelpuukte  der  um  die 
Pyramide  beschriebenen  Kugel  zusammenfallt,  wie  sich  auch  von 
selbst  versteht.  Also  ist  die  »Sunime  der  Quadrate  der  Enti'er- 
nangeu  des  Schwerpuukts  von  deo  £ckeQ  ' 

4ie'*=4.|.i=r$. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  sechs  Kanten  ist  =6,  wovon  der 
vierte  Theil  =J  =  |  ist,  so  dass  also  die  Summe  der  Quadrate  der 
fintfernoDgen  des  Schwerpunkts  von  den  vier  Ecken  den  vierten 
Theil  von  der  Summe  der  Quadrate  der  sechs  Kanten  betrfigt, 
was  wiederum  ganz  mit  dem  in  §^  Ö«  bewiesenen  altgemeioeo  Satae 
übereinstimmt  '    .  ' 

i 

r 

Doicli  ejae  leidite  Betra^hto^g  findat  nan  ancb 


1  1   • 


1 


av3 


1 

2V6' 


und  gans  dleaelben  Werftbe  liefern  die  Fermeto  jjk  2) 


C 


•  •  I 
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Berichtigung  zu  der  Abhandlung  des  Herrn  Bacaioglo 
fihnr  FoMpiinkYcurYen  and  Fusspunktfläclien  in  TheB 
.  XXXV.  Nr.  Y.  .  .  ' 


Von 


Herrn  Doetor  Magtner 
In  ^oteiw 


Hevr  Bftcalo'glo  )mt  in  seiner  ^ban^fiiiig:'  ««OebV  Fm* 
pmlcteiirven QDil Pneapnoktttelbep"  (Arcbiv.  Bd.  36.  pag.  56.)  den 
S»ts  aufgestellt:  „Daa»  von  der  Fneaininktfliehe  eines  Ellipaolde 
begrtoite  -Volaren  iat  coestant  liHi'  alle*  P^le^  welehe  auf  einer 
mit  der  gegebenen  Flficbe  eoncentriaeben  Kugel  liefen,  nnid  gleieb 
der  Summe  äoa  dem  Tiertel  des  Volomeos  dieser  Kugel  nnd  dem 
der  Fusspunfctlftebe  flir  den  Mitte^nnktt'  .  DijMkf  .^ate.  stellt  l|f 
«WIdecaprncbe  sdt  dem  Ten  mir- in  dem  sniiädiat  .wwlie^ gebenden 
Hefte  XAr^biv.  Bdt  34.  pag.  469.  nfid  461)  ip  der  Aiibandlu^g: 
itCjibatnr  des  FossponktenkurperSv  ebwfi  Etlipsoidei^"  beirleseiien 
Tbeereme:  t*^^  geometriscbe  Ort  .der  Peli  gleicher  l^uaa^ 
ponltteaklj^r  lllr  ein  nagietehaxiges  Ellipsold  jst  wiedenim 
ein  «rpgleUbasiges  KDipf^,  iMit  a|ier  eiae  langet**,. nnd  es 
lag  mir  dalier  nahe,  den  Fehler  in  der  obigen  Abhandlong  anf* 
sndei^en« 

Fuhrt  man  in  die  von  mir  pag.  451.  entwickelte  Gleichung  der 
FasspunktenMcbe  eines  KIHpsoides:   • 

-      *  » 

die  Polarcoordioaten:     ,    .  ,         .        .«....«  i 
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•Id»  m  «rlillt  XD  VI  dte  Ton  Herrn  B:  rielitig  aufgestellte  GleioluMg  i 

eder«  wenn  man  ^ 
sss«efo#coa9» -f^eia^^aitt^  -1- jreaal^, 

r^sst  V  a*ai.D^coaV-f  6*aia^aia*9;|-a>coa*^ 

Hieraus  ergiebt  «ich  der  körperliche  Inhalt  V(a,ß,y)  dm  .WmB* 
fanktenkOrpers  eiaea  Ellipaoidea  ,(Ür  den  Pol  («j  ß,  jr): 

A)  5^(«./i.y)=3  /      /  (ri+r^»aindi«^ii9>, 

o  o 

oder 

O  0 

+     ' rt'rt  ein  Mlhl^)  + C  * /*     n  Valnirfl>|h» 

%  ,      O  0  0 

In  diesem  Ausdrucke  if^'md  das  erste  und  dritte  |lntegral  fQr 
die  angegebenen  Grenzen  gleich  Nnl!,  das  vierte  giebt  V^^ 
den  Fosspunktenkorper  ffir  den  Miftelpunkt  des  Ellipsoides  ;  das 
aweite  dac^e^en  verschwin  <iet  nicht«,  sondern  redocirt  alch 
auf  folgeodea  dreitheilige  Integral : 


TS 


2n 

o 

'  X  V  o^sin*&co8*9>  +  6'8in«^6in*9  +  c*co8*^8in d-d-O'dq}, 

was  sich  ohne  TransformatioD  sogleich  ergiebt,  wenn  man  aof  die 
Natur  der  Elemente  der  Integrale  Rücksicht  nimmt.  Diese  drei 
TheileeotapreebendenWerthen  F«,  Vp»  Fy  in  meiner  Ahbandlong* 

Herr  B.  hat  nun  bei  der  Integration  darin  sich  geirrt,,  dass 
er  1)  behauptet,  dass  da^  integral 
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o  o 


gleich  .einem  Viertel  der  Kugel  sei,  <leren  Radkm  gtcfcll  den 
Abstände  des  Pols  vom  Mittelpunkte  des  Eilipsoidee  iel,  und 
3)  dase  da«  sweile  Int^iml  gleich  Null  ist,  indem  er  bei  der 
Tranefonaation  desseliieoi  wie  es  scheint»  hei'm  ereCoir  lategrel 

ce« 8  V  ooa^ ce« = V  ^M^vdmü  y  aetat  wd  ia)jt  co«^ 
die  GrOasee  unter  dem  Werzelaeichen  mvltiplicirt»  alae  den  aieta 
poaltiven  guadratiaeheii  Faltlar'  ceaV  n  '^^^  Faktoren  aeriegt 
von  wekiien.  der  eine  awar  in  den  verachiedeoeii  Quadraufen  daa 
Voneieben  wechselt ,  der  andere  aber  ftlaphlicb  itfümer  d^aaeihe 
Veiaeiclien  behält  and  analog  bei  den  andern  Integralen  Yerfthtt. 
Blefdarcb  iat  denn  natfirUch  aueh  daa  fohehe  Bndresnhat  herbei- 
gellShft  worden.  '  ^ 

Zur  Veiilicution  des  eben  Aiigeiiihrteo  ^vollen  wir  den  ein- 
fachen Fall  betrachten,  wo  die  Basis  eine  Kugel  ist  und  der 
Pol  auf  der  Oberfläche  derselben  liegt.  Verlegt  man  den  An- 
fangspunkt der  Cooi  (liiiuten  in  den  i^ul  {a,  ß,  y)  und  lässt  die 
JC-Axe  vom  Pole  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen,  so  wird 
j5  =  y=0,  a  =  Ry  ri-==  Rs'm&cosqi  und  r,i=.R,  wenn  R  den 
Radius  der  Kugel  bedeutet;  mithin  wird  F',  der  Inhalt  des  ent- 
sjtrecbenden  Fusspunktenkörpers,  oa^b  der  Formel  B): 

/      J2*ain^coe*^<M^-f  /     f  A^stn^cos^ilMgp 

u      0  *        o   '  0 

-I-  ^  /      /  R*Biü&d&(ifp, 

In  dieaem  Av«dracke  Iat  daa  ernte  und  dab  «dritte  Integral 
gl^ch  Null»  wie  »en  ai^leieh  aiebt,  wm  man.xnerat  nach  tp  von 
0  bia  3»  mtegfirt;  ferner  lat,  da 

/n        "  1  l  3*        '  i  4 

ain«(M9  ==  I  l2Coe34^--2CO«^|  ^ssj 


und 


0 

ist,  das  zweite  Integral:  '• 
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o      o  • 

foiglich  ist  tlei  F  u  ss  p  ii  ii  k  teil  k  o  r  p  er  V*:=zlnR^,  gicicli 
der  doppelten  Kugel  vom  Radius  /<!,  was  mit  dem  von 
mir  paE?.  472.  hergeleiteten  Resultate  (ibereinstiinmt^ 
%vähr('ni1  der  o Ii e ti  a ii geführte  »Sfttz  des  Herrn  B.  damit 
im  Widerspräche  steht 

laiuai  4leMS  Vw^pwIdttnlQrpm  iMt  «M  aMh  l«M* 
,  diraet  oboe  Beriicksiditigttiig  fHUierer  BeobmiDg««  «iw  der  Fiwi^ 
pankteacnrve'  den  KreiM«  herleiten»  wene  man  den  KOrper  ele 
doteh  UmdrehoDg  entstanden  betrachtet.  Wenn  die  Basrie  ei» 
Kreta  iat  und  der  Pel  im  Uvfange  desselben  liegt,  so  verlege 
man,  ffle  oben, 'den  AnFangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Pol  and 
laaae  Ae  J^-Axe  vom  Pole  durch  den  MHtelpankt  dee  Kceiaee 
^  geben.   Ist  nun  12  der  Radius  des  gegebenen  Kfeleee  nnd  ^  der 
Winkel»  den  elo  beliebiger  Radius vector  r  der  Pusspunktencurve 
mU  der  X'\xe  macht,  so  Ist»  da  näch  Taf.  II.  Fig.  1.^  AB:^OC±iAD 
-^sJS^Jicea^^  .let,  die  Polargleicbnng  der  Voeepanktenconre; 

Dreht  sich  nun  die  eine  Hftlfle  der  Fneepnnkt^enrre  uro  die 
.  JC'Axe  einmal 'ganz  herum»  so  entsteht  der  eote^cbende  F^se^ 
pnnkteokSrper,  nnd  wir  erhallen  aeinen  Inhalt  nach  der  iVmnel: 

Nun  iat: 

m  8areoa9«ii2(cQS9+«cos*9)» 

ya  3s,r9gin*q[>ss  12^(1 -|<2c06g[>4-€OsV)^^'^V' 

c2:rs  —  |2(l-|-2cos9)8iu9pdq9;  '  ' 

felgilch:. 


*)  D  iesc  i^iir  kamt  erst  im  niichstcn  Hefte  ^eliffcrt  werden,  wi>il 
zu  dem  vorlieg-endea  Hefte  eine  ganxe  Figurentafei  cm  geben  keine  Ver- 
itoltt«tuug  war.  ^    .  ' 
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oder  '  »  *  , 

pn  '    '  ' 


Da  nun 


C  t4eo«qp'f9c(MiV)siD*9><^9=:0  und  C  (1-|-5cos*9>)sin"9€29}=| 
II  •  *        •  % 

ist,  so  erhält  mao: 

mltlilii  ist,  flbersfauitiiiinieDd  mit  dem  Frflheren,  der  FnsepiiDk- 
lenkl^fpet  gleich  der  doppeft«n  sn  Grund«  liege'e- 
den  Kogel. 

Posen,  deel<i  April  ld61.  Ür.  Magen  er. 


jNadttclirift  von  Herm  E.  Bacaloglo  in  Leipgig 

Wie  Herr  Dr.  Mayener  richtig  bemerkt,  ist  in  der  erwähn- 
ten Abhandlung  über  Fusspunktilrter  in  dem  Ausdruck  för  dds 
voo  der  Fusspunktfläche  dea  £llipeoid^  begrenzte  Volumen  Wx 

/n    p2,n  p  n    p^n  ' 

•       o  Ort. 

WO 

r j  —  si  n  *6  cos  \ + P  si  n    s  in  ^9    c*  cos  *ö 

ist/  nicht  das  zweite  ond  dritte,  eonderri  das  erste  und  dritte 
.DeppeUntegral  gleieh  Mull«  Man  erhält  dann  fifr  W  den  Aesdmek: 


*)  Ii;h  hatte  natürlich  Henii  ür*  Hagener'«  :rursteheudeii  Aufsatz 
vet  Mhsm  AMffndi  H«m  Bsesloglu  nilgethelll,  vmrsnf  er,  neiiie 
.Iddieilung  in  iw  freandlich«!««  Weite  aufnehmend,  mir  gbige  Kaeh- 
achrift  ■tmdte.         .          '  ,  6.  ' 


0        0'  0  0 

«      o  ' 

B«Mkiiii6C  itQQ^  wie  Id  meiner  frflhereo  Abliaiidkiug, 

0  0 

den  KOrperinhalt  dec  Fustfpaoktflache  für  deo  Miüelpuokty.  and 
setzt  man: 


o  o 


ST' 


0      0^  '       '  0 


wo«!  mau  berechtigt  iat,  da  die  filemaote  dieafr  Inlegiaie  be- 
atindig  positiv  bleiliea,  so  wird: 


(b)  ^ 


Aas  diMsr»  wie  am  der  liüber  von  mir  gegebeaea  Fornel  (63) 
[olwD  ooter  (a)  reproducirt],  folgt  offenbar  der  Sat»,  dass  der 
MIttf Ipnnlei  des  Gllipsoldes  ein  Minimampol  Ist.  . 

Obige  Formel  (b)  zeigt  ebenfalls ,  dass  die  Pole  der  h^uss- 
punktfläch en  mit  konstantem  Volumen  auf  einem,  mit 
dem  ursprünglichen  concentri  sehen  Ellipsoide  lic!]:en, 
welcher  Satz  überhaupt  nur  ein  specieiier  Tali  des  ooter  Formel 
(66)  a.  a.  O.  von  nur  aurgesteltteo  Satzes  ist. 
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Uebttugwmfgriieii  iSr  Schüler* 


Voti^dem  Herausgeber.  , 

« 

In  den  Exe? eiees  d'Analyae  nuta^ii^iie  par  V.  A.  Le 
Besgiie.  ParU  1899.  p.  104.  wbd  folgende  sehr  metkwMÜgt 
ZerlAgniig  ab  voo  Proab«!  nod  Cayley  gefandan  aagegaben: 

=    iaa'  +     +  cc'  +  <W  +  ee'  +  //^  +  ffs'  +  ^')^ 

aus  die  ISogat  bakannte  R^atioa: 

(ii«+^»  +  c»  +  rf«)(a'*H-6'«  +  c'«  +  rf'«)  " 

und  wenn  man  nvn  noch 


.Digitize 


•etat,  so  ergiebt  sicli:  , 

wie  gleichfalt»  bekannt  geuitg  ist. 


VoB  46«  Hsrsstgsbsr. 


Bs  ist 


+  ( -  <?ö^)  <5sW 


— I 


'   M  i  &  c  e  1  1  e  Q.  , 


Beriebtigmig  nad  Beiirerlriiii|^  ' 

Hochverehrter  Herr  Professor.  Als  ich  meine  Abhandlung 
Nr.  XXV II.  Thl.  34.  dieses  Archivs  las  ,  bemerkte  ich ,  <lass  ich  in 
derselben  p.  3'J9.  Z.  12 — Iff  einen  tür  den  Zweck  der  Arbeit  zwar 
unwesentlichen,  doch  aber  an  sich  nicht  za  entschuldigenden  Fehl- 
schlusä  gemacht  habe»  der  sieb  jedem  unbefaßgciien  Leser  ^iogleich 
sa  erkennen  gibt   Ea  muss  ai&ii  jensr  Zeilen  heiäöeu : 

„Eine  aufmerkssn»  BM^ebtnig  dst  Reibe  (1.  b)  aml  der  wei- 
teren Rechnungen  ergibt,  was  aedb  sehon eodenreitig  onmittelba^ 
rer  eieleiichtel,  das*  £ttjQl  ist,  es  nsg  ursprüngliche  Reihe 
aus  einer  gradeo  oder  oograden  Ansahl  Glieder  beetehe«d  enge* 
•eben  werden»  eo  dass  immer  e.  e.'W." 
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Aach  Mit  m  der  Reil«  (1.  b)  der  liid«t  «sqd; 

*  Gestatten  Sie  mir  noch  die  folgende  üemerknni».    Ich  erin- 
*Bere  mich,  in  Ohm's  ,jGetbt  der  matbematKsc  h  e  u  Analy> 
sfs'*  gelesen  zu  haben,  dass  es  nicht  erlaubt  sei,  die  Glieder  , 
eiuer  unendlichen  Reihe;  unbc^^chadet  ihrer  Summe,  so  wie  die 
einer  endlichen  Reihe,  d.  i.  io  beliebiger  Kelbenfolge,  zu  suni- 
miren.    Ohm  gibt  auch  in  einer  Anmerkung  hierzu  Beispiele,  näm- 
lich eine  Anzahl  Reihen,  wetebe  nach  bestimmten  Gesetzen  aus 
einer  zuerst  geg^enen  abgeleitet  werden  and  von  dieser  sicb^ 
scheinbar  nur  durdi  die  VerecbiedeoMt'deri  Aufeinaederfelge 
ihrer  OÜeder  untereebeideD.   Ein  gMaueree  Zoeekea  Terschaffte 
mir  aber  sebon  damals  die  QebeneUgnag«  düs  iH»  abgeleitelen. 
Reiben  keioeswegs  aas  daaaalban  GHatea  boatelMii»  wie  die 
Aasgangsreibe,  daia  flelflMhr  «oeadlieh  viele  demüle»  Ahr  die 
SomaatieB  ee  wenig  voihandeD  eiAd,  ,wie  die  Glieder 

-     ■         _L  .  _JL  .      .  '  ' 

iD  der  von  Herrn  SchlOmilch  fiir  /Xq)^=:q  abgeleitefeD  Reibe 
(e.  Abb.  XXVn.)  und  dass  dieses  die  Drsaebe  sei»  wesshaib  die 
SammenfoniielD  der  abgeleitetee  Reibeft  se  beMhMieb  ywm  jeeer 
der  aqeret  gegebeoen  Reibe  abwelelMa.  bieses  eiaeeaebeB  eabehd . 
niehf  adiwierig  qad  ee  mOge  daher  diese  ^fiidie  Beoietlniag 
genflgee.' 

Wollen  Sie,  hochverehrter  Herr  Professor,  die  Gute  babee,^ 
▼eretebesdö  ZeUen  In  Ihr  geseb&tztes  Archiv  aofsaiiehmee. 

Dortmund  am  7.  August  1860*). 

Jplilie  Bede.' 

•)  Der  AhdnicV  ist  danli  aul&lligo  UmitlsAe,  dtfoa  BetelMesag  oieht 
is  mehwr  Mashcjag,  aetav  vsrayfttol  wsidsp.  *  G. 

t 
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Druckfeliler. 

In  Thl.  XJLXV.  auf  8.6.  rauss  in  dem-Ausdrucke  von  O^-^Giq 
in  den  Formeln  16)  am  Ende  der  Seite  das  Minuszeichen  vor  dem 
Brache  auf  der  rechten  Seite  de»  Gleichheitszeichens  wegfallen. 

Im  .Literarischen  U  e  rieht  IN  r.  CXXXtX.  S.  16.  Z.II.  v.o. 
statt  „Axion"  s.  m.  „Axiom.**  ,  • 


Verzefehnlsis  der  bis  Xet^t  im  Archiv  nnireKrleteii  Feii« 
1er  In  Slcliröii's  siebenstelligen  liognfithmen- Tafeln« 
,     Stereotyp -Ausgabe  von 


Nr. 

Fehler.  ' 

Angezeigt 

Theil,  Seite. 

1. 

Tat.  L  8. 29.  Fnestafel,  Spalte  ^'"^  Z.  1.  statte 

XXXIV. 

368 

^ 

Tar.I.$.174  FnestafeU  Spalte  «'«".-z.  L  statt 

XXXV.. 

lao 

a 

TaCL S.  174  Fveetafel ,  Spalte  ^' Z. a  statt 

0.36.40  lies:  2.96.40     .  .  •  

XiXXV. 

190 

4. 

Ta(;iL  am  DUrer.  swlsch.  Iogsln90(»6'30*' 

ond  40*  statt 675 lies:  675   

XXXV. 

120 

5. 

Taf.  I.  S.  ia6.  logTSOOO  statt  8150613  Hes: 

8150613  .............. 

XXXVi. 
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V 


BeitrSge  zur  Thaorie  dsx  Beagong  dee  Lieiit». 

Herrn  Eugen  Lommely  ' 


§.  1.  Wenn  eine  ebene  Welle  homogenen  Lichte«  (ein  Bfia« 
del  paralleler  Lichtatrahieo)  einem  irgendwie  durchbrochenen,  aenet 
^dupcheichligen  Schirme  begegnet,  so  werden  hinter  dem  Schirni, 
neben  den  direkt  durchgegangenen  Strahlen,  anch  noch  ge- 
beugte Strahlen  sich  fortpflanzen,  indem  nneh  dem  Principe  des 
Uuyghens  jeder  Punkt  der  beleuchteten  Oefifiiung  als  ein  leuch- 
tender Punkt  anzusehen  ist,  welcher  nach  allen  Seitexi  hin  Licht- 
strahlen aussen (Ift.  Ftn  Fernrohr,  welches  man,  nm  die  Beu- 
guni^serscheinung  zu  beobachten,  hinter  Heni  Schirm  nuf'^opstellt 
hat,  oder  auch  ein  blosses  Auge,  wird  immer  nHe  difjpniien 
iStrahlen  in  einem  Punkte  vereiniircn,  welche  niit  der  näinlirlien 
Rifhtitnt;  parallel  sind,  oder  welclie  der  namliehen  ebenen  iSt«  llo 
angehören.  Will  man  för  irgend  oIih  s  dieser  Bündel  paralleler 
Strahlen  den  \  ei eini^ungspunkt  linden,  so  braucht  man  nur  auf 
einer  durch  den  optischen  !V1ittel()iffikt  des  Objektivs  parallel  mit  der 
Richtung  des  Bündels  ge/.^äL^enen  (Tcraden  iieijcn  den  Beobachter 
hin  die  Brnninvcite  des  Objeiitivs  aulzutra?en;  vollendet  man  diese 
Construktion  iür  alle  Strablenbändel ,  so  erhalt  man  als  geometri- 
schen Ort  des  lien^migsbildes  eine  vom  optischen  Mittelpunkt 
des  Objektivs  ans  niit  dessen  Brennwelte  als  Radius  beschriebene 
Halbkugel,  deren  Grundfläche  mit  der  Schirmebene  {jaiallel  lauft. 
Die  Lage  des  optischen  Mittelpunkten  übt,  wie  man  sieht,  keinen 
Elnfloss  au6  cKil  die  Construktion  des  Beugungs1l>ildes ;  eine  Nei* 

i>«uxxxYL  "     ae  ' 
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ag6  l^mmsi:'  BäUr4§0  mir  IMfM, 

gung  der  Fernrobraxo  war  Scbimebeoe  wird  mn  bevrirkeB,  da«« 
eine  darch  Atn  opfwebeo  Mittelp«iibt  zur  Axe  sen^eehl  g6t«gte 
Ebene  Ten  der  balbkngeligen  Biblflicbe  eine  ScbniM  leetrenntt 
welcbe  nnteerhalb  dee  Femrebr«  ftUt»  und  daber  dnreb  daeeelbe 
nicbt  geseben  werden  kann,'  wäbrend  der  necb  eUbtbare  Tbeil 
,niebt  die  mindeete  Aenderong  dadnreb  erleidet  Das  gante  Bild 
Qbennebt  man  nnr  dam»  wenn  die  Femrohraxe  senkrecht  etebt 
snr  Scbirmebene;  diese  letstere  Stellung  iet  es,  frelcbe  wir  in 
den  folgenden  Unterencbungen  dem  Fernrobr  gegeben  denken. 

2.  Wird  ein  Fernrohr  ohne  Dazwis(  lu  nkunft  eines  Schir- 
mes der  einfallenden  Welle  d.irweboten,  vereinigen  sich  alle 
auf  das  Objektiv  treffenden  strahlen  in  dessen  Hrennpiirikt,  ohne 
dass  zn^leich  gebeugtes  Licht  wahrnehmbar  wäre.  Die  Oeffnung 
des  Objektivs,  ja  seihst  die  Pupille  unseres  Aus^es,  ist  nfimlich 
zu  gross,  um  eine  merkliche  BeugungserÄ<:lio;iii]ng  hervorzubrin- 
gen. Man  erkennt  in  der  That  aus  dem  analytischen  Ausdruck, 
welcher  sich  für  die  von  solchen  kreisrunden  Oeffnungcu  cizcugti» 
Beugungserscheinnng  aufstellen' lässt,  dass  die  hellen  und  dunkeln 
Uinge,  welche  den  von  den  direkten  Lichtstrahlen  entworfenen 
Lichtpunkt  umsäumen,  um  so  schroftler  werden,  je  grosser  man 
die  Oeffnung  annimmt,  und  endlich  gans  Terscbwinden ,  wenn  die 
Oeffnung  nnendlich  gross  gedachte  wird.  Nehmen  wir  daher,  in 
üeberejlnstlmroung  mtt  der  WIrklicbkeit,  an,  dass  bei  unbedecktem  ' 
Objektiv  keine  merkUdie  Begungsersebeinong  stattfinde,  so  Ist 
diess»  Rlr  den  Caleul,  glelebbedentend  mit  der  Annabme,  dass  das 
Objektlr»  ebenso  v(rle  die  einfallende  Welle,  naeb  allen  Selten  dn- 
begrenale  Ansdebnmig  besitze,  ^lllese  Ansehannngswelse  seil  .' 
min  Im  Felgenden  durebaos  festgehalten  werden. 

3.  Wir  wählen  jetzt  die  Scbirmebene  znr  jy^Kbean  eÜan 

Systems  räumlicher  Orthogonalcoordinaten,  dessen  pesitiTe  2- Axe 
gegen  den  Beobachter  gerichtet  ist;  In  den  Anfangspunkt,  demtin, 
Wahl  unserm  Belieben  völlig  anheim  steht,  verlegen  wir  den  op- 
ti.«chen  Mittelpunkt  des  Objektivs.'  Unsere  Aufgabe  ist  ntm  za> 
nächst  die,  für  jeden  gegebenen  Zeitpunkt  den  Bewegongszustand 
eines  beliebigen  Punktes  der  Bildilächo  zu  ermitteln.  Die  Be- 
wegung desjenigen  Punktes  der  Haihkiitrr!.  Hessen  zugehöriger 
Radius  mit  den  drei  Axen  der  .r,  1/  un{l  :  ^Vitlkel  hüdet.  deren 
Cosinus  o,  6  und  c  heissen,  ist  offenbar  die  l»P8nltii tiide  alier 
Elementarbeweguogeu  derjenigen  Welleneher?©.  ^^ch  br  dir  Halb- 
kugel in  dem  Punkte  (a,  ff,  e)  berührt  Bezeichnen  wir  nun  mit  . 
D  die  ForfpflanzungsgeschwiikdiL'keit  des  Lichts,  mit  k  die  Wel- 
(eoläoge  der  eiofallenden  Strahier),  und  zählen  wir  die  Zeit  t  vou 
jenem  Momente  an,  in  welchem  der  im  Geerdinatenaa&ing  liegende 
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A«lWr|Nmlil  müM  Scl|«H*gQttgmi  IxgaMit  bo  iMsitet  dermllie  cur 

die  nämliche  Phase  ist  alten  Aetbertbeilc|ieD  gemein^  «reiche  mit 
jenem  auf  der  nämlichen,  durch  den  Urspruni;  senkrecht  zur  Rieh, 
tung  der  direkt  einfallenden  Strahlen  gelegten  Weilenebene  sich 

befinden.  Bildet  aber  die  Richtung  der  direkten  Strahlen  mit  den 
Axen  der  ,x ,  y,  2  Winkel,  deren  Cosinus  der  Reihe  nach  l,  m,  n 
sind,  so  wird  dem  i'unkte  (x .  y)  <inf  der  Schirmebene,  welcher 
von  der  vorhin  genaunten  Weiienebeu^  um  die  Grösse  Ix-^^m^ 
abstehe  die  Phase  .  '  « 

zukommen.  Der  Punkt  {x,y)  muss  nun,  nach  dem  Iluyghen'schen 
Princip,  als  leurTif nnder  Punkt  angesehen  werden,  der  narh  allen 
Seiten  Lichtstrahlen  aus-sendet.  Der  Strahl,  weicher  die  Rich- 
tlinie in,  b,  c)  verfolgt,  hat  (wenn  die  Brennweite  des  Objektivs 
oder  der  Radius  der  Bildfläche  durch  f  vorgestelit  wird),  bis  zur 
'  obenerwähnten  Tangentialebene  den  Weg  f — (a^-|-(^)  zujrück- 
>2til§geo,  ond  wird  demmicb  mit  der  Phase 

■  ■■  ■  ^  «_,-<,-^_,-« . 

daselbst  anlani^eo.  Die  Excursion,  welclic  der  von  (.r,  y)  aus- 
gehende, nach  (»/,  h,  c)  i^erichtctc  Strahl  aul  jenor  rlio  llililllaclie 
beftibrenden  Weilenfiliene  erzeugt,  d.  b.  die  Entlernung  des  da- 
selbst iiegenden  Aethertheütheiis  von  seiner  Gleichere"  irhtslage, 
erhält  man,  wenn  man  den  Sinus  dieser  Phase  nii]lti|dicirt  mit 
der  Amplitude  (]ct^  Strahls.  Um  für  letztere  einen  Ausdruck  zu 
gewinnen,  denken  wir  uns  aus  dem  einfallenden  Lichte  ein  Strah- 
lenbündel  herausgehoben,  dessen  senkreehter  Querschnitt  der 
Flächeneinheit  gleich  ist,  und  alle  Elenientarstrahlen  desselben 
zn  einem  einzigen  Strahle  vereinigt;  die  AmpUfnde  dieses  Strahls 
wird  der  Summe  der  Amplituden  aller  El; mentarstrablen  irh 
sein;  bexeiehn<^n  wir  diese  Summe  mit  A,  so  wird  das  unendlich 
dünne  Strahlenbändet,  welches  dem  Elemente  d.i:dy  des  Schirmes 
senkrecht  begegnet,  die  Ainplitude  Adxdy  besitzen;  bildet  dap^e- 
gen,  wie  wir  oben  angenonimei»  liahon,  die  Richtung  dtr  diiektcn 
Strahlen  mit  der  ]Normalen  des  Elementes  dadij  (welche  zur  z-Axe 
parallel  ist)  einen  \Vinkel,  dessen  Cosinus  =«  ist,  so  wird  dem- 
selben nur  die  Amplitude  nAda:dy  zukommen;  die  Excursion, 
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welche  der  vom  Punkte  {x,  y)  desSuhirmes  ausgebende  Strfthl  tnf 
der  Berflhruiigseben^  der  BlldflSche  eiteugt»  wird  denraaieli  dereh 

nAtla:df/&\tk-^  {vi — f—Q—a^x — (w— 6)3f) 

ausgedriickt  seit».  ZufolLifj  «lein  Priiicip  der  Uebereinanderlai^'e- 
runj;  kleiner  Bewegungen  erhalt  man  die  ExciirÄion  de«  iMldpunk- 
tes  (a,  6,  r),  wenn  man  alle  Excursioneii  addirt,  welche  in  der 
zugebürigeD  Tangentialebene  tstattfindeu^  d.  h.  ut^nn  man  da»  Dop- 
pel'mtegral 

l)  nAj[f6\a-j-  (ot  -rr /—  (/  —  a)x — (m — b)y)dt/dx 

Aber  alle  jene  Punkte  des  Schirmen  ausdehnt,  vvelche  dem  Lichte 
^den  Durchgang  ^erstatten.    Mit  Hilfe  dieses  Integrals  lassen  sich 

t  dann  alle  Umstände  angeben,  welche  die  Oscillation  des  Punktes 
(a»  by  c)  begleiten,  also  namentlich  auch  die  Licbtintensität,  weiche 
er  auf  der  Bildfläche  hervorbringt.  Da  nun  das  Integral  nur  von 
den  Coordinatpn  fa,  fb  der  Projektion  des  Bildpunktes  auf  die 
Schirmebenc  abhängig  ist,  so  wollen  wir  uns  die  im  Punkte 
(a,  b.  c)  der  halbkugeligen  ßilddäche  stattfindende  Lichtstärke 
auf  der  Schlnnehene  seihst  im  Punkte  T/a,  fb),  oder,  da  es  uns 

*  nicht  auf  die  absolute  Grösse,  sondern  nur  auf  die  Gestalt  des 
Bildes  ankommt,  in  irgend  einem  Punkte  des  Schirmes  aufgetra- 
gen denken,  dessen  Coordinaten  den  Grossen  (a,  6)  proportional 
sind,  und  statt  do^  halbkugeligen  Bildes  selbst  nur  diese  seine 
Projektion  weiter  untersuchen. 

4,  Stehen  die  direkten  Strahlen  senkrecht  vltift  Sehirm; 
hat  maii  also  /  =  0,  mssO,  »st,  so  geht  das  obige Jntei^ral 
Ober  in 

'  denkt  man  sich  nun  in  dem  ersten  Integral  die  Grössen  a$  b  be- 
zieblich  durch  a',  b*  ersetzt,  so  erkennt  man  leicht,  dass  es  sieh 
▼on  dem  letzteren  nur  durch  den  constanten  Faktor  ft  ont^rsciiei* 
det,  welcher  angibt,  wieviel  weniger  Lichtstrahlen  in  geneigter 
Richtung  durch  die  näraKche  Oeffnung  dringen,  ^bald  man  nor 

a'  —  l=ia,    b' — m=.b 


nimmt;  «m  also  ans  der  hei  senkrecht  einfallendem  Licht  statt* 
findenden  Bengnugserscheinang  diejenige  bei  schiefem  ElnfalleQ 
abtnleiten,  hmvcht  man  nur  die  fttr  erst^  entworfene  Projehtimi 
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fiet  Beugung  üna  Lic/Us,  , 

paralM  nii  «icb  sdlMl  «u  vewoJiidbeii,  bis  der  fiübefe  Anluigii- 
trankt,  in  welohem  aicb.die  diwliteii  Sta«hlm  BanuBMitoB,  nit  der 
Projektion  (/,  m)  des  jetst  vom  direkfeo  Lieht  getreieiieB  BUd- 
ponktee  BveammeiiflÜlt,  änd  dsiui  dee  gaose  Bild  mit  einem  eon- 
•tanteoj  veo  der  Rieiitmig  der  direkten  Strehleo  «bbingigeD  Fakter 
gleicbmSesig  zu  beeobetton;  ,1m  Uebrigea  erUrt  die  Projektien 
fee  Biidee  bei  ^ieeer  VereeblebHaK  siebt  die  mlndeefte  Aeederttng, 
wihrend  dae*  balbkugelige  Bild  selbet  efpe  um  so  grSeseie  Veraer* 
mng  erlei<i^t.  Je  weiter-'die  Verecbleban^  gebt.  Wir  dOrfen  una 
eenadfa  auf  die  ßetraebtoDg  des  letstoreo  lotegralee»  bei  welchem 
die  dii'ekt  elofallendeD  {Strahlen  eenkrecht  «nr  Scbirmebene  gäacht 
aittd*  beaehrBuken,  ntbren  aber  ven  non  an  der  Kflrae  wegen  die 
Beseicbnungeo 

2»,^.      '  Ina   '  2ff6 

in  daaaelba  ein,  indem  wir  zogleieb  den  Faktor  A  der  Einhalt 
gleichsetsen»  weil  ja  doch  nur^  die  Intenaittts^erliftltniaae,  nicht 
die  wirkliche  Liebtatärke  de«  Bildes  Gegeikatand  nnserer  Aufgabe 
sein  kSnnen.  In  dem  so  al^eSnderten  DoppeUntegral  ' 

können  die  f^irOasen  9  nnd  r,  welche  den  Cealnnsaen  a  und  6 
direkt»  der  Wellenlänge  A'aber  dmgekehrt  proportional  sind,  selbst 
als  Coordinate^  der  B|ldprojektion  angesefadn  wdrden. ' 

§.  5.  Um  nun  das  letztere  Integral  io  der  bequemen  Fonii 
eioes  Produktes  aus  A\ni]ilitu(!e  uod  Phasensinus  zu  erhalten, 
lösen  wir  zunächst  den  Sinus  auf,  indem  wir  den  Theil  p  der 
Phase,  welcher  die  Zeit  t  in  sich  schliesst,  von  dem  übrigen 
Theile,  welcher'  ,  die  Coordioaten  x  und  y  eotbält,  trennen»  und 
erhalten:  ,  «  .       .  . 

wo  abkürzend  , 

ffwdUii^rif)dydx^C  iind  ffBin(qs ry)dydx  sa  S 
gesetzt  .wurde.   Setzt  man.  alsdann 

C=  Joost  .und  ^ssJaint» 
so  wird  '  #     '  . 

"  Cstnp-f  iScoapp:  JBin(p-f 
währoQd  die  iileichuugeu 
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uod 

wm  BcManwaig-viii  i  not  J  dtonts.  '  f>«r  AusArnak  glM  die 
IMWfifkft  dM  PttoktM  (f ,  r)  «n. 

i 

^.  6.  Wir  (l(jiiken  uns  jetzt  das  Integral  (\\)  für  oine  bolie- 
bh^e  in  eineuj  dunkeln  Schirm  angebruchte  Oefinung  herge«itellt, 
und  ver*^leichen  damit  tlen  Ausdruck,  de.r  sich  liir  ein  dunkles, 
mit  jener  Oeffnune  < onuiucDtt's  Srhirmcben  ergibt,  weicbes  der 
eiiitaüeiiden  nach  allen  leiten  unbei;i  enzten  Lichtwelle  i»>  den 
Weg  tritt  Alan,  mu99  in  diesem  Falle  die  iolegration  des  Aus- 
drucks '  t 

von  den  WSnden  des  Stfblnnebemt  an  nach  allaa  Suiten  bis  in*s 
ünendiiche  kitsdelmen,  ode>,  was  dasselbs  ist,  man  nmss  m  der 
Exenrslon»  vreleiie  darcb  die  gesanmite  Welle  beprorgebracbt 
wAide,  die  Wirkvagf  desjenigen  Tbellea  abtleben«  weleber  vom 
Scbirmcbeo  veideckt  wird*  Mao  erbftlt  #o 


—0»  —OD 


wo  die  Grenzen  des  aweilen  Doppeliotegrals  die  nämlichen  sind, 
wie  oben  bei  der  kleinen  Oeffhung.  Um  den  Werth  des  ersten 
Doppefiotegrals  kennen  za  lernen«  deoken  wir  uns  Ate  etnfaUende 
Welle  parallel  zur  AbiNsIsseaaxe  in  unendlich  viele  geradlinige 
Streifen  von  der  Breite  ß  zerlegt.  Das'  Integral  nach  $  zerföllt 
dadorch  in  eine  voendlicbe  Menge  von  Integralen,  deren  jedes 
einem  Streifen  der  Licbtwelle  entspricbt;  ein  beliebiges/decae^* 
ben,  s.  B. 

»Ui{fi  +  qa;  i'r$f).dy 


f 


liefert  nacb  vollendeter  iotegratSon  der  Anadmck: 

1  ■  ' 

welcher  Null  wird,  sobald  man  die  Breite  ß  der  Streifen,  welche 
ja  beliebig  gewählt  werden  kann,  aus  der  Gleichuncr  rß —2vn  be- 
stimmt, während  v  eine  beliebige  ganze  Zahl  hcdeutot.  Die  ^Be- 
stimmung von  ^  aus  dieser  Gieicboog  wird  pur  dann  aamuglicb» 
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wentt  r  ssjO  ist;  aMana  kasa  maa^  aa  laafa  aar  9  niöbt  Nall  iat, 
dia  Ltcbtv^elle  ie  StraUaa  aetleganj.  waldia  dar  OrdHpalaaaia  pa* 
rallal  laafcn  «ad  naa  saaiat  aadi  -dr  toltgriraa;  jadca  eiaaelft^ 
ainam  aaUsbaa  8trailea  aatapfa^liaiida  latagral  wird-aladaaB  Nall 
aaa  dan  nftmliehea  Grilodea  wie  vorliar/  Waaa  also  q  vad  r 
aklii  gleiehaeitig  Nall  aind,  yaraebwlndat  daa  DoppaRategial  mÜ 
dan  ao6iidlielia&  Graaaaa  rollaltadig,  aad  md  babiUt  iBr  die  Bs« 
cvralaii  daa  Blldpiiafcf—  {q,  r)  aar  aoeb  daa  ▲aadnick: 

welelMr-aieb  nm  dem  Mr  eine  gleichgreeae  aad  gleleligeataltete 
Oeffnung  geltenden  nar  dvreli  daa  entgegengesetsto  Vertelcliea 
üBteraeheideC.  Da  der  Llchteindnick,  welcheo  ein  aeliiriBgender 
Aetherpnekt  hervorbringt,  dureb  das  Qnadrat  der  Atafditade  darge« 
stellt  wird,  so  veraebwindet  bei  der  Berecbaang  desselbea  der  Zei*  ^ 
cbenuatersebled ;  die  Llcbtersebelnaog  also,  welebe  dareb 
ein  dankles  Scbirniefaen  berTorgebraeht  wird,  Ist  ▼all« 
.kommen  Ideatlscb  mit  derjenigen»  welebe  von  einer 
gleichgestalteten  and  gleiebgrossea  Oeffnung  b-er» 
rdbrt,  mit  alleiniger  Ansnabme  desjenigen  Pnnktes,  welclier  von 
den  direkten  Strahlen  getroffen  wird.  Dieser  besitst  nftmllcb, 
weH  für  ihn  9rasr=0  Ist,  die  Ezcorsion 

^         j^^   dydx—ffdyda:^.  sin pt 

seine  Amplitude,  welche  ilmvh  dpu  eingeklamnieTtett  Faktor  vor- 
gestellt M'ird,  ist  demnach  gleich  der  Amplitude  der  ganzen  Welle 
vermindert  uiu  die  Amplitude  desjenigen  Theils,  welcher  von  dem 
dunkeln  Schirmchen  aufgehalten  wird*  In  beiden  Fällen  also,  (i3r 
das  dunkle  Schirmchen  und  die  Oeffnung,  ist  die  Amplitude  des 
direkt  beleuchteten  Punktes  gleich  der  Summe  der  Amplituden 
aller  durch  das  Objektiv  (oder  die  Popille  des  Auges)  .wirklieb 
eindrtngeodea  strahlen* 

Alle  diese  Schlussfolgerungen  sind  ganz  unabbSngig  von  der 
Natur  der  Grenzen  des  zweiten  Doppelintegrals ;  sie  gelten  daher 
nicht  nur  für  eine  OelFnung  und  ein  Schirmeben,  sondern  auch 
für  beliebige  Gruppen  ron  Oeffnungen  und  Schirmehen. 

§.  7.  Der  im  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelte  Sats 
lässt  sich  leicht  auch  durch  folgende  elementare  Betrachtungen 
beweisen.  Sei  A  ^Taf.  Ii.  Fig.  2.)  ein  beliebiger  Punkt  am  Rande 
einer  kleinen  Oeffnung  und  ^iS  irgend  ein  von  demselben  aus- 
gebender gebeugter  Strahl,  und  legen  wir  durch  letzteren  sekrecht 


« 


Digitized  by  Google 


^02  Lommei:  Beiträge  utr  Theorie 

sof  Ebene  des  Schirme«  (oder  der  mit  Ihm  cengralrenden  Welle) 
ewe  fibeoe^/so  echneidet. diese  die  Oefirang  längs  der  Geraden 
AB.  Wollen  wir  jetst  die  Resultante  ^ler  Stfshlen  Inden,  wcMe 
i{i  der  genannten  Ebene  (die  augleldi  die  Eliene  der  Pigar  iet) 
liegen»  so  (Jieilen  wir  ÄB^  von  A  angefangen,  'nach  B  bin,  in 
gieicbe  Tbeile-J«,  6c,  ed  n.  s.  w.,  deren  Länge  so  besoki^ 
fen.ist,  dass  der  Gangnnterscfaled  ii/  sweler  Raiidsttableo  AS 
.'and  as  der  jenen  Abtheilnngen  ent8|»recbendea  StraMenbfindel 
gerade  eine  ganze  Wellenlänge  .beträ|;t.  Alsdann  verschwindet 
die  Wirkung  der  vollständigen  Bfindel  Aa,  ab,  6e  ganz,  und  nur 
diejenige  des  unvollständigen  Bändels  cB  (dessen  Breite  cB  in 
.der  Figur  kleiner  als  4^  angenommen  Ist)  bleibt  äbrig.  ^  Tritt  • 
jetst,  ohne  dass  im  'Uebrigen  etwas  geändert  wird,  an  die  Stelle 
der  kleinen  Oeffnung  ein  mit  ihr  cengruenter  kleiner  Schirm,  und 
macht  man  die  nämliche  Construktion  wie  vorher,  so  stellt  jetst 
AB  den  Schnitt  des  Schirmchens,  die  bis  Ib*s  Un^dlich«  ver-  ^ 
ISpgert  gedachten  .Geraden  A  W  und  B  W  dagegen  steilen  den 
Schnitt  der  unbegrenzten  Lichtwelle  dar.  Theilt  man  jetzt  die 
Gerade  WJV'  Punkt  ^  aus  nach  rechts  und  nach  linke,  ' 

wie  oben  ^angegeben,  in  die  gleichen  Tbeile  Aq,  ab,  bc,  cd, 
Aa',.,..,  so  bringen  die  Strahlen,  welche  von-den  Well^nstücken  ' 
AW  und  rfW  ausgehen,  keine  Wirkung  her%'or,  und  die  zwischen 
A  und  B  auf  das  dunkle  Schirmchen  treffenden  werden  ganz  ab« 
gehalten.  Es  kann  also  bloss  noch  der  Theit  Bd  der  Welle  zur 
Wirkung  kommen.  Ist  aber  m  der  Mittelpunkt  voo  cd,  und 
*madit  man  dnz=Bm,  so  vernichten  sich  die  Bündel  ßm  und  dn 
gegenseitig,  weil  sie  in  ihrem  Gange  uro  eine  halbe-  Wellenlinie 
differiren»  und  man  behält  bloss  noch  das  Bflndel  mn  übrig,  wel* 
ches  sich  von  dem  bei  der  kleinen  Oeffnung  übrig^  gebliebenen 
Bündel  cB  bloss  durch  seinen  Gangunterschied  von  einer  halben 
Wellenlänge  unterscheidet.  Daraus  folgt  aber,  dass  die  im  Bilde 
vom /dunkeln  Schirrochen  erzeugte  Excursioo  gleich,  aber  entge* 
gengerichtet  ist  derjenigen,  welche  die  mit  jenem  congruente  kleine 
Oeffnung  hervorbringt,  und  dass  die  Lichtstärken  selbst  in  beiden 
Fällen  die  nämlichen  sind.  Nur  wenn  der  Strahl  AS  senkrecht 
steht  zu  AB,  also  lur  die  direkt  einfallenden  Strahlen,  lässt  sich 
die  hier  angewendete  Construktion  nicht  durcbijfibren ,  weil  die  , 
Tbeile  Aa,  ab,.,,,  alsdann  unendlich  gross  genommen  werden 
müssten.  Alsdann  werden  aber  alle  auf  das  Objektiv  treffenden 
Strahlen  in  dessen  Brennpunkt  vereinigt 

V 

Lest  nian  der  Fijrnr  (und  dem  Beweise)  andere  Voraussetzun- 
gen zu  Grunde,  als  hier  gesciiehen  ist,  (ninunt  man  z.  B.  cß>  heil), 
80  wird  man  doch  immer  zu  dem  nämlicbeu  Hesultate  gelangen. 
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der  Beugung  des  UeMs.  • , 

§.  8.  Aber  nicht  allein  swiaelmi  dra  In  liiMM  dfamMn  Mim 
angeUrachten  Oeffmingeo  und  congroentefi  «uchireluilchtigen  ScMräi'* 
clien  herrscht  etoe  solche  UebertinstiimUDg  in  den  voo  iliMa- 
hervoTgebracfatenBeuguiigcerselMliiiingen,  sondm  aueb  swischen 
OeffnuDgen,  welche  in  durchsichtigen  planplaoen  isotropen  Ptst- 
ien  aogelitaeltt  sind,  und  gleichgestelteten  planplaneh  dorchsioli* 
tigen  Scbirmcben.  lüan  erhSIt  nSnlicb,  wenn  d  die  Dicke  der 
Platte,  II  ihren  Breebnogsezponenteii  und  K  den  Schwfichunga- 
coefliclenteo  bezeichnet«  llir  dne  in  der  Platte  angebrachte  Oeff- 
nopg  die  Excursioni 

—OD  — OD 

und  für  ein  ebenso  gestattetes  durcbsiebtiges  PIftttchea  von  der 
nSmlleben  Dicke  und  dem  nSmllcben  Material: 


-fco  ~ 

tiinip-{-qxi-rif).ilyd»  ♦ 

i 

wo  iV  statt      .(»•:- l>ii  steht.    Da  in  beiden  AasdrOcken  d|e 

Integraie  mit  den  unendllcben  Grenxen,  so  lange  nicht  ^srssO 
ist»  Terscbwinden,  und  die  noch  Hbrigbleibeiiden  ikusdrQcke  sich 
nnr  durch  das  entgegengesetzte  Verseichen  nnterscbeiden,  so  er- 
kennt man  sogleicb,  dass  die  beiden  Beugungsblldar  mur  in  jeneoi 
Psnkte  Ton  einander  abwelefaen  kSnnen^  irelcber  von  den  direkten. 
Strahlen  getrelTen  wird.  Indem  dieser  Punkt  In  beiden  Fallen  alles 
Liebt  In  sich  meinigt,  welches  durch  das  Objektiv  des  Femrobis 
(oder  die  PapHle  des^Anges)  überhaupt  eindringt» 

Von  der  durch  «Inen  dunkeln  Schirm  hervorgebrachten  Er- 
-seheinung  uBtaisoheidet  sich  die  jetzige  bloss  dadurch,  dass  jene» 
mit  Beibehaltung  ihrer  Gestalt  und  ihrer  Intensitätsverhältiiisse» 
jetzt  in  allen  ihren  Punkten  durch  einen  constanten  Faktor  gliteb* 

missig  niodificirt  erscheintT  was  man  sogleich  erkennt,  wenn  man 
hier  wie  oben  (§.5.)  die  Berechnung  der  Intensität  des  Bildes 
'  unternimmt.  iMan  erhält,  wenn  man  in  dem  ersten  der  obigen 
Ausdrücke  den  riieil  p  der  Phase  von  dem  übrigen  absondert 
und  das  Doppeiintegral  mit  den  uneadüchen  Gienaeot  welehett 
=0  ist«  weflüsst«  zuerstt«  ' 
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+  cosp  *J31»\r  iqx  +  r^) —K»  «in  {qx  +    — iV)] .  dythr   '  • 

und  daraus  alsdaon: 

J«==  [C.(l-£co8iY)-jr.  iS.sin  (l--Äcoi8if)+jr.  C.sioiVp 

> 

,    =(l~2J:co8-^(«-l)ii  +  Ä'«).(C«  +  6«).  - 

.  Der  Faktor  1— ttm-j  (»— l)tf-f  JT*  TcriehwiDd«!^  sad  mit 

ihm  die  ganze  Beugungäersciieinung,  wenn  man  fiat  K=n~lf 

d.  b.  wenn  die  optiacbea  Eigenschaften  der  Platte  von  d,enen  des 

umgebenden  Mitteln»  nicht  verschieden  sind.    W  enn  dagegen  n  und 

K  beMimmte,  von  1  verschiedene  Wertbe  besitzen  (n>  1,  jr<l), 

so  äiideit  sich  der  Faktor  periodisch,  wenn  sich  die  Dicke  der 

Platte  und4>rt.    Er  ^eiindet  sich  iu  seinem  Minimum  (1  —  A)^,  so 

vX  * 
oft  ii=^^^^  wird  (wo  V  jede  poi^tbe  gai»e,ZaU  bedeutet)»  er 

wild  i,  weDD  d  der  GlefeluiDg  coe^  (»--1)11  = geoflgt«  fär 

4=^^^'r— 1  wird  derselbe  =l+i:«,  aeiu  Mazimam  (l+JT)« 

2v+ 1  X 

erreicht  er  bei  d=- — ^ — «  ü—  i  *  durcbläutt  dann  aboebmeud 
wieder  die  WeitiM 


m   ^   mm  ^      4V  +  3         X  ,      ~  2tf  ^         ,  ^ ,  K 


* 


iQtti  von  da  ab,  bei  stets  \vachsendei)i  d,  den  iiaiiilichen  Cycltis 
von  Werthen  Von  Neuem  zu  durchiauten.  Man  gelangt  dentnacit 
jso  demmcrkwßrdigen  Satze,  dass  die  Beugungscrschoinnng,  weiche 
eine  in  einer  durchsichticfen  Platte  fin^jehrachte  Uefinung  hei  ho- 
mogenem Lichte  hervorbringt,  je  nach  der  Dicke  der  Platte  bald 
dfistOTer  hnld  heller  erscheint  als  diejenige,  welche  von  einer 
glciclitiostaltetun ,  gleichgrossen,  aber  in  einem  dunkeln  Schirm 
angebrachten  Oeffnung  erzeugt  wird;  auch  kann  man  der  Pl^te 
verscbiedeue  üicken  ^ebeo  (zu  bestimipen  aus  der  Gleieiian^ 


• 
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'  der  Beugung  des  lichU*  • 

2»  y 

€o«-j(ti~1)ils-^),<  für  welche  eich  die  Eredieinaeft  .von  der- 
jenigen des  duokeln  Schirmes  gar  nicht  uotejrscheidet. 

fiiamt  roait,  statt  des  boniogeaeii,'freiMe«  Licht  ai^  eo  wer- 
'dien,  wenn  eine  Farbe  sich  io  ihrem  Minimum  befindet,  es  nicht 
zugleich  aech  die  anderen  seie;  des  fariiige  Bild»  welchee  jetst 
entsteht,  wird  sieh  daher  in  allen  Fillen  von  demjenigen  unter' 
scheiden»  welches  eine  io  dunklen  -Scbirni  hefiodlidie  Oeffaeig 
im  weieseD  Liebte  seigt 

'  \' 

§.  9.  Wenn  eine  in  dunklem  ISchirm  angebrachte  Üeffnung 
von  einer  durchsichtigen  isotropen  Platte  verschlossen  wird,  oder 
wenn  ein  mit  jener  Oeflfnuug  congruentes  dunkles  Schirmchen 
auf  einer  solchen  Platte  befestigt  ist»  so  ündet  im  Punkte  {q,  r) 
dee»  Bildes  im  ersten  Falle  die  Cxcursion 

Statt,  im  zweiten  Falle  aber  die  folgende:  * 

/+•  /*+«  *         ^  ' 

—m      — • 

—  K.JfB\n{p — N  ^  qx  ^Ty).iLifdx  i 

welche  sich  nur  durch  den  Pbaeenunterscbied  N  und  duieb  ihre 
mit  IT  verkleinerte  Amplitude  von  denjenigen  unterscheiden,  welche 
l>ei  Weglassung  der  Platte  stattfinden.  Die  Intensität  des  Bilden 
selbst  erscheint  bloss  durch .  den  unveränderlichen  Faktor  ge* 
ecbwäcbt»  ohne  sich  mit  der  Dicke  der  Pintte  eder  mit  der  Wellep- 
ttoge  des  einfalienden  Licbtea  au  ftndem. 

{.  10.   In  den  beiden  Doppelintegralen 

auf  deren  Keontniss  die  IJeant^vortung  aller  bisher  herührtLn  Fra- 
gen zurückgeführt  ist,  kann  eine  der  beiden  angedeuteten  Inte- 
grationen »  z.  B.  die  nach  y ,  ohne^  Anstand  ausgeführt  werdeni 
Blan  erhält: 

■ 

/ß  da:  /*ß  fix 

—  .sin(^x  +  ry^  —J      —  .sin(^a;  +  tjyi)  =  T^—  , 

er  u  , 

*■  * 

I  ♦ 

wenn  man  unter  $i  vnd  ^2     Ordlnatei^  der  .untern  «nd  det  pbem 
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Lommei:    Üti tröffe  %ur  Ik&orie 


Beugungscurve ,  aat«r aad  ^  aber  die  te«wr«leii  AbedMen- 
werthe  der  Oeffomig  «veretebt. 

Man  bemerkt  sogleich,  daas  diq  Herstellung  obiger  Integrale 
in  {geschlossener  Form  immer  möglich  ist  bei  gradlinig  li^egrenzten 
Oeffnungen.  Die  interessantesten  Fälle  dieser  Art  hat  Schwerd 
in  seinem  ausgezeichneten  Werke:  „Die  Beugu ng «ersehe i - 
nungen,  aus  den  'Fu  n  d  ame  n  t  al  ge  s  c  tz  en  der  Undula- 
tionsthoorie  analytisch  entwickelt  von  F.  M.  Scliwerd. 
Mannheim  183:1",  nach  attderer  Methode  zvtar,  über  so  meister. 
halt  und  erschüpiend  behandelt,  dnss  wir  uns  hier,  auf  das  ge- 
nannte VVerk  verweisend,  eim»  Wiedtrholung  derselben  erlassen 
dürfen.  Wenn  \\\x  nun  trotzdem  ilie  Discus.sion  der  von  einer 
|iaiallelui;ranun:itis(  lien  Oeffuung  erzeugten  ErscheiouDg  hier  fol* 
gen  lassen,  so  i^cNchieht  diess  zur  Bequemlichkeit  des  Lesers, 
weil  wir  im  \  ei  hiule  dieser  Abhandlung  auf  dieselbe  zurückzu- 
weisen geuöthtgt  seiu  wetjdeo. 


.  4 

§.  11.  %^fk  Wir  dem  recbtwiokli^D  Axenkrens  ia  der  ^birm» 
ebene  eine  beliebige  Li^e  geben.  IcoDDeoi  eo  verlegen  wir  seinen 
An&ngspDnkt  In  d^n  Diagonalendurchecbifitt  den  Parallelogramme 
und  nebmen  die  Aze  senkreebt .  so  dem  einen  'Seitenpaar. 
Dann  «ind 

■ 


die  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  welcbe  die  Oeffnung  oben 
und  unten  begrenzen.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  In- 
tegrale C  ütad  j$,  und  formt  die  unter  den  Integralzeichen  vor- 
kommenden  Sinue  nnd  Cosinus  uro,  indem  man  den  mit  x  behaf- 
teten Tbeii  des  Bogens  von  dem  constanteri  trennt,  so  erhält  man, 
wenn  y  die  £nt(ernnng  der  zur  Abscieaenaze  senkrechten  Seiten 
besEeicboet: 


und 


^    „  sinj/3r    /*+iy  .';  .  \ 

das  Integral  <S  verschwindet,  wie  man  leicht  sieht,  zwischen  den 
Grenzen  — iy-uud  Wy,  so  dass  nur  das  integral  aiiszuwc^rtlien 
flb^lg  blelbty  weiebee  obae  Weiteres 
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\ 

%  • 

  sin  TtßbX-^  siBayCd  -f  c6)A--*  _ 

gefanden  wird.    Führt  man  jetzt,  uro  diesem  Ausdruck  eine  he« 
.  queme  Gestalt  ztf  geben,  statt  der  rechtwinkligen  Coordlnaten  a, 
ö  schiefwinklige  Coordinaten  a'.  b'  ein,  deren  Ordln^tenaxe  senk- 
reeht  steht  sn  dem  sweiten  Seitenpaar  des  Parallelogramms»  wSh- 
rsnd  man  die  Absdssmze  senfareebt  an  dem  ersten  Seitenpaar 
beibebil^  se  findet  man  a's:af«6  n|id  6«gleicb  den  Pkednkte.aw 
in  den  Coainas  des  Winkels«  dessen  Tangente  »«ist;  Aumt 
man»  naebdsm  man  disse  Warthe  mngeaetst  hat,  ß  mit  dem  ge- 
.  nmmten  Coshina  antammeii  nnd  beaeiehnet  dieses  Produkt,  wel- 
ebes  nichts  anderes  ist*  als  die  Bntfemnng  des  sweiten  Sdten- 
paa^esy  mit  d,  so  hat  man  schliesslich,  wenn  man  auch  noch  den 
Fllclieolohalt  ßy  des  Parallelogramms  =  1  annimmt: 

/sin  ^Tyfi'X-iVi  /smnöbrX-jy 
•'^'7' V  »/a'i-*^  /  '\  nöblir^  J  : 

X  Bedeuten  ^  nnd  v  unabhinglg^  ron  einander  alle  positiven  mid  ne- 
gathren  gansen  Zahlen,  so  verschwindet  der  erste  Faktor  für 

der  swelte  Faktor  aber  flir  ' 

'  so  lan^  nnr  (i  und  ¥  nicht  Null  sind.   Durch  diese  Gleichungen 
sind  demnach  swei  zu  den  Asen  'parallele  Systeme  vSjlig  donkler 
Geraden  vorgestellt,  .welche  die  Projektion  des  Beugungshildes 
-  In  parallebgrammatische  Felder  serscbneiden»  die,  .der  parallele- 
grammatischen^  Oeffnung  ähnlich,  gegen  dieselbe  um  90^  gedreht 
emeheinen«  Ulmmt  man  aber  f,  also  amsh  ö%  gleich  Null,  so 
'  ettaält  maa»  weil  der  iwelt»  Faktor  gleich  1,  wird,  die  Intensitit 
•  aaf  der  Abscissenaze: 

'  und  ebenso  diejenige  auf  der  Ordlnatenaxe  für  a*  =  0: 
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Med  brattcht  demoach»  um  Id  eio«ni  heliebigvD  Paukte  «'^  if* 
de»  Bildes  die  LlehtotSrke^fceeDtR.sd  leim,  oitr  diejteteiisitlten, 
welehe  auf  den  Azen  den  nämlichen  GoardiiiateD  eptapfecben»  mit 
einander  so  maltiplidren«  nnd  da  die  Anedrilck^  tvelcbe  diese  In- 
tensttftten  ▼oretelien,  alle  beide  die  nSmlicfae  Form  haben»  so 
bravdbf  man  nur  die  Wertbe  Ton 


■ « 


Ci-J 


lir  alle  WerAe  Ten  «  wa  bereebnen,  wd,  wie  Sebwerd  ee  In 
•bengenannten  Werke  gethan  hat,  ii|  eine  Tabelle  «oeammen» 
•teilen;  man  fcnnik  alsdann  .mit' Hilfe  dieser  Tabelle  fttr  jeden 
Panfct  des  Bildes  die  Liebtsürke  sofert  angebe«.  '  In  der  fel|ini 
den  kleinen  Tabelle  sind  die  Mashna  Jenes  Ansdroeks  «a%efiuiil 


Ü.ÜOOOOO 
4.493409 
7.725252 
10.904120 
144166194 
17.280753 
20.371302 
23.519445 
26.660054 


Oo  0' 
257«  27'  12" 
442  37  28 
624  45  36 
805  66  .  I 
986  40  86 
1167  11  23 
1347  33  55 
1527  51  9 


l.ÜÜUÜÜO 
0.047190 
0.01Ö480 
0.008340 
a006039 
0.003361 
0.002404 
0.001805 
0.001404 


Man  üieht«  dass  die  Maxima  den  Punkten,  deren  Aljacissen 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Quadranten  gleich  sind,  um  so  näher 
rücken,  je  weiter  maa  aaf  der  ;ir-Axe  vorwärtsschreitet. 

12.  Pdf  kmmmlitfig  begrenzte  Oefnungen  körnten  die  In» 
tegmie  €  und  8  in  gescblesaener  Fcrrm  nickt  angegeben  ^eiiden. 

Bei  einer  kreißformiiinii  Opffnnnfr  zeigen  offenbar  alle  durch 
den  Mittelpunkt  der  Bildprojeldintj  gczogeoen  Geraden  iJie  n  iniliche 
Keihentolge  von  Intensitäten ;  es  gefügt  daher»  blos*  eine  dieser 
Geraden,  z.B.  die  Abscissenaxe  selbst,  näher  zu  untersuchen. 
Setzt  man  zu  dem  ImkIo  in  den  Integralen und  die  Ordinate 
r  =  0,  80  bemerkt  man,  dass  das  Integral  «i^  verschwindet»  das  In- 
tegral C  abe^  di«  Form  ^ 
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auninimt»  wo  den  Ualbipes^er  der  kreisionnigen  Qeffauug  be- 
deutet.  Nun  i»t  ober: 


/ 


80  (lass  man,  wenn  auch  noch  .r  an  die  Stelle  von  Hq  und  iler 
Flächeninhalt  Ä%  der  OeÜnung  gleich  1  gesetzt  wird,  scbtiess* 
lieh  erhält: 

_     _     ,     3         3,5  ar*    3.5.7  \    /  . 

C-J-l-j.gi+j^.gj-^^.yi  +  -....  ID  IUI. 

eine  unendliche  Reihe,  welche  für  jeden  Werth  von  x  convergent 
ist,  und  die  Werthe  von  J  ttod  mit  beliebigei  Gentnrgkeit,  und 
ffir  kieinere  Wertbe  vin  x  auch  mit  gfosser  Bo^nemliehkeit,  wk 
berechnen  erlaebt 


Scbuerd  hat  statt  des  Kreises  das  L-in^eschriebetie  re^ 


massige  180- Eck  berechnet.  Die  so  üdLintlcnt  ii  WertUe  stimmen 
mit  denjenigen  der  obigen  Keilit;  6ehr  gut  überein. 

Nallwertbe  der  Funktion  J  finden  Statt  bei  folgenden  Werthen 

von  XI  . 

3.832 

7.014  ' 

10.172  •  ' 

.   -  '      ,  13.3^2? 

16.471, 

§.  13.  Ohne  auf  die  Discussion  der  von  ^peciellen  Oefl'uun- 
gcn  hervorgebrachten  Erscheinungen  weiter  einzugehen,  wollen 
wir  noch  einige  allgemeine  Sätze  erörtern,  \velche  sich  aus  der 
blossen  Form  der  iDtegruie  C  und  S  ergeben. 

MnHiplicirt  man  in  den  Integralen  C  nnd  8  des  §.  10.,  nach* 
dem  n^an  zuvor  r'  an  äie  Stelle  von  r  gesetzt  hat,  die  Ordinaten 
ffx  und  ff%  der  beiden  Begrenanngscumn  mit  einem  constanteo 
Faktor  JT»  «o  erhält  man: 
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«  '  f,        a  * 


V  Setzt  man  mm  r'  s=  ^  so  uiiterschctden  üicb  diese  lotegrale 

von  den  ursprüngiichen  C  und  jS  bloss  dadurch ,  dass  sie  Bocb 
mit  K  mnltiplipirt  erschdioen.  Kan«  dato  eine  Oeffopng  dadareli 
'Von  eioer  akidern  abgeleitet  werden,  dass  man  sftnimtlieiie  Ordi- 
nateii  dieser  ietateren  mit  Einern  conatanten  Faktor  K  vatolebt, 
so  srhSIt  man  das  tBitd  jener  eiflerea  ans  dem  der  letsl6Mn» 
'vrenn  man^wine  Ordinalen  mit  der  nKmlleben  Gr6sse  JT  dividirtr 

T 

die  Amplitude  des  Punlrtes  (9»      im  neuen  ßilde  ist  alsdann 

▼on  deijenigen  den  Punktes  {q,  r)  Im  ursprünglichen  Bilde  nur 
*  durch  den  Faktor  K  verschieden,  welcher  das  VerhUtniss  der 
FlScbeninhalte  der  beiden  Oeffnongen  auadiNIdkt 

Mit  Hilfe  die^f^s  Satzps  lässt  sich  /..  H.  die  Er.sr]H  inunsc, 
v\ flehe  eine  elliptisclie  Oennuns;  hervorbringt,  leicht  aul  die  von 
e|nem  Kreise  herriihrenflc  /in ückführen.  Multiplicirt  man  uämÜch 
die  Ordinaten  des  Kreis;!e«j  mit  einem  Faktor  K,  der  grösser  ist 
als  1,  so  geht  der  Kreis  dadurch  in  eine  Ellipse  über,  deren 
grosse  Axe  in  die  Ordinatenaxe  zu  lirtiLMi  kommt;  dividirt  man 
gleichzeitig  die  Ordinaten  des  Beugun^shildes  mit  K,  so  verwan- 
dehi  sich  die  hellen  und  dunkeln  Kreise,  welche  von  der  kreis- 
runden Oeffnune  erzonert  naren ,  in  Ellipsen,  welche  unter  sicii 
und  der  elliptischen  ()»ftnung  ahnlich  sind,  deren  grosse  Axen 
aber  in  die  Abscis^^'  i  axc  fallen;  die  Amplitude  eines  jeden  die- 
ser elliptischen  Ringe  ist  Ä'mal,  seine  Liclit^itärke  folglich  iT^mal 
so  gross  als  die  des  entsprechenden  Kreisringes,  weil  auch  der 
Flächeninhalt  der  elliptischen  üeflfnung  A'mal  so  gross  ist  als  der- 
jenige dur  kreisfürniigeu  Oeffnung,  von  welcher  sie  abgeleitet 
wurde. 

f.  14.  .Setst  man  yi  =  yi-{-h,  d.h*  nimmt  man  die 'obere' 
Begremrangscurre  eines  Spattes  der  nnteren  imrallel  an»  so  er- 
hAlt  mi^n: 

'  C=sinÄr.2^|  — (lT-cosAr).ii  =2sin  4Ar.(cosi/ir.  ^i—sioiAr.  ij), 
S  =  sin  Ar .  Vi  -f  (1-eos  Ar) .  J?i  =Ssio  \kr.  fcos  ^Ar .  4-aln  \hr.^)\ 
toiglicb  .  . 
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lo  diea«iu  Ausdruck  hängt  blos  der  zweite,  eingeklammerte,  Fak- 
tor, von  der  Natur  der  Begrenzuogscarven  ab,  nicht  aber  der  erste; 
d!e84r  enthält  dagegen  die  i^ntfenmng  h  der  beiden  Grenzcurveo, 
von  welcher  jener  vyllig^  unabhängig  ist  Da  nun  sinsAr  — 0  wird 
für  Är=2v7t,  60  erscheint  im  Beugangsbild  ein  System  yölWiL^  dunk- 
ler gerader  Linien,  weiche  zu  den  Rändern  des  Spaltes  senkrecht, 
also  parallel  zur  Absclsfi^naxe^  vef laufen  und  sämqiiLtlich  in  der 
Glaic;^    !*':.'.      .  .  ' ,." 

•tttUfoB  aM;  Jade  lUnMlbefi  \et,  wie  matt  «iaht,  von  der  Dich* 
stea  am  eiae  GrBace  eatfarat  waleha  der  WeilenllBKe  direkl^  der 
0|feeiM.4iv  Bag^aeaanggordiaatia  aWr  aiqgihafcrt  >  pt opffHlaml 
tat  JUm  mt^^Q  (edert«t:teO)'erirfUt  aiaa  keine  ^danll^  Ual«^ 

indem      fiir  diesen  Werth,  die  Form,  2  aAoinuat.  .Befitimmt  man 

0  '  '  ' 

diesen  n  Werft  nach  der  gewöhnlichen  Metbode,  so  tindet  man 

fOr  r=:0: 

Daraus  ergibt  sich  aber,  dass  jeder  S[)alt,  df  ssen  untere  Begren- 
zungscurve  der  obern  congruent  und  paraliel  ist,  auf  der  durcli  die 
Bildmitte  senkrecht  zu  den  Rändern  des  Spalts  gezogenen  Gera- 
den genau  die  nämliche  Erscheinung  zeigt  wie  ein  parallelogram- 
matisoher  Spalt, von  der  näm|ichep  JQraite  uud,,R^i)dlänge^  .  ^ 

15.  ^  Hat  «an  ftlr  Irgend  eine  Oefnaag 

und  daraus 

•  ■  .      *     •  .      ■>  • 

gafaadaa.  nad  Hadert  man  die  Mfoung  jetit  dadarcb»  daaa  m^ft 
4er  Ordinale  der  oberea  Bagreniungsciirve  rtne  eoaatante' 
GrdfieA  bii|Kai|Bgt>  so  ergibt  eicht  '     -  .  _  . 

C  s    coe,Ar .  lj| -f- ein  Ar .  <£t  "*  A ' 

Ä'  =  —  eos/»r .     -J^  sin  Ar .  1  a  -|      ;  ,  • 

,T4ieuuxvi,  ar  V 


Dlgitized  by  Google 


umä  UttaiHi: 

KiBo&l  nuin  dabtr^  fttr  die  mpfUnglidbe  Oeibong  die  Integr^ile 
Fl,  T^f  Stt  90  kann  ioan  mit  Hilfe  dieeer  Ftfneel  ilte  Ben« 
gnngeetndielnnng  der  »weifen  Oefnnng  ieichf  bereclinen*  Be* 
merkenevrerfb  aber  lel».  daae  dfea^r  Msdmek  dem  iHr  die  etatere 
Oefnong  geltenden  inleleb  frird,-ee  eft  elnArssO  nnd  gMeiikettfg 
eeB^*=s'-|-l  Ist*  also  sobald  amn  bat: 

• 

Zieht  man  demnach,  itj  dem  ersten  und  in  dem  zweiten  Üeu- 
gunqsbild,  das  in  vorstehender  Gleichung  eothalteue  üystem  voo 
zur  Abscisaenaxe  parallelen  Geraden,  &o  ist  jede  dieser  Geraden 
im  zweiten  Bild  binsichtHch  ihrer  Beleuchtung  vollkommen  iden- 
tisch mit  der  entaprecbeodeD  Geraden  des  ersten  Baldes.  Nur 
die  Absdssenaze  selbst  entzieht  sich  diesem  Gesetz,  indem  filr 

0 

rssO  der  obige  Avedmeb  Air  die  Form  q  annimmt  Bereeli» 
net  man  aber  lllr  illeeen  ITell  J'*  dMrt»  eo  flndet  man  saniebet:- 

4 

(Ste -l- .  eee^.  dbr 
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\  • 

Daraus  gebt  aber  berror,  daas  die  Beleuchtung  4er.  Abscissen- 
axe  nur  in  jenen  Punkten  mit  der  ursprOnglicbeib  lllfereinstininit, 
in  welchen  ein  parallelogrammatiMlier  Spf  It  von  gleicher'  Breite 
wie  die  gegebei«  Oelrang  YSIIige  Dmilcellieit  berforbringf ji^  lyiQrde. 
ijn  jenen  Punkten  nbar,  wdeh«  M  der  nisprdligllsltoik  Qnfl^uog 
tak«!  enfUMm  (fü  welebn  €  mA  8  gleidbMitig  verveMn» 
den)»  hnrrielil  Jatst'  di^e^tgl»  PelAocbluiigjL  wekbe.  ^in  paj-ftUeJo- 
graanuitfaicber  Spalt  von  der  nimlieben  Bieita  nnd  der  BudBnge^ 
Ii  dort  enengen  wilide. 

§.  16.  Für  das  Beugungsbild  eines  Spaltes,  d^e^sen  obere 
Begrenzuns;8curve,  gegeben  durch  die  Gleichung  yz:^f{x),  der 
unteren  congruent  und  parallel  iat,  fanden  wk  in.  vu6^  aocb 

«odera^geeebriebeD,,dea  Auadrack: 

^((y      «hl      +ry)ii«y cos(«a;  +  tg)iJbcy\ 

wenn  unter  h  die  OrdiitateiKÜfferenz  der  beiden  Begren2un2:seur- 
ven,  linier  und  /„-fi  aber  die  Abscissen  der  Ründer  des  i^pal- 
tes  verstanden  werden.  Zerlegt  man  jetit  die  Oeflfnung  durch' 
unendlich  nahe  auf  einander  folgende  Ordin^ten  in  uTiemllich  viele 
schmale  Streifen,  so  kunnen  alle  diese  Sti^eifen  aU  l^aiallt^logramme 
aogeeeben  werden,  deren  Begrenzungslinien  durch  die  Gleichungen 

gegeben  nind»  wikrend 

un)d 

•  "  1  *  .  - 

gedacht  werden.  Man  erhalt  alsdann,  weil  /i-^yi  nttendUcb  klein 
gedacht  wird,  für  den  ersten  Streifen:  • 


^iQ4  Lommei:  BMlröge  zur  TUeorie  ^  - 


■ 

Auf  analoge  Weise  andet  nan: 


Ftthrt  mä«  die  Integration  fOr  die  folgeoden  Streifen  aut  die  ofin 
liebe  Art  dareh,  so  ergibt  eieb  suletat:    ^        '  . 

Für  das  andere  Integral 

erhält  man  eine  Samme,  welche  sieb  voo  der  vui  hergebenden 
blofl  dadurch  aoterscheidet,  da^s  im  letzteo  Faktor  eineeJedeD 
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Addirt  niAii  jetit  die  Qnadiato  der  beiden  integrale^,  eo  er- 
'  h$\i  man:    .  '  '  . 

■ 

Da  nuo  die  Endordinate  eines  jeden  parallelogrämmatiaehen  Strei. 
ÜMM  mit  der  Anfangsordinate  det  «ächstfolgenden  zasamiMBflUlt* 
ao  ergeben  aleb  «na  den  dnaaiMgmi  atattfadeadeo  Bedinguagaglei* 
ebnageai 

■ 

^die  felgeaden  RelatteiMNi: 
Setit  man  jetat 

CX|  =       SSS  tta  S  . . ,  •  S  Oft  ^  (K  ,  f  . 

und  beatbnmt  a  aaa  der  Gleieboag: 

^ae  erlangt  im  Aoadniek  jeder  Sammand  der  eckig  eingekhua* 
merten  Summe  seinen  grOaeten  Wertb »  die  latenaitM  aelbat  er* 
reicht  alao  ibr  Hailinam: 


\ 
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Babei  ist  die  O^fTmin^,  Ynit  Befbebaltung  ihrer  ursprüngMdien 
Breite  und  Hand  länge,  in  ein  Parallelogramm  ubergegangen,  «lei- 
sen obere  und  untere  Begrenzungslinie  senkrecht  stehen  zu  dor 
Geraden,  welche  den  Punkt  (y,  r)  der  Bildprojektion  mit  dem 
'  Coordinatenanfang  verbindet.  Will  man  daher  mittelst  eines  Spal- 
tes von  gegebener  Breite  uod  )^egebenem  Flächeninhalt,  welcher 
obeo  und  unten  voit  Parallelcurven  begrenzt  sein  soll,  auf  einen 
beliebigen  Punkt  des  Beugungsbildes  eine  moglichKt  i^rosse  l^i  cht- 
meoge  werfen,  so  braucht  (man  demselben  nur  eine  parallelo(]^ram- 
matische  Gestalt  zu  geben,  und  die  Kirihtung  der  geraden  liegren- 
zungslinien  so  zu  ^äblefi,  dass  jener  Punkt  in  die  eine  Ilauptaxe 
des  vom  Paraüelogramdi  erse^gieii  Bildes  zu  liegen  komnit* 

§.  17.  Attfi^arlN^  in  oiM»  «hmUDiSdiinit  werde  ein  Spalt 
von  der  •BfeMe  fi-^ti  angehnehl;  jmo  eoU  die  'Oonreo,  welche 
iliii  oben  und  noteo  begreasen,  so  wählen»'  das«  die  im  Punkt 
ig,  r)  dee'Bttdeeiier^Wi^MMlitelJidit^^  eto  Jiaiii^ni 

Bezeicbaet  oian,  .wle  in  §.  lO.» 


/ 


mit  C,  nnd 


-  [eos(9ar  -I- tyt)— cos  (^f» + lyi)] 


mit  8,  so  stellt 

die  Intensität  im  Punkte  (9,  r)  des  Bildes  vor.  SoM  dieselbe  ein 
Maximum  (oder  Minimum)  werden,  so  muss  die  Variation  von  «f* 
verschwinden,  wodurch  man  die  Gleichung  * 

erliült.   Nun  ist  aber  > 


und 
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m 

/ß 

«  . 

Da  4i«  iMBÜmmten  Iiilagr«l«  C  und  5  von  ar  laabh&oglg  sind, 
80  kann  man  mit  ikaea  unter  die'  Integraliatehm  too  4C  itfid 

■  • 

Seilt  man  jetzt,-  um  dieses  Integral  zum  Veraobiviiideii  zu  brin* 
gßa,  die  Faktoren  der  wiUkührlicbcii  Tariationoo  (fjf%  upd  iiß^ 
«IbmIb  der  Noll  gleid»  eo  erhält  mao  nir  fieetfmminig  der  beide» 
BegveiisiiBgeewYeD  die  swei  GMoheegeii: 

c,C  +  *«Ä  =  0   und    ci6  +  4iÄ  =  0.  , 

Aw  deaeelben  ergibt  eicb  ebbe  weiteree  die  Rehden: 

♦ 

et  Ol 

oder:  *     :  . 

wefeue  man  »cbUeset: 

d«    4m  Osdinaian  der  beiden  fieigreB»iii|gaciu;veii  dürfen  ^icb  nur 

vtc  vX 

mm  ^hM  eonetante  GrSeee  -^(=,^^)  70»' eineeder  enterecbeiden, 

oder  die  holden  Curven  müssen  cont,'raent  und  parallel  setn.  iNach* 
dem  diese  feetgeetelUv  ialiea  obige  zwei  Gleiebiingen  in  die  einzige 

■  tang(9a;4-ry)=-f 

/irsammen,  welche  alle  mr^gllchen  Losungen  der  Auf2;ahe  in  sich 
scbllesst.  Nun  ist  aber  der  Quotient  lur  Rechten  nach  x  von-  • 
fitant,  also  mnss  qx^ry  ebeDfalls  constant  sein;  die  gesuchten 
Begrenzuogslinien  können  demnach  nichts  anderes  sein,  als  gerade 
Linien,  welche  zu  derjenigen,  die  den  Coordinatenanfang  mit  dem 
Peebl  (f,  r)  dee  Bildee  verbindet»  eenkrecht  «teben«  Die  eben 


gttoMmte ,  Gerade  ief  aber  eine  dar  BauptttseB».  te  iill^aSf  »tt 
ehes  von  dem  durch  die  vorhin  beetomteii  BegrenMuigaKnieB  wÜ 
den  lUndem  des  Spalts  geluldeteA  ParaUelognsun  enengt  wiid. 


vn 


Mimmt  man  in  <ier  bereits  gefundenen  OrdioattndiifereDZ  ~  der 

beiden  BegreozaogsUnlen^  ir  gerade,,  ao  wird  die  Inteneittt  ha 
-Pnttfct»  r>  VvW,  and  man  bat  ein  Minbaiiiif'vdr  eSetfS  die  Jtth 
xinia  treten  ein  Ahr  die  ungeraden  WeHbe;'vott'y'$'eefUlt  alsdaaa 
der  Penkt  (q,  r)  in  einen  jener  Pnnkte  'der  Hauptne;  fttr  wefobe 

Uee  der  Zähler  des  Aasdrucks  ( ~~]   »eioep  grdssten  Werth 

erreicht,  also  nicbt  in  jene  Punkte,  iHt  welche  dleeer  Anadrack 

aellist  ein  Maxiroam  wird.  ,  ^ 
»1       ,     *    .  ■  •       ......         «  .'  ,  • 

\  Die  groeete  Intensität»  welche  durcb  einen  Spalt  von  der  Bireiie 

ß-^tt  ibi  punkte  (g,  r)  erzeugt  werden 'kann,  ist  Jieninacb 

«)*         .     1 .    .  .  A  .  ■  -i  • 

eie  ledert  eich»,  vrie  man  lelebt  beinerkt,  nk^t,  wie  gros«  oder 
wie  klein  man  auch  das  nngmde  r  nehmen  mag.  Sie  venda- 
dttrt  eleb  aber,  wenn  man  eines,  der  ee  eben  bestimmten  Ptaal* 
lelegramme  (dnieh  paralleles  VerscIiieheB  einer  Grenalinie)  etwas 
veffgfllseert  oder  verkleinert  oder  wenn  man  eebien  Begreozuoge- 
llnien  andere  gerichtete  Gerade  oder  beliebige  Curven  eabsätniri 

§.  18.  Ein  <(unkler  Schirm  sanimt  seinpr  Oeffming  werde  in 
seiner  Ebene  parallel  verschoben,  so  dass  der  Iriiher  im  Ursprung 
liegende  Funkt  die  Coordtoaten  x^,  jf^  bekommt»  so  sind  jetzt 

die  Coordinaten  desjenigen  Punktes  der  Ueffilung,  weichem  ¥of 
her  die  Coordin^ei^  ^»  Ji.  ontspracbeo»  und  .die  4^iiidfücke: 

jOrsin(9a:'  +  ry*),dyi«3J  =  S',  ;    .  '   •    -  '* 

wo,  naeh  beendigter  IiJlegratlon« ,  die  nlnüieban  Greoaen  wie  in 
C'und  S  angenommen  werdep  mflasen,  siod  jetst  die  Cempesan* 
tw  der  Ajoiflltidk  weliAe.  im  Ponkfte  iq,  r)  detBIdf»  atiliMei 

Nfin.isjfc  aber, 

I 

=itas{qa:Q^ryo^ffcoB{qx-{^Ty).dydx  ,    /  ... 
•—sin {qXQ  +  ry^)jj  %iu  ^gro:  +  ryj . dydxi ^  cC—  JtS      * • 
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der  B§u§tm  (US  UclUi,  4l}9 
und  ebeoM     '    :        <     >  ^ 

Mao  erhält  demoacb; .  , 

d.  h.  eine  und  dieselbe  Oeffnung  bringt   stets  dieselbe  Licht- 
erscheinung hervor,  an  welcher  Stelle  des  Schirmes  sie  auch  an-     •  - 
gebracht  sein  mag,  wenn  sie  nur  in  allen  Lagen  ihrer  urtiprüng- 
lichen  La^e  parallel  biet  Ii  L     Wir  häUen  die  Herleitung  dieses 
Satzes  urittirlassea  dürfen,  indem  sich  derselbe  bereits  bei  unsern 
einleitenden  Betrachtungen      L)  auf  die  einfachste  Weise  eru;ah, 
wenn  wir  nicht  die  eben  i^el midenen  Ausdrücke  zur  Berechnung 
der  Erscheinunc:^ ,  welche  durch  eine  beliebige  Anzahl  unter  sieb 
congruenter   Ueffnungeo,  deren  homologe*  Linien,  parallel  sind, 
hervorgebracht  wird,  benutzen  wollten.   Jede  der  beiden  Corapo-  _ 
santen  C  und  S'  wird  nämlich  jetzt  in  so  viele  einzelne  Integrale 
zerfallen,  als  Oeffnungen  vorhanden  sind;  man  bemerkt  aber  nach 
der  vorheri^elicndeii  Entwickelung  leicht,  dass.  diesen  Integcaleo^ 
folgende  Form  zukommen  musü: 


wo  z.  B.  unter  c'  und  s'  beziehlicb  cos (^d;^'-!'''^)  ^^sXn^qjXf^'-^t^f^') 
zu  verstehen  ist.   Man  erhält  daher: 

C?  a=  (c  +  c' +  .).C-- (f+ #' +5''-f ....).  S  =  CiC— *, Ä, 

Die  Lichtstärke^  welche  im  Punkte,  (f»  r)  des  Bildes  auftritt,' 
ist  folglich:  1 

Um  dieselbe  zu  erhalten,  braucht  man  also  nur  die  von  einer, 
einzigen  Oeffnung  im  ofimlichen  Punkte  erzeugte  Intensität  mit 
einem  Faktor  c^^-f       zu  multipliciren,  welcher  von  der  Anzahl 
und  der  CiruppiNiog  der  Oeffnaogen  io  bekaooter  Weise  abhängt 

Hat  »an  statt  dar  Gruppe  von  Oeffauogen  jatst  aine  gaas 
gleidie  Gruppe  dnnklar  Schinncben,  welche  JsiieB  OalhuDgen 


« 
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eoogment  sind»  so  naM  wum  die  «o  «tai  fcewoliBOlm  €iiB|*> 
«nton  C  snd  S'«  nin  die  nmea  «n  erhaltwi,  sobhidUM  ImM* 
lieb  von  den  Integralen 

4 

t 

#       cos(9ar4-r^).c^c2x  und,  /      /      sinC^^d^-f  ry)«(%iiir, 

— -CC   •  —30  — •  '  ^ 

■  welche,  so  lange  nur  q  und  r  nicbt  gleichzeitig  Null  sind,  ver- 
schHinden.  Dio  jetaigen  Compoennteii  der  AmpliCude  unterschoi- 
doo  sich  daher,  wenn  g  und  r  nicht  gleichzeitig  Null  sind,  von 
den  vorigen  blos  durch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wSh> 
rend  die  LichtstSrke  selbst  vollkommen  identisch  int  mit  der 
früheren.   Ffir  den  Mittelpunkt  ,des  Bildes  (tvo  qssr^O  ist)' 

.  dagegen^  in  nr elcbem  sich  die  direkten  Strahlen  Tereinigeoy  bat^man 

r     d^dx^uJlfd$d»  nad  S^ssQ, 

•-4D     —9  * 

wenn  n  die  Anzahl  der  vorhandenen  Sehirmcheu  angibt.  Das 
Integral  /  '   ,  « 


drfickt  die  Amplitude  aus,  welclie  im  Brennpunkte  des  Fernrohr« 
stattfinden  wOrde,  wenn  gar  kein  Schirmchen  vorbanden  wäre; 

ist  somit  die  Intensitfit  des  Lichtea«  welches  überkamst  direkt  in 
das  Femrohr  eindringt  *^  i 

{.  19.  Sind  die  si  Oeftiungen  (oder  Scbimicben)  lings  dhisr 
geraden  Linie  In  gfelebe  AbntSnde  gesteltt  so  das«  man  bat$ 

So^Sq,  aßa^^-lri»  «o*=!a^+2|,,...a^^^»*o+C«— 

so  bilden  die  Bogto  der  nitt  e  nnd  s  besalcbiinten  Coslnns  nod 
Sfams  eine  stitbmefisdie  Pregreesbte,  niid  die  ReiheD  €|  nnd  4 


imd 
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aiMtMiren.  Alan  findet  41«  i. 


und 


#«mi  abttf  ergiM  «Übt 

'  Iii  dioM  KmmI  iHM«  strUlto  ir«lci9r(ii./)^llir  M«Mi 
dl«  Iiiclittf«cli«iDiiiig  ansdiOcktti«  di*  eiae  «ioi|09  di^r  ^qgvbeiiMi 
OaAioi^flo  jianmrlniqgl;«  wtnn  #o  ?iel  Udit  4«reli  «le  hiadareb- 
gebt»  ele  durcb  alle  ii  OeAiM^;eii  Bnuamw^genaiiineii.  Die  700 
der  Aanbl  and  Lage  der  OeAND^^en  bettibreodeD  Modifikatio- 
nen  dee  Bilde«  slid  fae  «nlen  Faktor  airtbalteD,  dessen  bereits 
von  Schwerd  gegebene«  Dlscineeion  biet  nfcbt  wMerbolt  wistden 
'  soll.  Dieses  Verhalten  der  beiden  Faktoren  sa  etnander  ebarab- 
terlsirt  Schwert  «ehr«acli9D  in  folgenden  Weitai:  ,4ter  SMla 
FaiDtor  bildflt'So  zu  sagen  die  Grundlage  de« \g«Baeii  Gemälde«; 
aar  wo  dieser  Licht  «jiftrSgt,  da  können  Spektra  erscheinen. 
Her  «rat«  Faktor  hingegen  dient*  Mos  dann»  die  intensiiät  der 
von  dem  «vrelten  Faktor  aafgetwigm«»  LiobbMai«  an  bestinnnilHi 
Stellen  su  vermindern  oder  gana  an  zeTslOfaDj  «ad  dadaivb  naoe 
Pennen  bervennbriagen.*' 

'  j.  20.    Längs  einer  durch  den  Coordinatenanfang  gelegten 
geraden  Lioie  seien  jederseits  von  demselben  n  unter  sich  con- 
grnente  dunkle  Schirmehen  in  gleichen  AbstSnden  aufgereiht«  so 
.  dass  der  Coordinatenanfang  selbst  in  die  Mitte  eines  Zwischen- 
raums zu  stehen  kommt.  Man  hat  alsdann  x^-sz^^,  ^o=ii;,  also; 

^     a«fai |n(y|    ri?) . cos 4w(rt ^   ,sin2iiUyH-ri?)  ^ 
^  •hi*«+ri|)  -^--«IniC^I+r,) 
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uiid  ebenso     ■  ,  •    ..  ; 


Bezeichnet  man  den  A^bstand  eines  Schiritichens  von  dem  nächst- 
darauffolgenden  mit  y,  und  mit  q)  den  Winkel,  fvelcben  die  Reihe 
der  ScbiriBchen  mit  der  se^'Axe  bildet,  so  i«ts 

'  |=ycos9  nuä   7i  =  y8\nq>;  * 

«etzt  man  jetzt  aucb  noch: 

gssieoA^  und  rsdsin^, 

so  wird 

■ 

'  Denkt  man  sich  m  solche  Reihen,  ▼om  CootdinatenftD^uig 
atnUenCBnnig  attalaufend,  rlngaom  ^elcbAnnigrmtheill,  oe 
acheinen  die  Schlrmcheo  tSnga  Kreialniien  geateift,  deren  Halb- 
neeaer  der  Reihe  nac^  iffiy^  if$  aind«  Ihre  ^egenpeitigeii 
Abetlnde,  iSngs  der  Kreisperipherie  gemessen',  sind  alsdann  den 
Radien  der  JKvelse  preportieflal  (m.  i^l^.Xnt  IL 

Will  man  jetzt  die  ErscIieiouDg  kennen  lernen,  welche  durch 
diese  Gruppe  von  2mn  dunklen  Scbirmchen  hervorgebracht  wird, 
so  braucht, man  nur  die  Summe  "  ,   *•  ' 

«  •  '  <        #  ■  t  A 

 vjrstn'On. 4yd€ds(y-^))-i    ^  ■ 

L  sln<4y*cos(9-^i;^))  J 

dadnreh  nm  beiieohnen,.r-dass  man  in  ihrem- allgemehien  Giiede 

7t 

statt  9  nach  und  nach  iNull  und  alle  um  —  von  einander  verscbie- 

.    m  -  . 

denen -Weitfm  his>  »'ehMetst,  nsd  dann  alle  «•  eiiliatishendsA  Anst 
drttok».nddirl. ,  Die  nimlldie'Snmnie  wii^  .ol|Bn|iaf,«nsb  erhaltim» 

wenn  man  ^  an  die  Stelle  von  9  —  1^  setzt,  und  jetzt  ^  alle  um  — 

m 

▼on  einandHir  verschiedenen  Wertbe  von  0  bis     annehmen  liest 

Denlct  matt'  sich  die  Anzahl  m  der  Schiirmrei|pen  Immer  grftsset 

sc  '        ,  '  * 
und  zul^zt  unendlich  gross,  80  wird  —  unendlich  klein  =dx=ß, 

niid  der  Werth  der  obigen  Summe  rttckt-lmmer  niher  dem  Integrale: 


1  sin(2it.iydcosx)  , 

.    ß  j  Bin(iy^cosx) 
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S«tel<»aii »aller.  '    .  *  . 

^  ♦  #1  .        -    •       •    -    •        *  '  » 

so'g^M'dtMa  lotegrarilto- In  '  ;  • 

ß'J         ^ln*'"Vayö)*— ««"^/J't/-.  '   ;aiojr  ' y  (lyd)«— a;*' 

Obgleich  hier  die .  unter  deiju  lotegraUeiebeu  steheode  ^.uuktion 
an  der  einen  Grense,  fBr  i;s}yd,  die  Form  ^  annimmt,,  ao  ga- 

hürt  doch  dieses  Integral  noch  nicht  zu  den  unterbrochenen,  son- 
dern hat  einen  bestimmten  Werth,  weil  der  Exponent  des  im 
Nenner  versehwindenden  Faktors  ily^—x)*  kleiner  ist  als  1.  Nun 
ist  aber  ans  der  Tlieerie  der  Fourier'aciMB  Reiben  bekannt,  dags 

0 

iat»  wann  As: OD  «ad  A  pasitiv  und  gadacbt  wird.  Denkeii 
wir  uns  daher  die  AnzabI  n  der  ScbinHeben.ehier  Qeih^  uneod- 
tieb  gfoaa,  nnd  gleiebaeitig  yd'T2»,  ao  finden  wirs      '  - 

*iy<'8in2a«         dx  n  \ 


rf 


^       aiajT  V(4yd)»--a*     ß  ' Iv^' 


Naniat 


1- 


wa  f '  (glatob  d^  Skma  da«  Baagilngawhkeia)  de«  Itadhia 
tat'  daajeuigan  PwAtea  dat  BIMpr0}^lb»n  vaaatelt^  deaMH'OrllPo- 
gasaloeardittatan'a  und  i6  alnd.«  Ffibrt  man  'jnittälat  diaaar  Glai- 
ebttlig  9  an*  dia  Stalle  won  d  iu  abiger  Farmel»  so  gabt  dta'darttge 

Bedingung  yd^2;c  jetzt  üher  in  diese  yg.^lf  welche»  weil  ^  im« 

mar  klalaar  ala  1  bleibt,  stets  erfflllt  ist,  wann  man  y  gMcb  adar 
ktaiaer  'annimmt  als  die  kleinste  Wellenlänge.  Nebman  wir  jatit 
wrflef  nach  an,  die  Sebtrmaben  seien  kleine  Kr^se  vom  -lladlQB 
«•  aa  ttuss  ilnr' Durchmesser,  damit  sich  die  dem  Ooerdinafenan, 
tag' mmftehst  befindlichen  nicht  gegens^it^  th^ilweiaa  decken«* 
klataar  aehi  ala        oder  Ißff^  lat^  daranaeb  er  flsiacbwbideli^  , 
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Uob.  giftMi'  die  W«IMäoge  wd  f  Ml  inr  M  VL  tii 
Kmis  bcredMib  Rettb^  /  MeHbf  bkw  «och  das  Mto  CUM  «bi|g^ 
^€hM  de»  .egmÜTto  Fttdienliiluat  ^di»  de.  kreteen  Kielüi^ 
islelfili  kit  llit  den  Qmdnite  wom  Mmiii  dwwieeb. 'die 
Qoadrat  des  oben  «oegeirerthoteD  htegtale  noch  in  nnltiplicim, 
am  de«  Anodriik  m  heben,  welchcin  dU  von  def  nwi<meinimne» 
Qfoppe  kieiwider  ScUm^en  nif  de?  tP«ii|iftorio  einee  mit  de« 
Radino  ^  von  der  Bfldmm»  ene  beochrieb«nen<  Kreieee  hem^fe' 
bredile  Liebtettrke  nm  so  niher  rflefct»  Je  fiHsser  man  die  AnnU 
m  der  geradllnfgen  Rellien  werden  liest  Mm  findet  so 


Für  den  Mittelpunkt  des  BildeM  aber  wird  diese  ForiQel  nicbt 
mehr  gelten,  sondern  die  d^^eiböi  (»tiUtUud«4i<le  iMten^iMU  ¥4  uacb 
§.  18.  ausgedrückt  durch 

wo  K  die  Amplitude  alles  Liehfes,  welches  ohne  Dazwiscbenkunft 
VQO  Scbirmeben  direkt  in's  Farnrobr  oder  io's  Auge  eintreteo 
würde,  n  die  Anzahl  aller  vorhandenen  Scbirmcben  und  da«  Dop- 
pe!uitee:ral  den  FiScbeninbalt  eines  einzigen  Schirrachens  vorsteTlf. 
in  dem  voriiegesdes  Fall  trifft  demnach,  auf  dl9  BUdmltto  4ie  In* 
to^lt&t 

Mao  ersiebt  daraus,  wie  die  Intensität  des  direkt  einfallenden 
Lichtes  abnimmt,  wenn  die  Schirmchen  grösser  werden  und  weno 
sie  dichter  zusammen  rücken;   gleichzeitig  aber  wächst  die  In« 

,  tensität  des  gebeugtei»  Lichtes,  wie  der  oben  für  dasselbe  aufge- 
stellte rväheruDgsaasdruck  zpigt.  Man  ersieht  ans  diesem  ferner, 
da^8,  bei  homogenem  Lichte,  die  Lichtstärke  in  irgend  einem 
Punkte  dea  Bildes  dem  Quadrate  seiner  EntferuQng  voa  c^er  Bild* 
mitte  umgekehrt  und  dem  Quadrate  der  Wellenläag«  direkt 
proportional  ist.    Setzt  man  daher  die  im  weissen  Licht  vor* 

.  handene  Menge  einer  jeden  Farbe  =1,  so  werden  sieh,  wenn 
man  einen  weissen  Lichtpunkt  durch  eine  solche  («ruppe  ver- 
schwindend kleiner  Schirmchen  betrachtet,  die  Im  gebeugten  Liebt 
vorhandenen  Meegen  der  einzelnen  Farben  'zu  einander  verlialten 
wie  die  Quadrate  ihrer  Wellenlängen.  iNintmt  man  daher»  im  ge- 
beugten  Licht,    das  der  Stelle  M   des   Sonnenspektrums  ent- 

'spreehande  Hotb  zur  Einheit,  so  ergeben  sich  für  die  äbrigiin 

,  Frai|nholeraahea  Llnieii  die  Iblgoi^den  ^bieoverbälteiaaei 
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In  den  gebeugten  Lichte,  welches  durch  unsere  Gruppe  ver« 
««bwiAilend  kleiner  Schimicben  hindurchgeht,  werden  demnacli 
Strahlen  grösserer  Wellenlänge  entschieden  vorherrschen ;  es  miuM 
daher  eine  ruthlichgelbe  Färhiintx  :^eigcn,  und' zwar  durchaus  die 
nämliche  Nuance.  Nur  der  direkt  beleuchtete  Bildmitlelpiiii|4 
.wird  weiss  erscheinen,  seine  Lichtstärke  trübt  sich  aber  um  eo 
mehr,  je  grösser  die  Schirmchen  werden  nnd  je  dichter  sie  «u-  ' 
sammenrücken ,  während  i^leichzeittg  die  /Töthlicben  gebeagten 
Strahlen  an  Helligkeit  gew^ouen. 

'  BfitneMat  loaD  doreii  dio  Gruppe  fio»  ficMraicbai  «ineiieiM 
Llchtidieibe*  «o  vtlrde  jed^r  Punkt  iflerBelben  flir  «ich  auf  d«r 
BlldilScho  sein  weisses  Bild  eraevgsq,  *  welches  von  rOtblichem  'ge- 
bengten  Liebte  rings*  umgeben  wüie.  Da  aber  jed.er  Punkt  des 
Bildes  Jetzt  7on  den  rOtbMchen  Rbigen  der  Nacbbarpunkte  be- 
denkt wird,  so  kann  er  nicht  mehr  weiss  ersdieiiien«  sondern  er  ' 

.  wird  diejenige  rStbKcbe  Ndanee  selgenp  welche  aus  der  Blisehung 
s^nes  weissen  Liebten  nit  den  aaf  Ihn  treffenden  rStUicben  Strab- 
len  Steinet  Nachbarpunkt»  bemvgeht  Diese  Nfinnce  wird  aber 
w  se  enitochledeaer  reth  fein^  je  mebur  bcd  diebtetem  jCnsaiar 
m^nrfleken  und  Grilsperwerdeo  der  3ebin;icheii  das  direkt  «Inge; 
diwiene  webwe  Liebt  gegen  das  brittanter  werdende  r8(li(liebe  liiibt 
der  gebeugten  Strahlen  surflcktritt  Eine  weisse  JL leb tacbelbe 
wird  also*  durch  eine  solche  Gruppe  Ferschwindend 
kleiner  S'chirmehen  b.etraehtet«  eine  rSthliche  Firbnug 
neigen,  velcbe  um  so  en^sebiedener  hervortritt.  Je 
gfdaser  die  SeMttaeli««  werden  and  Je  dleb^r  sie  su* 

*  .sammearü«ken;  wobei  jedoch  vorausgesetst  ist,  dass  sie  sich 
niebt  gegenseitig  Recken. 

§.  21.  Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen  Grup- 
pirung  der  kleinen  Schirmchen  sind  die  gegenseitigen  Abstände 
derjenigen,  Welche  den  innersten  Ring  vom  Radius  \y  zusammen- 
setzen, verschwindend  klein  gegen  die  Zwischenräume  y,  durch 
welche  die  Schirmchen  in  den  ursprünglich  angeiiomiueneM  u'crad- 
Unigen  Reiben  von  einander  getrennt  sind.  Die  Verjheilung  der  ^ 
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SdiInMhM  «bw  im  MMMä  M'dtbir  MnMwegs  «Im  slüdb 
BiiMig».  ÜB  eia«  gleidmiflilgflie  Verthdlmg  w«a|frtwMi  in 
Stth«.  4m  Anfnigspunktefl  O  (Tä^Vk  Fig.  3.)  am  mMm,  toliMi 
•rir  mn»  iwliehMi     iirel  «oleiBaDdflrfelgMdMi  BiflgMi  «toe  b*- 
IMIga  Ansabl  p  nraer  Ringe  eiagticWtet,  «od  da  wo  da 
arsprOnglicheD  gendUnigea  Retbeo  «eliii«ld«i«  mit  SfliInMiM» 
b^fotit  DiigoBigtii  SehimMiM»«  welche  inf  eitter  «vd  dawdb— 
darvh  deo  CoordiDatenaiiibBg  c«lfl|ctcn  tieradra  «tdraad,  dm  Umi 
Klag»  tinM  j«d«Q  Zwitebwunw  aagcbfimb  bildMi  «Im  'fimid- 
Ihdge  'Rehe,  wel^e  sieb  tod  der  AnAnq^e  dei  vorige«  Pan^* 
fibeo  belracbleCeii  bloe  dadnreh  enteredldllety  diue  Ifr  Irfa  Jelet 

4^=s(4-|-^^  md  s%=^ik-t 2u  oebmen  iftt;.  ^  liefort  daher 
die  Compotiant» 

V 

28io  4«(y|  +  r?i) . cos  (4»  -f =)(fi-f rf >  • 

^  MiüliqUrfi) 

Dift'  aber  'der  iMe  Draeb  -  gegen  das'aMiidfieb  gneeee  i«  ver-/ 
uecblaeeigt  werden  kanoj  so  ergibt  eicb  geeaa  wie  frfiher: 


uod  ebenso  auch 


■ 

8in2ft.4(^H-n|) 


Ee  wird  «ich  daher  auch  die  Summe  2  des  vteu  Ringsyätemis 
von  derjenigen  des  ersten  t^ar  nicht  unterscheiden  utd  man  wird 
schliesslich  für  die  Inteusität  des  gebeugten  Lichtes  der  Gesammt- 
gruppe  den  Ausdruck  '  ^ 

fiMea^  wSbread'dfe  lateaettlt  deo  dtrebtea  liicfatee  dureb 

(Il--2fim|>«*ff)* 

▼otgiMttdlt  wird.  Dia  i^ibugp  EteelieiiiBBg  iet  demadk  b  fnali- 
tatim  fieaiebaiig  tob  der  Torigen  gar  nicht,  in  qnaalitafirer  aber 
ia  aofem  ▼eradiledoa»  deea  dae  4>ralcte  welsae  Uebt  oocir  weit 
mebr  Tordaster^  dae  geheagte  rOthlicbe  Liebt  dagegen  Tie!  brittan- 
tar  eraebeiiit  ale  dort 

Bei  der  hier  vorgeoommeRen  Einechalteng  von  Sobirineiieo 
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ist  Jedoch  4er  InMfsten  Rlegb  desMO  Ra^hiB  ist,  ein* 
geMUetMe  Plidkefliwrai  ▼ollstAndig  offen  gobKebea,  weil  eine 
forteettang  deo.EiD8ehaitung8geeetzes  bis  sttm  MittefpoBlit  O  ds- 
selb^t.  nothwendig  eine  gegenseitige  DeelLung  der  Seliirmchen 
lifttte  Berbeiffiliren.  mQssen.  Da  aber  dieser  offene  Raum  vor* 
schwindend  Mein  ist  im  Vergielch  zupi  ganzen  Gesichtsfeld,  so 
ist  es  gleichgültig,  ob  wir  ihn  offen  lassen  oder  ganjs  verschliessen, 
oder  ihn  nnch  irgend  einedi^  Gesetse  mit  hIsiBen  Sciirmchen  er- 
flülen;  die  Wirkung,  wdehe  diese  berverlirüigen  wMen»  wdtde 
imnierhin  vemehwtndend  hlein  ssln  gegenümr  der  in  den  obigen 
Fonneln  entiialtenen  Wirkung  der  übrigen.  Wir  kennen  daher 
jene  ffermein  noch  noch  für  den  Fall  gelten  lassen »  dass  dsr 
iÜeloe  offene  Raamjr  dessen  Dnrolimesssf  lileiner  ist  als  die  kleinste 
Wellenlioge^  in  beliebiger  Weise  mit  ScUnnehen  eHttllt  sei. 

^.  22,  Nun  werde  an  die  Stelle  eines  jeden  dunkehi  Schirm- 
cbens  der  Gruppe  ein  kleines  kDeolftirniiges  Wasserbläschen  ^ben- 
falls  vom  Radius  a  gesetzt;  flie  ])icke  der  Wa.sserschicht  in  deni- 
■»elbfn  sei  verschwiruleud  kicin  gegen  den  I*aiiius.  so  wird  ein 
L<ichtstrahl  ^^j^CTaf.  II.  Fig.  4.),  weil  wegen  der  Üuhtm'  (ler  Schicht 
die  lilemente  der  Kugelflächen  in  B  und  C  als  |>,irnilel  betrachtet 
werden  können,  innerhalb  des  Bläschens  pjirallei  mit  seiner  ur- 
sprunglichen Richtung  nach  CD  verlaufen  und  dann  aus  denisel- 
hen  (iruiide  das  Bläschen  in  der  nämlichen  Rüiitnng  verlassen, 
in  welcher  er  dasselbe  traf.  Die  Lichtstrahlen  werden  daher 
nahezu  ebenso  durch  das  Bläschen  gehen,  als  wäre  dasselbe  ein 
kreisrundes  dünnes,  von  parallelen  Ebenen  begrenztes  Plattchen 
vom  Radius  und  wir  können  daher  die  in  §.  8.  tür  holclie  Piätt- 
cben  entwickelte  Theorie  auf  dasselbe  anwenden.  Man  muss 
aber,  um  liir  ein  solches  IMättchen  die  Lichtstärke  zu  erhalten,  die 
li'ir  ein  gleichgestaltetes  dunkles  iScbirmchen^  geltende  Intensität 
mit  dem  Faktor 

•    •  • 

l-MTcos-T- ff« 

.multipliciren,  wo  ff  den  Schvrichungscoeflicienten,  *d  die  Dicke' 
des  Plättcheos  nnd  n  den  Brechnogseoefliciettten  der  Snhstans 
bedentety  ans  weicher  das  PlSttchen  besteht  Da  nun  aber  hier« 
wie  wir  oben  voraassetsten»  d  verschwindend  klein  ist  gegen  «r, 
und  «  selbst  kleiner  ist  ab  -i,  so  ist  der  Bogen  Jenes  Cosinus 
Von  Null  nnendHch  wooi^  ▼erschieden,  und  der  Faktor  geht  Aber  in 

.   '  (!-ff)« 

Ffir  die  aas  Wasserbttsehen  bestehende  Gruppe  erfa&lt  man  daher 
die  Ansdrilcke: 

Thdll  XX^CVI.  .  «  , 


4lf^  lommßtt  Hlfpt9§>.mt,  ISN^e 

.1  » 

^  Die  Erscheinung   ist  demnach  von  der  vorigen   qualitativ  nicht 
.  verschieden  i  nur  win!  das  direkt  einfallende  weisse  Licht  niehr 
hetragei)  als  vorher,  nährend  da»  ruthlicbe  gebeugte  Licht  gegen 
vorher  geschwächt  erscheint.      *  '    '  '    .  . 

§.  23.   In  den  voraosgebenden  Enttvictralungen  scheint  aiir  ntin, 
aas  den  Fuodanientalgesetzen  der  Uiiidalationfitbeorle  -gescb^fil^ 
die  Erklärung  der  ThetMiche  enthelten  %vl  sein,  da»«  der  Wamset* 
dempr  in  einem  gewisaee  Stadium  seiner  Verdichtung  die  rotben 
und  galbcQ  Strahleo-  ;^orzugstvei«e  doithlässt.   Oer  Wasserdaropf 
bildet,  wenn  er  aus  deib'  veUkomiiieo  gasförniigMi  Zistand  in  daa 
flii«8i|^  fibergeht,  ftawersC  safte  Bläschen»  .«rtfebe,  Anfangs 
'  ausserordentlich  klein  und  nur  spärlich  vorhanden)  mit  fortschrei- 
tender Verdichtung  immer  häutiger  und  grosser  werden.  Obgleich 
nun  diese  Bläschen  nicht,  wie  diejenigen  des  vorigen  Paragraphen, 
In  einer  und  derselben  Ebene  Hegen,  sondern  im  Räume  zerstreut 
sind,  so  können  wir  doch  diesen  Fall  ^uf  jenen  zurficlcfTihren, 
iodeui  wir  alle  Bläschen  auf  eine  zu  den  direkt  einfallenden  Sträh- 
len senkrechte  Ebene  projiciren ;  denken  wir  uns  alsdann  jedes 
Bläschen  au  die  Stelle  seiner  Projektion,  oder,  was  dasselbe  ist, 
an  die  Stolle  des  Schattens  gesetzt,  welchen  es  anf  jmc  Ebene 
werfen  winde,  so  wird  die  jetzige  Wirkung  der  Bläschen,  wie 
man  «ich  leicht  überzeugt,  von  der  früheren  nicht  verscfiied«  » 
sein.    Die  Anordnung  der  BHischen  in  der  genannten  Ebene  wird 
nun  allerdings  eine  durchaus  unregeliuässige  sein  und  sich  jeder 
Berechnung  ent/iehen,  ja  Ps  werden  sogar  die  einzelnen  Bläschen 
sieh  Jjewcgen  und  in  jedem  Augenblick  eine  andere  Lage  einneb- 
nien.    Will  man  aber  die  Erscheinung  dennoch  dem  Calciil  unter- 
werfen, so  muss  man  über  die   Anordnung  der  Bläschen  eine 
bestimmte  Annahme  machen,  welche  sicjh  müglicfjsf  crenau  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  anschliftsst.    Da  nun  k(  in  tjrund  vor- 
handen ist,  irgend  einer  der  rings  von  der  Femrohraxe  ausgeben- 
den Hichtungen  vor  den  andern  einen  Vorzug  einzuräumen,  so 
nehmen  wir  an,  dass  alle  diese  Richtungen  unter  sich  gleich  seien. 
Dieser  Beilingung  ist  aber  durch  unsere  obige  Anordfiung  d<'r 
Gruppe  genügt,  während  durch      21.  zugleich  dafür  gesorgt  ist, 
dass  die  Schirmchen  wenigstens  in  der  Nähe  des  Mittelpunktes 
O  möglichst  gleichförmig  über  das  Gesichtsfeld  verthei|t  seien. 
Es  dürfte  demnach  als  gerechtfertigt  erscheinen,  wenn   wir  die 
im  vorigen  Paragraphen  besprochene  (jiruppc  >  on  Wasserbläscheii 
als.  Repräsentantin   ansehen   der  Gruppe  von  \Vas>.eiblasehefi, 
welche  im  sich  verdichtenden  VVasserdumpfe  entstehen,  und  weiiA 
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'  der  Beugung  des  LUhu.        \  4J^ 

wir.  dmgemBis  die  dort  gesogenoii'  Folgerungen  aiioli  aaf  den 
jetzigeil  Fall  ansdelineii,  und  folgende  Sfitxe  aunsprecbeii: 

Die  äusserst  feinen  Was^erhtfiscben,  welche  sieb 
bei  Verdichtung  des  £»as  förini gc  n  Was.« erdunstes  liil- 
den,  üben  auf  das  durchgehende  Licht  eine  beugende 
W  i  r  k  u  Ti  sr  aus;  k  o  in  ni  t  d  i  e  «  e  s  L  i  c  h  t  von  e  i  n  e  m  s  e  h  r  weit 
entfernten  weis.sen  Lichtpunkt,  so  wird  der  l'unkt 
selbst  /.  w  a  r  w  ei  s  e  r  s  (■  h  e  i  n  e  n  ,  aiierdas  go  Ii  «mi  gte  L  icht, 
welches  ihn  rings  umgibt,  wird  eine  r«»t  bliebe  Nuance 
zeigen;  eine  sehr  weit  entfernte  weisse  Lichtscheibe 
wir(i  dagegen  in  ihrer  ganzen  Aus(ielM>"iig  roth  ei- 
scbeinen,  und  dieses  Roth  wird  n ni  so  tiefer  sein«  je 
?r5sser  die  Bläschen  werden  und  ie  dichter  sie  zu- 

saromrückeD.  •  '  ^  ' 

•  .  «  ■  ■ 

.Entbalten  die  onleren  Scbioliteo  der  Atmospbftre ,  wlbieiid 
eleh^  die  oDtergctbeiide  Sonne  dem  Horizont  itiherty  WasserdüBipf 
im  Zoetand  der  aofengenden  Verdtcbtang,  so  wird  die'  Sono^  je 
tiefbr  tie  sinkt,  dnrcb  iiBiit^  dltelrere  Schiebten  von  'V^aeoerUli* 
eben  geeelien  werden,  end  die  Projektionen  der  einselneo  Wasser- 
bläseben  anf  jjene  aar  Cieslelrlslleie  senkreebte  Ebenr  werden 
Inner  niber  zasanmenriioken ;  snglelcb  werden,  Inden  liei.nlp- 
^^mender  WÜme  die  Verdiebtaog  weitersebreitet,  die  Wnsser- 
IHlaicIreii  gvQSiier  werden.. .  Die  li^tergebande  Senne  mns  daber 
na(4i  dem  «b^gen  Setse,  ^ne  Vttn  so  tiefere  ilOflie»  vtflgeb,  Je'Mbr 
sfe  'den  'Horffeonte  nShett. '  Bei  Stomrenafiifg^ng  werden  sieb' 
dte  oSmlichen  üniefeKndte  tn- nmgebekrter  Ofdnnng.wledetbel^o: 
Die  Erscheinung^ der  'Aforgen-  und' Abendrrithe,  vrelcbe  be- 
reits von  Forhes  ansdfer  ?oit  ihm  heobaditeten  Eigenschaft  des 
sieb  Terdiehtenden  Wasserdaitipfes,  die  reiben  und  gelben  Strahiert 
vonugsweise  durchzulassen,  Erklärt  wurde,'  .wfire  also  biemit,  wie 
diese  Eigenschait  des  Wasserdampfes  selbst,  durch  den  Caicsl 
ans  den  Grn'ndgesetaen  der  jündolnlionstheoyte  allgeleitet 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  kann  jedoch  oflenbar  nur  für 
den  Anfang  der  Verdichtung  gelten,  wo  die  Wasserbläschen  ausser- 
ordentlich  klein  und  nur  ziemlich  spärlich  vorbanden  sind.  Wer- 
den sie  iiainlich  iiei  fortschreitender  VerdiehtunK  häufiger  und 
grösser,  so  werden  sieh  ihre  Projektionen  ein  ofler  niehreremal 
decken,  und  sie  werden  dann  einen  undurcbsichtiijen  Nebel  bilden» 
%%elcher  im  refiektirteu  Lichte  weiss  erscheint. 
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420     Schramm:  Vebtr  das  Aufsuchtn  der  reeiien  Wurzeln 


»  •  ' 

Uel^r  das  Aufsacfaen  der  reeUen  Wurawln  eines 

■  .  Gleichung^  -  Polynoms. 

Vnii 

Herrn  JST«  Schramm  ^  , 
AntitwitBii  fir  .hdli«n  Halfamatik  nml  GMditie  »in  k.  k.  <|oiiDtt9«ii 


Um  die  Aosahl  mid  die  Greeien  der  reellen,  positiven  and 
negetlvcD  Werieln  einer  GleidiviiK  sa  fieden,  liat  man  l^ieber  viele» 
und  mitunter  eehr  eehSne  eed  echarbinnifee  Bletheden  erfanden; 
daveo  werden  JedocE  die  wenigeten  wirl^lieh  angewendet^  vrell  ele 
, entweder  nicht  gans  beetiramte  nnd  verlSeelielie  ReenHate.liefenir 
oder  weil^sie  mit  nmständlieben  Reehnungen  verbunden  eind»  Za 
der  ereteren  Gattung  gebSren.alle  SStse»  welche*  die  obere  «nd 
nntere  Grense  der  Wuneln  angeben»  an  der  letsteren,  anter 
andern,  —  aneb  der  Sturm'eche  Sati. 

Man  greift  ^laher  wieder  zu  dem,  zwar  einfachsten,  aber  der 
Matbenatik  nicht  ganz  wördigen  Mittel«  dem  Frobiren. 

'         .  •  ' 

let  nerolich: 

/(»)  s=  «o«*  tJ- ifi«*-*  4- +      + ab-i«  +  flto — 0 

die  aufzulösende  Gleichung,  in  der  eto,  gegebene  deka- 

dische Zahlen  bedeuten,  so  setzt  man  in  f{x)  statt  x  so  lange  ver- 
schiedene Warthe  ai,  a^....  ein,  bis  f(x)  »ein  Zeichen  ändert, 
und  weiiBS  dann,  daaa  x^'ischen  zwei  Werth^n  ur  und  «r+r, ,  deren 
Sabstitationnreenltate  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  eine  un- 
gerade Aneahl  von  Wnraeln  liegt. 
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BekaDQtlich  ist  dieses  Verfohren  auch  nicht  immer  ▼erlässlidb« 
fben  weil  es  nur  eine  ungerade  Anzahl  vou  Wurzeln  erlcenneii 
iSsst  Aach  wird  dabei  dis  Berechnun^r  der  Substitutionsresultate 
f{a),  (är  hohe  Werthe  von  «,  ziemlich  beschwerlich.  ^Um  sich 
diese  Arbelt  erleichtern  vnd  sttgleich  alle  Zweifel  aber  zwei  oder 
nehrere  nahe  beisamokenliegende  Warsein  ra  beseitigen,  iiann 
■An  wie  folgt  verfahren: 

„Man  betrachte  /{x)  als  den  ;i  1 1  e  m  e  I  n  e  n  Ausdruck 
des  -z  t  e  II  (i  1  i  e  d  e  s  einer  D  i  f  f  e  r  e  z  r  c  i  h  e  der  « t  ©  ii  O  r  d  - 
ri  ü  n  Ii; ,  0  n  d  suche  durch  wirkliche  Hereciinung  dieser 
iteibe  den  Zeiger  x  =  a  eine«  Gliedes,  welches  gleich 
Noll  t»t;  oder  wenn  diesem  nicht  stattfindet,  jene  Zei- 
ger a  und  a-^-l^  zwischen  denen  die  Glieder  durch  0 
gehen/* 

Dase  eine  ganae  rationale  Funktion  f(x)  immer  nie  Glied  einer 
DÜBreozreihe  der  nten  Ordnung  betrachtet  werden  kann,  ist  bin- 
relcheod  bekannt,  und  mall  erzielt  damit  vor  allem  eine  leichtere 
Bereehnong  der  Funktionswerthe  /(«).  -Andere  Vortheile,  die  diese 
Betiaebtang  noch  fiberdies  bietet,  sollen  spiter  besprochen  werden: 

Auf  welche  Art  diese  Berechnung  ausgeführt  werden  kann, 
nollen  wir  gleich  an  einer  spezielleren  Annahme  zeigten,  nemlich 
an  einem  Polynome  des  4ten  Grades,  iudem  die  Sache  leichter 
lu  übersehen  ist,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen. 

Ist  .  I   •  V  .     '  •  ' 

^^)s:n,ss  Oo«* -1-111«'  + 01«*  + at«  + «4=0.  .  .  (1) 

die  gegebene  Gleichung  und,  nach  der  üblichen  Bezeichnungs- 
w^ise, 

SS  11*4.1 —»St  J*tijr  s  ^^l»f  1 — 4h^M»  n.  s.  w.; 

•o  ISsst  sich  die  Differenzreihe  ....««,  ««^1,  itk^%,,..  rechnen, 
«Venn  man  entweder  i)  je  ein  Glied  von  denseiben  Zeiger  der 
Hauptreihe  und  der  dazu  gehörigen  Differenzreihen  der  niedrige** 
ren  Ordnungen  kennt,  oder  2)  wenn  n  +  l  (hier  also  4  +  ])  auf- 
einanderfolgende Glieder  der  Hauptrethe  belwnnt  sind.  —  FOr  die 
erste  Art  der  Berechnung  erhält  man 

J^Ux  =  M*+ 1  -  M*  =  rt«  +  1)  —  /(a)  , 

oder; 


^Hi«  =  4«^*  +  (6a,^+3a|)«* + (40^ +3ii|  +2o^«  +  00+ +  % + «9» ; 


*     »:  »  .    •  r 


Sc  Ar  am  iH:   iel/er  äus  Aaßucften  der  reeUeu  Wurzeln 
J*ux  —  24%. 

CJm  «tartfus  die  Oteo  Glieder  dieser  OiCereoireiliiBn  zu  findes, 
setze  man: 

4P«sO,    11^  =  04»  J 
•    *      <      '  ■ 

Das  Gesetz,  welches  die  CoefBzienten  iu  diesen  Ausdrücken 
befolgen ,  ist,  in  eiueni  Polynom  vom  nten  (ira49y  l)ur  hex  d^U% 

=  1 .2.3...  .».ÖQ.  *  * 

Die  librigen  Differenzen  lassen  sicb^  wie  später  gezeigt  werden 

eoil,  reicurnrend,  eine  ans  der  andereii*  nnmittelbar,  aogeben* 

•  '•  ,j"  •     *••»  •^•«••. 

.  Bat  iQfui  v4. 4i««e  Att  4^»  gmcbntf^.  ao  l^lda 

man  darana  nach  den  bekaiidten  Regeln  eine'Dlfforenzreihe,  die 
pian  ao  lange  fortsetzt,  bis  man  sa  der  Uebenengmig  ^rfangt» 
dasa  die  weiteren  Glieder  ibr  Zeieben  nieht  mebr  -indera  kOiiMi. 

Beispiel:    ilittle  aian  die  Gleichuug: 


'  1 


aufzulösen,  so  berechne  roao: 

«  r 

lind  bilde  daraus  die  Dlfferensrelbe 2  "  ' 

..—2.-1       O       l        2       3       4    '  5 


170      92  70      S6  20  -20  -58  —40  4- 

—  78  —22  —14  »ao  —46  --38  .+  18     148  370 
4  06  +  8  -10  —10  4  8  480    J28    224  344  ' 

—  48   -  24  0    +24  48  72      Ü6  120  144 
24      24  24      24  24.  24      24      24  .  24 
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Diese  GleichuriE^  bat  also  nur  zw«|  positive  Wurzeln,  wovon  die 
eioiL  cwisoliao  2  und  3»  die  aadert  siriscbee  ft  ood  6  liegt.  Mmi 
sieht  aucli  sogleich,  dass  ausser  diesen  genannten  keine  reelleA 
Wurzetn  mehr  Torkomii^en  könneiif  indem  dber  das  6te  hinaus  die 
Glieder  am  eine  poettive  Gröeee  vermehrt,  und  Gber  0,  «2 
hinaus  am  eloe  neg^ative  vermltfiiert»  aleo  ebeafiUle  TtraMbrt 
i^rden. 

•  ■ 

Um  nach  der  2t»n  Art  dieee  Dif  ereesreibe  sa  etbaHan,  Mcbae 
man  vier*)  aofeinaDderrolgeDde  Amktioaawertbe,  9.B.  /(0)> 
fi})»  f9)  QB^  bilde  darmn  dareli  SolitmctVM  je  ai«#ier  atfb^  eii)- 
ander  stebeadeo  Glieder  die4iSthigen  Ditereaaen,  and  flge  loletit 
nocb  die  beliaeiito  iHa  I^bI^  eemitaBten  Gliedera  »  L3.3«4 
s94  binso,  an4  rpcibne  fntt  Hfilfe  der  letateiea  weiter.  Fjl'r  an* 
eer  Beieplel  «rOrde  man  dae  folgende  Gerippe  erlmltea  beben : 

.       ^\       0       1  »  

92     70     86  ^  . 

8  —16 

-24         '     .  -  .  •  • 

.^U  ^  24      24      ^  24  .  24.... 

.womit  map  die  Berecbnong  der  Reibe,  respective  - der  auf  einander 
folgenden  Pankttooewertbe  f{x)  Mebt  forteefaen  bann.'  

Nicht  genug  daran,  dass  «an  sich  auf  diese  Art  die  Rech- 
nung erleichtert,  und  sich  gleiefasaiQ  ei"  Bild  der  ganzen  Glei- 
chung verschcilB't,  kann  man  aucb  die  Glieder  der  niederea  Dille- 
renzreihen  beou|tseo  am:, 

J)  die  einaufafatende  Wo'rsel 'dr 'In  swei  engere 
<  Grenien  einaiiaeblieaaen  unjl 

9  am  nahe  beisamm eiiliegende  iWurseln  aufaa- 
eaeben,  und  dieselben  an  trennen. 

let  ur—fXr)  das  rte  Glied  einer  Diflferenzrefhe ,  und  ^*tir, 
.  J%ir....  die  dazugehörigen  Differensee,  d^  i.  die  rten  Glieder  der 
auf  einander  folgenden  tMfforenareibeB,  eo  iot,  nach  einer  bebann« 
ten  f'ermei« 


•)  Fi<;enAleb  sollte  man  fl-\-\ -  =4+1,  rechnen;  da  jedoeh  die  cOfl« 
'■lante  Dtffereas  ss  1.2. 8. 4 41«  bekannt  Ist,  so  fäUt  eia  Olted  weg.  * 


Mfvt*  =  Ur  +J J>*r —  J)^  >x(t  —  \)iz.  ~  2)         + , . 

Hobei  :  auch  ein  Bruch,  kieiDj^r  aU  1  «ein  kaoiK  Ordnet «cuaD 
oacb  X,  so  erhält  man: 


•  1.2.3.4.5  ~  + 

X  8):^  (l-»2^^3M*iir  (2>f3^4^^2  3-^2.4^>3.4).^^^^ir  / 
+  *  Jl.2.3        172.3.4     ^  1.2.3.4.5  '"'S 

r  « 

•  ♦ 

+   ■  .  ■ 

■ 

(3) 

Wr-J>»  =  Mr  +  X  J^Mf-:  J-  +  — ^  j-  +  ....  2  *. 

s 

+  .  

woM  dl«  MIm  Mb  («-l-lHea  GIM«  abbrlebt»  well  ^»HurttO  i«t 

Istnan  r  eine  Orenxe  der  Wurzel  x,  also  x=zr-^Xg  und  ent- 
wickelt man 
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■  f 

M  imuss  diese  Reibe  mit  der  Entw^ckeiatlg  in  offenbar  iden- 
tisch eein^  d.  b.  es  ist:  , 

/(r)=siir,    f{r)stJnr  2~     ~3  J-+^"'' 


u.  «.  w. 

und  man  kann  somit  ms .4mi  iMikannten  Differeosen.  des  «Riten 
DÜBfmtiaUQaellwitep«  «a  ivi«  anofc  alie  tlliigwi  «M^ilmi. 

Befeuern  ist  st  4«r  mte  f(r),  dessep  Blldangsgeseli  ss^ 
gieiefc  in  die  Angwi  fidlt/  und  leleht  in  raerftnn  Ist  Man  'fcann 
daher»  naeli  der  Newten'neliett  Hetliode,  jene  Qorreedea  s  annl*' 
bemd  berecllnen,  doreh  dep  Quotienten: 

(Dabei  kann  noch  bemerkt  werden  ^  dass  allgemein  t-öts  

immer  eine  ganse  Zabi  istt  wenn  die  CoeliiisntMi  s^  «i. 


Einen  zweiten  INäherungsw  ertli  erhält  man  unmittelbar  aus 
der  Differerjzreihe,  wenn  man  zur  IJerechnung  von  z  die  Regula 
faIsi  verwendet;  denn,  sind  ur  und  ?/rfi  jene  Glieder  der  Hanpt- 
reihe,  zwischen  welchen  die  Wurzel  iiegt,  so  bat  man  bekannt, 
lieb  (6.  Taf.  II.  Fig.  5.) : 

'  Ur 


ttrfl  +  «r 


Da  Jedeeb,  nnlw  der  Votanasetenng^  daae  %  nn'd  Ur^  entgegen« 
gaaetit«  Zeiei^en  haben, ' 


iat,  an  tut  man  aacli: 


Wenn  ferner 


/  » 
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4196    schrkmm:  Mm.  4m  Au/^mdm  ätr  rä^Utn  W^truin 

m  0         ,  ^ 

zwischen  ;r=r  uiid  x  —r^\  #eiiie  Zetclien  nicht  äudert,  so  ist  stets 
eine  dieser  Correctioucn  2|  und  grösser,  die  juidere  kleiner  als 
z  selbst,  und  wir  haben  somit  Uie  Wurzel  in  zwei  neue  Grenzen 
eingescblosseit : 


Nimmt  man  aii«  diesem  Wejrtl|enL  da«  arMbnetlscbe  Mittel»  so 
gibt  dieses  einen  Denen  Nfthernngswerth,  dessen  erste  Deihnaie 
in  der  Hegel  sehen* -rfchtig  Ist,  (^'mlf  »Weleliem  mnn  aenlt  die 
Reehnnng  endb  lirgend>/ein^  der  beicamiteB  MiheWii igsmethedfcn ' 
rertf4itfei&  bww»  Gebl  4fir  «f»eit^  .Pifeir^ntial-QiHiliiiwil  /t'M 
«iriei|hei>./P^r,  iw4  ;rjfrr -f  I  4wpcb  JP»  fiue  m»»  sogleieb  nn  dual 
ZelfiheawiMlU«(;der  «weitei^UjieninfKfMiA  tmit  dei^  CUiedem  J^) 
wabroinimtv  indem  in  :  .  • . 

grOeeten  Ginflosi  daiaof  ansfibt,  so  nebme  man  nur 

als  Näherangswertli  tod  z,  weil  derselbe  am  ieiehtesten  ae  rech»' 
*n0n  ist^  pn4  der  Wiirsei  ai|i  oSebsten  Icomn^t  ... 

. .  jDtii»Be.:^r|  ^d  Wü'ise  4er,.Aalsiicbw]^  ^  Wofjiriii  siii^M4r,u 
f^mil:pWBlMk .  eicb,  be8f»ni}eiyi.t^ftii9s*  ^enn .  mao.  die  .gm«1in» 
BereelH^iing  deivelbeo  4»  P7fwte|i>9ftiMi.M»ttMMle/4yFtset«sA 
will,  iodem  meistens  ein  einmaliges  Anwenden  der  Ifts^^n  ^^ir, 
reicht»  um  die  Wersel  auf  drei  bis  vier  Desimal- Stellen  sn  be- 
reebnen.  r 

Wenden  «vir  also  das  Gesagte  auf  die  frflber  ▼orgelegte  Zab- 
lengleidiung  an:  Fir  die  airiefiben  iS^nnd  3  liegende  Wnrael 
haben  wir, -wenn  wir  die  fraher  gefundenen  3tef  und  3ten  Glibder 
dei-*8usemmei^ll0i1gen  IH^reeMMllKMi  htranksdbMIben  f 


a  3 

-^40  --38 

+  8  56 
72. 

94  24 
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eines  tiieic^uuff^- tod^uüttu.  *  ,4SJ 


/'(8)  =  (^48)-|  +  f-^=-40.  - 


-,  aUo  Ut: 


woraus  zs=:0'6..... 


,   aiM)  ;r|  =  2*6  ist.  "     .  ' 

'       ».«.•*•  •  * 

^  «omit  ,  . 

wikreod  die  richüge  Würzet  :=  4  — V2  =  2'5897d....  ist 

Om  'die  ändert  Wurzel,  Welche  swIscImd  5  and  6  Begt«  sti 
'  linden,  weUee  Wir  UM  derHofPfr'eoiien'IIMwde  iiedinem«  .Statt 
JeiJoch  dte  Wanelo  des  gegebeneb  Po^yaoma  Bach  der  genaaateii 
Hethade  wm  '(i-.M  TanHihdera»  hata  nan  dea  Terhaadeaea 
Diffsreaaea  (vom  Zeiger  0)  disee  aeae  Gleicbnag  aegideb  ahMtea« 
n0ßm  Mm  ia  die  (Mehaag . (9  «rN  ^  V- 
^%ir...*  efaisetst: 

•  '  •         — HO      ^%  -I 

1.2  1.2.3.4-* 

'  uud  ;6ugieich         =  0  setzt    Man  erhält  dann : 
oder 

ia  welcher  dielchaag  z'atf 9  ist  Da  aim  aae|i  dem  Früheren 
die  Warael  awischen 
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0:4) 


(siebe  Rel.  (7))  liegt,  ao  kaoD  man  dks  arftfametische  Mittet  daraus 
nehroeo,  um  die  Zahl  zu' erhalten^  um  welche  man  sfimmtliche 
Wiinelii  der  ikeaeo  Gletebnog      verniBdera  bat;  cUeee  ist 

0-58-1-0*97  A,« 
 j  psO'42.M. 

i  14  .         66      --  40 

!•  14<4  aS'Td    Q5  (tÖ4  *1*7«64  ^ 
1       Ä  74-68  M»'776 

'     1    15-2  80-76 

:       .    i      .'  •  , 

1 

£s  ist  aUo:  ,  '  * 

15C!y»  i- 80- 76j^  il- 125-77^-1 '7064  ^  0. 
die  weiter  aufzulSsende  Gleicbuog,  in  ^elclier  ^ssjr— '5*4  »t.  - 
.Wir  wellee  itiie  jedoeb  mit  dem  aenen  lllheniDgawerllie 

'  '        '   *     ■       '  '  .      .  ' 

begnUge»',  welefaer  erst  hi  der  Sten  .Devlnale  «eo  der  flebl%eii'< 
WiirBel«.aB4-|-VS^— Ö'41431...<  abweiebt 

Die  zur  Bildung;  der  Üifferenzreihe  nöthigeit  Grossen  ^^«o» 
Jhi0,  JHiq*».,  hätte  man  ^uch  aus  der  allgemeineo  Formel 

i)=|lr  =  Mo+^-^  «0  +  — j-g — JhiQ-^  1   ^*Mo+  — 

*  '  ' 

erhalten,  wenn  man  die  darin  ani^ezeli^ten  Produkte  entwickelt, 
das  Ganze  nach  ar  geordnet,  und  mit  dem  gegebeneii  Gfcchuegs- 
poiyoom  '  .  . 

verglichen  hätle.  Dnrch  Gfeichsetzimg  der  Coeffizienten  der  cor- 
respoTidirenden  Potenzen  von  x  erhielte  man  v  -\-J  Gleichunjrcn, 
welche  l'mear  und  leicht  aufzulThScn  sind.  Soll  aber  die  eben  be- 
schriebene Methode  der  Anfsuchiini^  der  Wurzeln  auch  einen 
praktischen  Werth  haben,  «o  mä^sen  sieb  die  Grössen  J^u^  Jht^**. 
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UDinittelbar  und  leicht  angeben  lassen,  ohne  erst  grössere  MuUi- 
ptikatiouen  aubzuführeti,  oder  Gleichungen  auflösen  zn  mfisseli. 

Auch  dieses  lässt  sich  erreichen,  wenn  man  durch  IndaktioD 
dM  GcmU  «rmitteU,  aadi  welchem  die  einzelnen  Coeffisi#|iteii ' 

^hi^  ^Hiq 
der  GrüMen  «o»  «t  ♦  Oa-...««  hi  "J^*    ~1?  '   "äT"""  8®'''*'*'** 

aiüdf  und  mao  erhält  dann  folgende  Kegel: 

8M  H-4s0M+4«nfa4 Ulf'  «liiwi^mf  fei- 

gende  Glieder  von  ^^   ^^  und  ebenso  ^Qafl,-|-^aaH-i-i-'fifta»|.S'|-^ 

die  correspondirenden  Glieder  von,  — wobei  i<o»  ^i»  ^»  ••• 
and  ^fi^,...  bekannt  sind«  so  ist: 

m 

■ 

d.h.  man   erhält  den  Coeff'izienten  eines  Gliedes  der 
rten  OiHerenz,  wenn  man  den  (rechts)  vorhergehen- 
den mit  dem  Z  ei  2:  er  der  Differenz,  r,  ni  11 1  ti  p  I  i  z  i  rt,  und. 
den  darüberstehenden  Coeffizieuten  der  vorbergeben- 
dj^u  DJfferenx  addirt.  -  « 

Nu  bahuMi  wir  sebou  IHlh«r  bemeikl;  das» 

i     '  ^%'3^4.at-|-aii-....^ii«i-i 
tot,  dam  jede  folgende  Diiercni  um  ein  Glied  weniger  hat»  ee 
dass .  der  letate  GUtcknogsooetiaieot  in  ^^•••.»o^  ist,  und 

den CoeiBiiettteh  1  hat.  Es  laaaen  aieh  aleo  mit  Httlfe  der 
eilen  anegesprechenen  Regel  die  geanchten  GrQaeen 

^hi0,'-^.,.^  der  Reibe  nach,  eine  aas  der  ander |i  (re- 

enrrirend)  entwickeln.  ^  Für  eine  Gleichnng  vom  6Cen  Grade 
n.  'fi.  «rkllt  aian: 

•  iß) 

no^  •  ^-l-aii^^» 


Diaitizi 


4ä0     Sc  Ära  mm:  4lm  Aufgucümäer  reeiien  W%tr%elH 

und  ebenso  •   •     .    f  —.  •      *  :      •  i 


•  ,  .  j  Ii  .  t 

Will  man  di«M  Formeln  «oglekh  Air  eine  Gleiebong  vod 
niedrigerem  Grade  benOtseo,  so  faat  man  nnr  ebenee  viele  CoeflÜ- 
aieniBft  a^,  «i;«,.  «kO  m  eMm  iNa  In  dMellien  Mdnswton  ar 
fehlen.  Ebenen  leicbt  laaaen  aieh  dorek  Omkebiung  dieeer  For-' 

nielo  aus  den  g^ebenen  Uifferenaeii  ä^u^,  ~&r^«'**  die  ent- 
sprechenden  Oleiebnngacoefliaienten  finden»  denn  ea  tsli: 


■ 

Ol  =5        —  16a^,  "e.  a.  w. 


Diese  Resultate  lassen  sich  iaoch  benutzen,  um  eine  gegebene 
Zatiieogleichung  mit  Hülfe  der  Differentreibeu  allein  aufzulösen  > 
man  b^nn  <^beli  in  folgender  Weine  verfabren;; 

1)  Hat  man  bereite  eine»  dem  gegebenen  Glefobungepolynem 

/(a;)  =  II«  =  noo:* -f  «Ti^"^ -I*  • « n»-i« -|- 0»=:  0 . 

entsprechende  Differeiizreihe  e^erechnet,  himI  zwischen  :c=:a  und 
4:  =  «4^1  eine  Wurzel  frefnnrlen,  fo  büde  man  aus  den  «ten,  oder 
(c-f  l)ten  Gliedern  (jenachdem  die  Wonsel  näher  an  a  oder  a\\ 
liegt)  rait  Hülfe  von  (y)  eine  neue  Gleichun?,  derf  n  Wurzeln  ^ 
respektive  um  o,  odera  -(-l  kleiner  sind»  setze  hierauf  je  nacb 

OmstSnden  9  =  ^>         «der  ^»  bilde  wieder  die  dnsn  ge6&- 

rende  Uifferenzreihe.  nud  verfalire  mit  dieser  nie  früher. 

2)  Sind  auf  dieee  Art  nwei,  eder  mehrere  Stellen  der  Wnrnl 
'gefnnden  worden»  und  lat's  die  noeh  fehlende  Correetion,  ae  nn- 
(eranehe  mnn»  wetebe  Ton  den  bfiebaten  Gliedern  der  Gtelcbnng 
aaf^dia  Besnitat  Mann  Ginfloas  m^br  tfben»  und  lasae  dleMlben' 
gnna  Weg.    Dieser  Binflnaa  let  dem  grSseten  Wertbe  bweb 

sg'  ^^^9  wobei  An-T  npd  A%-x  Coeltizienteu  der  Potenzen  von. 
und  X  bedeuten»  und^  vorausgesetzt  wird,  dass  man  tsA  ^  -j — 


Digitized  by  Google 


Htm  GMckmnßt  -  Foi^noms, 


aiiDehMii  kaiio.  Enthalten  ferner  Au~i  nnd  Ak  mehr  Stellen,  ab 
man  vorftvsalelitlld  in  ADspruch  nehmen  wirdl»  eo  beseitige  man 
dieee  dberfifiesigee  Stellen  durch  Oiviaion  der  ganaen  Cleiohung 
mit  10,  100,  o.  dg.  und  benfitae-  djeeelben  hOcheteoe  aar  Gorreetar. 

.   Belepieli   Es  sei  die  Gleichung 

'    i«-2.r*i3.T*  —  5a:'+7:i:2— IIa:— 23  =  0 


aöfautteen  imd  die  Wuraeln  auf  (i  bis  7  Deaimalstellen 
rechnen.  ^  *  .- 
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SchK^^^'   Ve^fr  äa*  Aufzucken  der  reellen  Wur%€ln 
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schramm:  Ikk^r  das  Aufsucken  iier  f teilen  Wurzein 

Die  andere  Wurzel  liegt  näher  Mi  —  1  als  an^O,  and  wk 
setzen  x—\-\-^  so  ist: 

y«-.8y*  +  28y*—57^»  +  75y«— 68^  +  6=0  und  y  = 

0  I 


-6000ÜO  10428 
1110428  4gOU48 

—  119480  —  94160  =  1— t 

\.    25320  +  20520      ^  - 

L.   4800  —    3840  X 
960  000: 

8»» + 240t*  +  4660s»  +  59500*«  +  5^6020?  - 10428 =  0  >  .  x  =  ^ 

5  •  92i*  +  54ö0zi  -  10428  =  0 
0  12 


-10428   —  4962    +  516 

5466      5478      6490  '  =2— —  sslMM, 

12         12         12      '  •      5484  ^ 

ienier 

,=04)lfl068>ft«=4-zÄO'980M4;  «=^l+^=-O-O9Oli)06ß. 

Die  vorgelegte  Gleiehoog  hat  also  die  reellen  Warsein: 

ari=    2  092(^25, 
0-9019066. 

Wie  man  mit  Hülfe  dieser  Methode  eine  gerade  Anzahl  von 
Wurzeln  finden  könne,  welche  in  einem  Intervalle  a  und  ß  +  1 
liegen,  und  die  man  *^amit  nach  dem  Zeichenwechsel  der  (Glieder 
/(«)  und  I  I)  nicht  erkennen  kann,  ergiebt  sich  aus  dem  vor- 
hergehenden von  selbst.  Wir  woilen  diesen  Fall  vrieder  in  eine© 
Beispiele  betrachten»  und  wählen  dazu  die  Gleichung:^ 


Digitized  by  Googl< 


Hier  is^: 

-63-1+13+3-7+7  «9 

+  62    fl4  -10  -10  +14  6*2  134 

—48   —24  0  +  24  48  72  96 

24  .     24  24  24  24  .  24  .  24  , 

Diese  Gleichung  hat: 

swj^chen  t<-2  und  —  l  eioQ  ^«rsel> 
'i    „         0  „  +]  eine  Wors«l, 

M         2  4  entweder  swei  Worzeln 

oder  auch  gar  keine.  Liegen  in  dtesem  Intervalle  zwei  Wurzeln, 
80  handelt  es  sich  zunächst  darum,  zu  entscheiden,  ob  dieeelben 
zwischen  2  und  3,  oder  zwischen  3  und  4  liegen.  Eine  voll- 
ständige  Auskunft  ertbeilt  ans  hierüber  der  erste  Differen« 
tialqno  tient»  welcher  «wischen  beiden  Wurzeln  sein  Zeichen 
indem  mnse.   Diesen  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden: 

14    48  *^4 

^(8)i=r-7-^5  +  ^-j=-.7-7  +  id-.ft=:-4 

eb4neo  /'(3)s:7-ai +  21^6=— 0 

Z^- (4)  =  69  —  ^  +  32  —  6  =  2« 

woran«  sn  erneben  int,  dann  die  Wnrseln  nur  nwinchen  3  nnd  4 
liegen  fcOnnen^  nnd  mnn  erhllt  zugleich  ihre  Nfihernngnwerthe: 

^    .  drt=4— ,^  =  3*71; 

mit  denen  man  die  Rechnung  nach  einer  der  bekannten  Methoden 
fortnetsen  konnte.  Da  Jedoch  dadurch  noch  Imnier  nicht  bewie- 
•en  int«  dann  nlcb  in  dienern  Intervalle  wiriclicb  swei  Wurselo 
vorfinden  (Indem  dan  nwlneben  3  nnd  4  liegendn  Minimum  der 
^  Ordinate  nucli  ponitiv  nein  kann)  ap  bilden  wir»,altt  dienen  su  ermitteln, 
aine  neue  Gleichung,  deren  Wurneln  um  3  kleiner  nind  ain  dlk 
der  vorgelegten« 

Es  ist: 

•  '     '  r 

9»* 
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i^Sckramm:  Heb.  doi  AMtßuck.  der  rteiL  WHr%.  ein,  Gleich,'PtHi/n. 

1  «^6»^  (31  —  36-f  1  l)s**f  (12— -1^2«  »0, 

ofler,  weoo  man  die  angezeigten  Additionen  voilzieht,  und  zugleich 
2  =  Ig  «etst: 

fXx, )  =  «. ,  :^  A    602\   6001*1    6000z  ^  1 0000  0 
und  weil  * 

I 

Jhio  =—5339 ,  J<tro »  1574,  Jht^  =3M,  2fHia  - 

•  ■  •  •* 

•       *  I  ' 

ist,  so  hat  man ;  '  ^ 

0  1,2-.        3         4  5 


+  10000  4661  896  -  899  -  304    +  3J26 

—  5339  —3766  -^1795  +  596  3429 

1574  li>70  2390      2834  3302  «  /  . 

396  420  444  .    468  492 

24  24  24        24  24 

Es  bleibt  somit  kein  Zweifel  mehr  darüber,  dass  zwischen  3  und 
4  wirklich  zwei  Wurzeln  liegen,  wovon  sich  dje  eine  zv^ischen 
3*2  und  3*3,  die  aD4ere  aber  «wischen  3*4  und  3'5  befindet. 
Und  weil  ferner :  • 

P(2)  =^  .  1795  - 1195  + 148— 6  SS 2848 

nod 

F'(4)  =  3429  - 1661  + 164  -  6  =  1936 
ist,  so  bat  man  f&r      and  or«  die  Nfihemngeii'erthe : 

(3-2  +  ^=3-2315'  ^  ^ 

xt  =  !  und  deren  Mittel  ori  =3  240  . 

*     ^  896 

1795 

und  ebenso : 


(3-2+ 1^=3  2488 


.ct=  i  Mittel  xa=3-412.. 
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Bur  fharät:  BHlrng  für  den  LiUerricäi  in  der ReU€fp§r»pteUt€,  ^1 

Ptai^hdem  üieHe  tieHieii  Wur?;eiii  8uiiiit  getrennt  sind,  kann  man 
nie  mitteilst  irc^end  einer  bekannten  Methode  (am  besteo  der  New • 
tou  Aicbeo)  noch  genauer  berechnen,  und  erhält: 

3*23607, 
=  3*41421. 

Diese  Keispiele  dürften  genügen,  um  zn  zeigen,  auf  welche 
Art  Titan  das  in  der  UebersehriHt  bezeichnete  Ziel:    „Die  Anzahl, 
^nd   die   Grenzen  der  reellen  Wurzeln  einer  Zahlengleichung  zu 
finden*',   erreichen  künne,  ohne  sich  dabei. auf  dem  uiiaiclieren 
Wege  dea  Probirena  au  bewegen.  , 


t 


Beitrag  far  im  Unterricht  in  ^der  ReliefperspectiTe. 


Von 


Ueirii  Doctor  Burghardt, 
Direelir  4er  Realoebale  in  Kordhaatea. 


Wenn  O  (Taf.  II.  Fig. 6.)  ein  gegebene»  Projectionacentrum,  Op 
den  nach  dem  Punkte  p  eines  Objectes  führenden  ProjectionastraW» 
h  den  Dorchschnittspunkt  des  letzteren  mit  einer  der  Lage  nach 
gegebenen  Ebene  und  r  einen  dem  Punkte  p  entap  r ecbandail 
Punkt  bezeichnet,  i*o  soll  die  für  die  Punkte  p  und  r  «od  aiideFÄ 
ähntich  j^elegcne  Punkte  stattfindende  Ueberelnatimmungf  d6f  Lage 
durch  loigende  Gleichung  ausgedruckt  werden : 

Op     ,  Or 

. 

'w<M«r  X  ei«o  «onatanto  Maae  tat* 


t 

f 


43ji  Burjfharati  B^Uag  /m-  iUh  InlerrklU 

m 

Pankte.  6....  die  G«i«il^  X  l«t. .  :V«»tiSfiilet  mm  In  4i4»fr.  Bbmi« 
r  mit  80  ergiebt  «eh -aas  der  projecHviecfaeD  ßigeAacbaft  dee 
anharmoDiacben  VerhMttDiaaes»  daaa  aadi  .  » 

oder  dass  der  Ort  aller  Punkte^  w^lcfic  den  Puiikten  der  Geraden 
£F  oacb  obli^cr  Gleichung  entsprechen,  wieder  eine  Genide,  und  t 
awar'ffir  die  Punkte  von  EF  die  Gerade  ED  ist;  dem  nnendlich 
entfernten  Punkte  der  Geraden  jE^F  entspricht  dann  r^,  derUarch* 
aebaitiapankt  dea  paraUelea  GeaicblaatrabU  auf 

Fiir  ;ille  lihrii^en,  unter  beliebii^er  Richtung  der  Gesichtsstrah- 
Jen  in  uüeiullicher  Entfernung  beiindlichen  Punlite  ist  in  obiger 

Relation        gliricb  der  Einbai^  -«ilfiiiefc  ^  ein  bestinuater  con- 

stanter  Wertb.  Den  unendlich  eotfeniten  Punkten  der  Projec- 
tioaaebene  entaprecben  daher  die  Punkte  einer  der  featea  Lii|le 
L  parallelen  aod  darcb  D  gehenden  Linie  L*,  Wird  durch  M/ 
eine  der  festen  Ebene  der  Ponkte  b  parallele  Ebene  gelegt,  ae 

Or 

lat  auch  fiir  alle  Punkte  r  dieaer  Ebene  ^   wiederum  -dieaelbe 

eenatante  Grttaae.  Fflr  aUe  on^dlich  entfemiaQ  Paakta  dea 
Raamea  tat  daher  der  Ort  allfer  nach  obiger  Gleicbuag  corraapon- 
direnden  Punkte  eine  durch  L'  gehende  und  der  Ebeo€  der  Paakt^ 
b  parallele  Ebene.  Beseichnet  man  die  Entfernaag  dieaer  fibene 
▼oa  O  mit  OV^dy  ihre  Enfferauag  von  der  Ebene  der  Paakte 

Or  i{ 

b  mit  yjis^e,  so  ist  Siw  die  uuendlicb  entfernten  Punkte  x'^'^ 

d  , 

und  folglich  1  =^1- ,  wedarcb  die vor^b^j-gebeode  allgeiueinere  Form 
der  Relation  in  folgende  fibergebt:  - 

bp      d  '  br    '  ^ 

Wenn  die  Lage  des  Projectionscentrums,  des  Objectes  ua4 
dar  Ebene  der  Poakte  b  eine  beatimmte  lat,  so  kann  die  dar  letx- 
tai«ii  .paiallala  Ebene  gawiaaermassen  zirei ,  extreme  Lagen,  eiii* 
nehmen,  welche  die  Graaawertbe  des  Cdelificieuteo  k  bestimmen 
werdea.  Befindet  sich  jene  parallele  Ebene  in  unendlicher  Eot- 
fernong,  so  wird  X=  1,  fällt  dieselbe  mit  der  Ebene  der  Punkt  b 
zusammen,  so  ist  A=0.  Im  ersteren  Falle  möaaea  die  Punkte 
r  mit  den  Punkten  p,  im  aweiteo  m^  den  P«akte»  b 
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fallen.  Wenn  nun  fHe  Punkte  b  genübniioh  aJs  per«pectivUcbe 
Bilder  der  Punkte  p  beseicboet  werden ,  ihre  fihene  also  ab  Bild- 
flfidie  der  Malerperspective  aufzufassen  ist,  so  folgt  zugleich  aus 
dem  Vorbergebandan,  d^ss  dl«  gavfibBliohe  Peisf>«atite.«lti  httr 
rfgadtüf  Fail  «Imt  aNf|MB«iMtaB.  Iitr  i»  veUbar  mi  d«B  Pnaicftio 
p  «ioM  Objeete«  di«  P^kte  r  BUder  dmdben  gehören. 
Wird  diese  aUgmelnere  «dtr  freiere .  Perspective  mit  dem  Namen  , 
Reüefper^pectiTe  beseiehnet»  so  Icaoo  afso  der  Coeficiept  dieser 
taspeelive  aiMBdlieli  viele  Werlbe  wMMtea  ued  die  AH  der  ^ 

'  Denleiliteg  .  daher  de«  iviade  aadi  cfae  uaand^ch  verlchiadeae 
aahh  Die  Werths  dea  GeeHdeatett  iaO  aad  ial  heatfaaMi 
alsdaaa  die  Gipaaew,  dardi  welobe  die  reliefperspeeliviiche  Das*  . 
ateiiaag  la  die  2eie|io«e9. der  Malerei  oder  ia  da«  aegmaaafte  ^ 
veilrande  Bildareric  ibeffneht  F«r  ivn^Mkk  weedea  iadj^a- 
sea  in  der  Relief bildaerei«  ehirohl  jeasa  X  «wlaaheo  dea  aagffa* 
benen  Greoteo  jeden  beliebigea  Werth  annehmea  fcami,  drei 

'  Darstellongsforroea  vurzagaweise  feetgelialtea,  wooaeh  ein  ReÜef 
eatweder  ein  flachea  oder  ein  halb-' oder  ela  hopherhabe- 
oes  ist 

Sind  O,  L,  L'  und  auf  EF  der  Punkt  p  aU  Oliject  jrejfc- 
hetr,  so  iJisst  sich  die  geometrische  Bestimmnn^  des  reliefper- 
f»prcti%*i8chen  Bildes  zu  p  durch  ronstnirfinn  fjps  parallelen  Ge- 
«»ichtsstf  rihls,  ferner  der  A'erbiudeuden  Kr^  uod  des  Uesicbtstrahls 
Op  leicht  bewirken. 

Schneiden  sich  mehrere  Gerade  eines  Ohjectes  in  einem 
Punkte  p,  so  haben  alle  Projectionsebetieu  dieser  Geiudeii  den 
nach  p  gehenden  Projectlonsstrahl  gemein,  woraus  zugleich  her- 
vorgeht, dat»$  alle  iu  einen  Punkt  eines  Objecte^^  zus^animeulau- 
fende  «Linien  in  dem  durch  1  bestimmten  Relief  sich  in  de^8elbel^ 

«  Weise  darstellen,  ferner  alle  den  parallelen  Geraden  des)  Objec* 
tes  entiiprecheuden  f/inien  des  Reliefs  in  einem  Vereinigungs- 
punkte innerhalb  jener  der  Büdflftche  paratleleo  Ebene  xoeam- 
meDtreff»B.  Djesen  Vereioigungspuokt  nennt  man  getvOhalieh  dea^ 
Tersehwindungspunitt  and  Jene  der  BHdfliefae pardlele  Bheae 
die  Ter^chwindangeehene.  DeK Terachwiadttagspaaltt  aller 
aaf  der  BildflSche  aeokreciitea  Oeraden  Ist  der  Haaptpaakf  der 
Terschwtadonga*Blld6ftfefae  and  entspricht  dem  Aagenpunlde  la  ^ 

e  der  HIalerperspelttive. 

Da  das  faMaHfara|mttriaBiw  Bild  einer  <ieraden  vrieder  eiae 
'   Parade  iat,  welche  mit  ersterer  in  einem  Punkte  der  Bildflächa 
aMMMBaaMAy-awai  aieh  «dhaeidende  Gerade  im  Bsäsf  sieb  «ri»'  ' 
im  ab  aalcha  daartaHaa*  aa  fbigl,  dasa  dle  £baaaa  asielwtv  «er* 
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440  ,   Burgkarät:  Beitrag  ffy"  Ußn  l'n/eiric/U 

MpoodÜraiHbD  liBiMpMM  Uweffailb  Amt  BiNMidie  Mt  tAtmim 
nOMen.  B«tfaehtoC  nan  DtwolisehBitt  ato  äx%  tmtm  Ehm- 

neoMtocheb,  deaseo  dritte  und  vierte  Ebene  resp.  die  Blldfliclie 
und  die'dnreb  dae  Projectto;isceDtrani  iKehende  Bbeae  «indji  eo 
gilt  fOr  jeden  auf  dieeem  EbenenbOecbel  bezogenen  Projecfloneetinbl: 

Op  Or 
•6p  bt 

Die  Ebenen  den  Objeetce  «teilen  »ich  daher- im  Helief  wie* 
deram  ale  aolcbe  dar.  Poneelet,  weleher  die  Definition  ve^ 
Relief-* Projectton  umnittelbar  an  die  Bedingungen  der  Aehnlid»- 
beit  aascbfleeet,  folgert  ane  dieeer  V«»ranwi»etaung,  daee  eicb^je 
swei  der  erwähnten  Durebachnitte  corretipendlrendcr  Ebenen  in 
eln^m  Punkte  schneiden,  der  Ort  deveelben  also  eine  Ebene  «ein 
mfieae,  welche  er  Ebene  der  Honfologie  nennt. 

Die  oben  an^t  i^ebene  geometrische  Constrtiction  der  reliel- 
perspectivischen  biider  von  Punkten  hat  J.  A.  I{reysi*r  in  seiner 
»Sthiift:  ,,N  ersuch  ei  ner  Er  I  Uu  t  er  u  n  <1  ei  Kel  ie(  perspec- 
tive" aus  tJeiii  praktischen  Z^^e(ke  der  Kelietdarstellung  abge- 
leitet. Seine  Schrill  i^t  last  gän/iich  unbeachtet  geblieben;  nur 
Ano^er  Fiat  (Arcliiv.  Bd.  I\  j>.  255.)  (i.us  Verdiensliiciie  dersel- 
ben einer  Aeiisserun«;  l^oncelet  s  gegenüber  gebührend  hervor- 
gehoben. Das  erwähnte  geometrische  Verfahren  lässt  sich  übri- 
gen»! auch  als  eine  Fo^eruug  aus  der  im  Eingänge  angegebenen 
Relatitin  entwickeln. 

Far  Gerade  und  Ebenen,  welche  al8  Objecto  der  ^Bildfljicbe 

Oj9  Ol* 

peraliel  laufen,  ist        constaot,  aUo  auch  ^ - ;   die  der  Bild« 

.flftche  parallelen  Geraden  und  Bbenen  erscheinen  daher  auch  'im 
Relief  als  solche  und  folglich  parallelepipedisch  begrenzte  Räume; 
deren  Endflaclicn  der  Bildfläche  parallel  sind,  als  abgestonipfte,  ' 
viertfeittge  Pyramiden,  wie  s.  B..  die  regelrecht  conotruirten  For* 
oien  der  Bühnen. 


Die  Schwierigkeiten  einer  Untersuchung  der 
Eigenschaften  der  reliefperspectivischen  Gebilde  berahen  baupt^ 
sftchlicb  darauf»  dass  Object  und  Bild  im  Allgemeinen  Mcb  hiebt 
i«  derselben  Ebene  befinden  und  desshalb  auch  nicht  unmittelbar 
eine  anschauliche  Zeichnung  in  einer  Ebene  anlassen«  In  dem^ 
Folgenden  soll  daher  angegeben  «rerdeo,  wekbe  allgemeinen  Be- 
siebungen  der  Lage  eintreten,  wenn  Objecto  und  deren  relief* 
fierspeetivieobe  Bilder  in  eine  Ebene,  nimüeli  Ih  die  Ebene  4m 
Objectes  Tersetat  werden.  Um  die  Untersnebung  raOgliebet  aa 
veMtnfiiehen,,aell  Jn  dem 'Felgendei»  nur  eine  Qtn4t^{tkm  Baiii, 
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ftfr^«)  ali  Objeet  ImmM  werdMi.  .  <  .  • 

Eine  Ebene,  al»  Objeet,  und  die  Ihr  eiitfiprecbenden  Rhenen 
ailef  mr»gltchen  retierperspeetlvischerr  Bilder  schneiden  sieh  für  - 
s  ein  und  dasselbe  Centruni  der  Projectiori  ;juch  in  derselhei»  Gera- 
den der  gegebenen  Hildtläche.  Die«se  Aehnlichlceif.'-axe  sei  für 
die  li^heneii  der  relidperspectivischen  Bilder  die  Drehutig^axe, 
während  die  Ebene  de«  Objecfes  ihre  Lage  unverändert  beibe- 
halten soll.  Jede  Drehung  eines  (in  dem  erwähnten  allgemeinen 
8iiine)  perspectivischen  Bildes  viird  dann  für  sich  und  das  znge^ 
borige  Objeet  auch  eine^'^l^rfinderung  in  der  Lage  des  ProfeV- 
tionscentroms  herb<tfUireii,  deren  Gesetz  sich  auf  folgende  Heise 
bestimmen  iSs^t. 

Wenn  eine  Strecke  ab  (Tal.  ii.  Fig.  7.)  für  einen  gegebenen 
Punkt  e,  hIk  conjugirten  eines  /.weiten  gesuchten  Theilpunictes  <f» 
.«o  xw  theilen  ist,  das*»  das  Doppelverhältniss  der  erhaltenen  Seg- 
mente die  gegebene  Grosse  e  «  rhalt,  so  werden  gewöhnlich  auf 
einer  durch  c  gehenden  Geraden  zwei  Segmente  cm,  cn  abgetra- 

filC  ' 

glKi,  d«r«n  y«rbllltDiMi  —  gl«i«b  •  bt»  und  damb      6,  WKim 

doreb  dcfen  zugeordttete  Pitnkter  n  dtrablen  eftiei  Aabarmonh' * 
«dien  Btaib«!«  gezogen ;  def  vkrtrte  und  sw«r  ne  pmll«!«  8tmU 
dieses  BitecbeW  b^sthnmt  alsdaim  den  gembten  P^kt  cf.  Be- 
ftcbtet  mati  tn  dieser  Gdbefracthin,  deae  die  Rlebteng  der  Gere- 
den eti  beliebig  angeenennen  werden  ^baiwi  und  daee  die  AttlU- 
eong,  ndl  RScbslebt  auf  die  gegebenen  GrOseen«  eine  beatearte 
aem  mw,  «o  ergiebt  aleb»  daae  alle  mügllebeii  ParaUelatrebldii 
dnreh  denselben  Punkt  d  gehen  nillaaen  nnd  daaa  daber  aueb  Uire 

bd 

GrSaae  sieb  dureh  en  nach  einem  constanten  VerbUltniaa  r-  ans* 

oc, 

drilekMi  Hiaat.  HIerna'cb  liegen  also  alle  mliglicben  DnrcbacbnUts- 
punkte  der  in  der  Cenatrection  erw&bnten  Sirablenbtlscbel  anf 
eoncentrUcben  Kreisen«  deren  Mittelpunkt  d  iat.  Wenn  daber 
eine -am  den  gegebenen  Punkt  c  bewegliche  Gerade  xwei  feate 
'Punkte  m  und  eine  andere  durch  denselben  Punkt  e  gebeode, 
aber  featliegende  Gerade  zwei  ebensolche  Punkte  a  nnd  6  eef- 
biilt,  so  schneiden  sich  alle  während  der  Drehung  der  ersteree 
Linie  durch  die  zugeordneten  Punkte  a  und  m,  b  und  n  gebenden 
Geraden  in  aelebsn  Punkten,  deren  Ort  eine  bestimmbare  Kreis- 
linie ist,  und  wenn  die  Ebene  der  Construetion  sich  uro  bd  aki 
Ase  dreht,  iu  Punkten  einer  Kngeloberflfiche,  .wie.auch  Cbaales 
und  vor  ibm  auf  Grund  einer  neeh  allgemeineren  Unteraucbuiig 
über  die  perspectivtscbe  Lage  projecthFiseber  GemdeStStelner 
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In  Taf.  II.  Fig. 8.  sollen  non  abc  und  a'b'c'  nach  der  uilge- 
roemeren  AufTassung  perspectivisjche  Bilder  des  Objectes  ABC 
«Qiu  uad  mßy^  die  Aehnlicbiceitsaxe  derselben.  Bevvegeo  «ich  nun 
dltM'BIliUr  diirtb'  Drebuog  uro  ihre  Aebolicbkeitsaxe  allmähiich 
I«  die  filM0.  ilAC>  M  iMlHidet  «i«b  wäbr^  der  0(«bung  des 
BKd««  arAV  dM  BugdiOrig»  Frejeetiooisqeiitrafli  glelcliM&tig  wtf 
iM  KvgiMierflacbeii«»  dmo  Üittdtuwifcte  v',  ^'  iw  Oiral»« 
•chillto  dw  Eben«  d«r  vievtM  PanOleMraiil««  »il  det  Ebm  de« 
ObjMiM»  mitbin  1a  d«r  sar  Atfbidiebkeltigit-  iwtallelea  CmilMi 
fi'^l  SQ.  «oi^an  «Ind.        Prgjcettopwwitwarbeitdueib^  idsp  tlMi 

.  KceMnle,  dem  E|iMie  §4  der  AeMMUltom  MnfcfMbt  atabk. 
DafMlba  gUf  fUr  die  Babn  dea  Pvidtte«  O  wftbMvd  dar  i>mbMWg 

. dee  Bildes  ff6c,  welebes  der  BildflSebe'aogehOres.flifIL  Ds  mm 
dss Projectionseentrem  Ifir  eine  L^ge  der  Bilder  eio .f^mebieebsfl^ 
Hebed  ist,  so  folgt,  dess  saeb  ibre  kreisförmigen '  ßabnen  sieb 
fonerbalb  einer  gemeinecbaftlicbeo  aed  suf  der'^ebnliebkeitssze 
senkrechten  Ebene  darcbscbneiden.  DerDorcbscboitt  dieser  Ebene 
mit  der  Ebene  des  Objectes  trISt  ofenbar  die  zur  Aebnticbkeitff* 
axe  piirallelen  Centrailinien  von  je  drei  susammengehurigeo  Engeln 
In  den  Mittetpitnkten  der  entsprechenden  kreisfllrniigen  Bahnen  { 
di^  liall^  geneinschaftllebe  Sehne  der  kreisOirmlgen  Bahnen  wird 
der  Huhe  des  ProjiMi;tion«centnims  Ober  der  Ebene  des  Qjbjeetes» 
diq  SU  derselben  in  beiden  Krebsen  gebSrigea  balben  Centrifiinkel 
den  rVeigungswInkeln  gleich  nein,  welche  die  Ebenen  der  per-' 
npecttvlsdieii  Bilder  mit  der.  ElMtif  des  *Ohjectes  biUen. 

Werden  daher  perspeoti  v  i  >  <  h  e  {{ilder  eine**  und 
desselben  Objectes  und  P  r  o  j  e  c  t  i  o  rj  s  c  o  n  t  r  u  ff»  s  i  ti  b  ej  i  e  • 
b i  e  r  Anzahl  d  u  i  i  h  I)  r e  h u  n  um  ihre  A  e h  n  I i e  h  Iv  e i  t s  - 
a  X  e  in  die  Ebene  des  O  b  j  e  c  t  e  s  \  e  r  s  e  t  z  t .  so  Hegen  die 
aus  der  neuen  Lage  hervorgehenden  i-'rojection'scentra 
stets  in  einer  und  derselben  Senkrechten  auf  der  Aebn* 
lichkeitsaxe.  Für  die  «raphiscbe  Darstellung  der  perspectivi- 
scheti  lilMor  in  der  Kbene  des  Objectes  enth/ilt  diese  Bestinmiuni; 
das  cbarakterisliscbe  Kennzeichen,  wonach  hei  der  Darstellung 
solcher  Bilder  zu  verfahren  ist,  welche  durc-ii  Piojection  auä  dem- 
selben («esicbtspunkte  entstanden  sind;  dem  gemeinschaftliehen 
Projectionseentrum  in»  liaume  entspricht  der  gemeinschaftliche  Ort 
der  Projectionscentra  in  der  Ebene. 

CenstTvetlon  diene«  Orten  «nd  der  initehSrigeii 

^  •  •»     *  • 

Projectionscentra. 

W«M  In  Tei:ii.Fii.tt.  X/ die  AehntiehMlM,  lirelaeUnI» 
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ii»  der  Ebfene  des  Objectesi  das  Ssf^ent  derseibeo  MN  Objeitt 
und  {:AC}h'),  ißCfi'),  {DC,L')  h.  s.  w.  Gk^enep  perspeeUvitd^. 
BMer*  f^rper  ^M,  ON  die  Proj^ctionssteablen«        AA',  ßM',  . 
ii.«.fi^.  .41»  iwgdbtoigl»  perspegti.f}»di<a  JUlder  sind  uiU.  dkmm. 
l^äMlim^ß- StOtkm  in  dtcjdiiii^.Lage  il«»«rfM^  der  Ol^iitgflhiayit 
giihipht  iMü^Mi»  in  mMm  lie  «b«  ll^Mi-4r«prMf)gliciHMi  Lag«  Mk\ 

l>o<HiiiM  flu»,  «rbflfl  M»i#4«M  ^ifllMl        «U  Uftulgiiiig— !■  i- 
M'^-Efcty.jfcwg  PfijaBtiomttouhton  gegea  4i«.fiNfl*.dM.Qhu 
-  jaüi»  «^MkAi  .rM»  dki  atsliv^cMii  PtoJ«irtio9  4m  f  i«^«fl^.: 
«MfcfniMi  O  im  .4et  Ummt      Okjof*!»«  ttia4Mli-0|  dfo^v«»  « 
«rf.dli.  AcMidbMbtf»  SflWII«  nwl  iMMh  Mde«  Seite  vgrilM» 
gmte  8«iibfMii.l»  tot  aM«Mi  dat  «fwIteiDiL.  Di«  PrejectfaM* 
MHhtt  IfliNMiballii  dieiMir  äeabMtlileii.aM  die  IhttMktill^tigmiM*  , 
Vkm  Mflföniigett  Bahoea;  «aa  hat  daher  aar  Ar  jede  Amtml^^ 
bea  Mittelpunkt  end  Radios  su '  bestimme»-  EiOwOtt  jedea  MUH**, 
telpuiilctes  ist  die  Senlcrechte  selbst  j  der  andere  je  eine  der  Paraif 
lefen  sar  ^^kebotieblceitsaze,  lülr  welche  der  eatsprecheode  Aus- 
gaagit^punkt  durch  Oi^  parallel  CE,  OJparaltel  CD  n.  a.fr.  geAihden 
wird.   Die  H^dien  ergeben  sich  nach  dea  vorduegeh»adeii  Ans-' 
lillirungeii  durch  Constractlon  der  Hohe  des  gegebeneo  Projec- 
tioDscentrums  eR^eF,  ^ 

i 

Betrachtet  man  nun  EE'  ^  vvelcbcö  tier  BiNIfläehe  an!»ehören  * 
mag,  ebenfalls  ;i!s  ein  reliefperspectivisches  Bild  von  yVTV,  so  ist 
da^!  zuqehüii^e  Projectionscentnim  «las  äuss^rste  Prujectiona-  \ 
centriim  auf  der  einen  Seite  der  Acli [ilichkeitsaxe ;  elienso  lässt 
si(  h  ein  zweites  Projec(ioti8centrum  nachweisen,  dessen  Entfernung 
von  der  Aehnlicblceitsaxe  auf  derselben  8eUe  derselbeo  eiii  Mint- 
mum  ist. 

Durch  Umdrehung '  um  die  AehaliehkeitBaze  kuaaea  dla  Blö- 
der der  Strecke  JfiV  eine  doppelte,  ttm.JSO*  der  Drehaflg  fe»< 
sahledetie  Lage  in  der  £bene  des  (Mtjectes  erhaltei!.;  BeMfaaai*' 

man  die  Projectiaaacentra  för  beide 'eaafogirte  Lagen»  .ae  efgleblf  . 
si^h,  dass  sie  paaweiee  die  Endpunkte  d)er  Durchmesser  derj«^' 
nigjso  Kreise  sind,  deren  Ümfllnge  die  Bilder  nährend  der  Um-^' 
dreiwng  durchtanfen.  Wenn  man  daher  durch      a^»  ff,  u.s.w«', 
die  conjugirten  Projeetionsceotra  bezeichnet,  so  folgt  mit  Ruck* 
sieht  auf  den  geuieinaehaftlichen  Durchgang  der  Kreise  im  Pnnkla: 
B  und  dflsaan:  senkrechte  Prijeetien  «o»  daaa 

a,c.a„e  =  ß,c.ßj,czsi8,c.d„c  u.  s.  vr. 

Von  den  oearjngirtea  Pnnkten  a^^,  ßfi^  a.  ä.  ir«  befinden  sich  also 
je<4r«i  Pma  .!>  ia? nhrtfcwi  Mal  «14»^  tei  Cb^ladpaakte  dar  In? 


r 


Digitized  by  G 


444'  Burgharäi:  B§Uraff  für  den  Vnier rieht - 

vMltfon,  geb^  Als  conju^irter  Punkt  der  uueodlich  entfernt«. 
IMtobar  gebirt  dts  letztere  Paar  correspondirender  Ponkte  den  - 
conjugirtMi  Lagen  demjenigen  Projectlonscentroni«  an.  welches 
di»  9m6%9m  Onmse  «n«r  nöglichen  Projectmweeiitr»  bUdet  D» 
diM»  6r«nat  mm  «rrtielit  wAtd,         ObiMt  «nd  Süd  MNmM«* 
Mettr  M  tot  dM  «in»  dar  Mi  ITiV,  abi  O^eit  «nd  Bild,  gddlti« 
gMiPNjeellmMatnic,  d«rCoiiiMli»oiiked«rlwr#l«ll0«,  imd  sogleM 
da»  de*  AebonisblnltHDC«  Mn  iiSeb«!«»  Uegeod^  PMj«cil«MMiitMai, 
das  -aB^aro  dar  Biiffmilkli  «ntibrate  Panbt  dar  lavaiatfa«  nad  da^ 
bar  «Beb  daa  von  dar  Aaba  HabboMaasa  aai  nelaCaH  aatfBVB^o« 
.Jaaar  Ort  dar  PraJaalbNiaeeBtn»  aaf  walabaat  akb  anglahib  die^ 
'MMMpaabta  dar  braiattradgaa  Bab'aaa  batadaa,  }um  wM  nlt* 
Raebt  und  adl  dabar  aaab ,in*dl»iB  Falgaadan  Oantralliaia  der 
Prajaetlan  gaminat  weWIaa.  Dia  VarAelhiBg  der  ftojadiabg 
•eaaira  imiarbalb  dar  Ebana  daa  Obfactea  Maat  ^ieb  in  foljgaiidani 
Satsa  soaamnaiiYaaaan : 

Wenn  die  p  r  s  p  e  c  t  i  v  i  s  c  h  e  n  B  i  I  d  t'  r  tl  e  s  s  r  !  b  p  ü  P  r  o  - 
j  ectionscehtrunis  O  und  desselben  übjectes  J/A'  <lurcli 
Umdrehung  um  ilire  A  eh  n  lichkeiteaxe  in  ihre  conju- 
girten  Lagen  innerhall»  der  Ebene  des  Objectess  ver- 
setzt werden,  so  t  heilen  die  z  u  s  n  kuih^  n  i»;  e  h  ori  gen  Pro- 
jectionwoentra  die  Centraliinie  o  ein,  dass  je  drei 
Paare  coojugi.rter  Centra  sich  in  iovolution  befinden. 

Die  Coaatraction  einaa  beatimmten  raÜef^rapactiviajBbeii  Bildeit 
iaaarbalb  dar  Ebene  de»  Olgacteci  llaat  aieb  auf  folgeade  allge- 
meiaere  Data  snrfickrabren*  Weim.io  Tat  II.  Fig.  8.  durcb  daa 
PrejaetioDeeantruiu  O  «neb  eiae  der  Eb^ne  de«  Objectea  {lar^l- 
tele  Ebeae  gelegt  wird,  so  eotateban  xwei  gleicbe  EbeaenbOacbel* 
deren  Azea  die  Aebolichkeitsaxe  «ßy  aad  die  ibr  parallele  dareb 
O  gebende  Gerade  »ind.  Das  erste  zur  Axa  ttff  geburige  Ebe« 
aaabüscbel  wbrd  durch  die  Ebene  des  Objeetes,  durch  die  Ekteae 
des  reliefperspectivischea  fiiidea,  darcii  die  Bildflflcbe  und  durcb 
die  Ebene  dea  -Projeotionscentrums  gebildet»  das  zweite  aar  Pa*< 
raUeiea  in  O  als  Axe  gehörige  Ebenenbüscbei  enthält  die  znletat 
geoanote  Ebene  des  erateren  und  d^i  den  entsprechenden  Um 
aratarea^benenbüschei  parallele  Ebenen.  Nun  befindet  sich  jeder 
van  O  anagehende  Projectionssträhl  in  pertfieetlvischer  Lage  zu 
dem  ersteren  Ebenenbüschel  und  in  derselben  Lage  die  rentral' 
llnieinaerbaibdaaaweitaaEbenanbaacbekk  Dabar  bitTatU.Fig<  MKc 

PN  OA' 

^  Wann  blaa  daa  Pr^aatiaBaiüHiM  d»w»  aatba  dat  Lage  dad . 
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in  äer  Heäeffiersptt  iite*  44^. 

O^Me  nach  gegebene  Entferming  von  der  Objectuebene  bestimint 
ist,  ferner  die  Bildfltiche  durch  die  Lage  der  Aehnlichkeitsaxe 
und  durch  ihre  Neigung  gegen  die  Ebene  des  Objectes  ond  vor 
Allem  die  letztere  selb.««!  nebst  dem  in  ihr  befindlichen  Object, 
sowne  der  Projectioitt^coerficieut  X  gegeben  sind,  »o  läHst  sich  ver- 
mittelet der  drei  ersten  gegebenen  Grossen  die  CentralÜnie  und 
innerhalb  derselben,  wie  aus  der  ParallelitStderEbeneninTaf.il. 
Fig.  8.  solort  sich  ergiebf ,  ß  in  Tal  II.  Fig.  10.  [»(»stimmen  und  ver- 
niitfelst  der  letzU  reu  Data  nach  der  fiir  k  zuletzt  abgekiteteii 
<illeichnng  auch  «.  Aus  der  Lage  von  a  und  ß  geht  dann  nach 
dem  tsehoti  trüber  angeführten  Constructionsverfahren  die  Lage  der 
Projectionseentra  et' ,  und  der  zugehörigen  Projectionsstrahien 
hervor. 

Da  die  vorher  nach  Taf.  II.  Fig.  8.  ani^egebenen  Ebcnenbfischel 
yleich  sind,  so  n  erden  ihre  entsprechenden  Ebenen  von  den 
Khenpn  desjenij^prr  Kbenenbüschels,  dessen  Axe  in  Taf.  II.  Fig.  10. 
der  Prnjectionsstrabl  i\0  ist  nrul  d.is  s\(:h  mit  (iem  ebenen  Strah- 
lonbusche!  (A'y,  ISß .  ISa,  IM  parallel  der  (eiitrallinic)  in  perspec- 
tlvischer  Lage  befindet,  in  parallelen  Linien  geschnitten.  Legt 
man  durch  die  zwei  parallelen  Durchschnitte  des  einen  Fhenen- 
hiischels,  nämlich  durch  ß' k ,  A'f  Ebenen,  welche  auf  il^r  Kbene 
des  Objccte.s  senkrecht  stehen,  so  sind  ihre  Durchschnitte  in 
der  letzteren  auch  der  ('entrallinie  parallel  und  auf  der  Aehnlich-  '  f 
keit^axi*  senkrecht.  Nun  sind  jene  auf  der  Ebene  des  Objectes 
senkrechten  uthI  der  Ebene  der  Centrallinie  und  des  Projections-^ 
centrunis  parallelen  l^lienen  zugleich  diejeniizen,  in  welchen  die 
Punkte  A'  und  ß'  ihre  Drehung  um  die  Aehnlichkeitsaxe  l»e- 
schreiben,  jei^e  Durchschnitte  derselben  also  auch  (lieieui^en  , 
lylnren,  in  uelt  ht  n  die  Punkte  A'  y  ß'  der  fieraden  AC  und  ßC 
nach  vnllenileter  Unidreburig  um  die  Aehnli<:hkeitsaxe  die  ent- 
sprechenden Lagen  a'  und  b'  erhalten:  8i(  Ij es tlnmien  daher  auch 
die  Stellerv  der  Projectionsstrahien,  in  welchen  die  Bilder  eintre- 
ten. Da  nun  die  Perpendikel  durch  /"und  k,  diese  Punkte  ober 
durch  iVo  und  !Sß  bestimmt  werden,  so  ist  die  Construction  der 
ßilder  eine  sehr  einlache. 

# 

Es  versteht  sich  von  selbst»  dass  die  aiig6gebenen  Construc- 
tionep  uicbt  unmittelbar  dazu  dienen  können,  technische  Arbeite^' 
XQ  fSrdern;  sie  haben  nur  den  Zweck,  ein  Verfahren  anzodeiiteD» 
wedureh  die  «rissenschalUiche  Betracbtnng  der  ReUefperspective 
erleichtert  werden  mochte. 

Wenn  die  perspectivischen  Pigvreii  in  der  angegebe^n  Weise 
in  die  Ebene  des  Objectes  versetxt  werden,  so  tritt  an  die  Stelle 
der  Bildiliche  eder  Aehnlichifeitsehene ,  die  Aehnllehkeitsaxe. 
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itiiMidi*aiMar4vG«rMl«ii  JU¥fai  TaC.lL Fig.  10.  i» 
W«lM;«tif  die  A^MMOMtese,  dM«  £»r  ttfe  «oi 


o'a'      .  ct'm 


ß'b*  ffn 


Na''*  Nb'  ~      U^m'  Nn 


vad  wenn  ouui  den  Satt  des  Menelaue  auf  da«  Dreieck  iV«'^ 
^wendet: 

Un  min,  wenn  i gegeben  ist»  dasselbe  ■eoGh  von      gilt»  so  wt 


l-;As^>Ccenst 


Seilet  nun  endUeh: 


so  wird 


felglielis 


'  oder 


>  ( 

r  ■ 


1 — X  eonst. 


1  —  SS  (l  —  i)  (J  —  v)  X  coost 

"Wenn  der  ^er^  A=sO  gegeben  ist/  «e  bat  gleicbseitfg  die 
Coostante  den  Wertb  1,  folgTici  Ist  alsdann  gleich  «r;'  erbSit  l 
den.  Werft  1,  so  wird  fiapL  Unlec  fet  ersten  Voranssetsang 
nnss,  wiescbongeseigt  ist»  das  reüeÖperspectiviscbe  Bi|d  ^litdem 
gewQbnlicben  peKspectivischen,  Im  aweiten  mit  dem  Objecte  so- 
'samfnenldlen« 
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»  • 

i 


*  -  I 

Ableitung  der  Formeln  für  den  Siniu  und  Cosinus  der 

'  Somme  tweier  Winkel. 

Herni  Doctor  Eduard  Sehrtdtr 
in  6r«ft. 


Bei  der  hier  befolgt»!!  Metbode  werden  zuerst  die  Formeln 
•In         und  cos-^^  allgemein  gUtig  eotwickelt^  dano  wird 

geteigt,  das«  dieselben  Rf^tioneo  aach  fSr  die  gansen  Winkel 
a  und  ß  beeteben.  In  elneU' Kreiee  (TaCfl.  Fig.  11.)  Tom 
Halbroeseer  ss  l  werden  die  BOgen  «  and  ß  beliebig  angenommen 
nifd  die  dasa  gehörigen  iSebnen  BC  imd  AC,  ao  wie  anch  'AB-, 
die  3eboe  den  Bogena  «  +     gezogen.  Da 

JÄ=28in^^,    BC=2«n^,    AC=2sm^       '  '  ' 

end  WMel  BCAs^lW*  —  ^^^,  so  b#t  man  unter  Anwenaong  dea 

nach  Carnot  benannten  Lehrsatzes  *)  für  das  Dreieclc  ABC  die 
Gleichung:  •  •  '  *    '  .  :       •  / 


*)  Denkt  man  «ich  von  A  nnf  f^C  r!n  Perpf nttikel  AD  goillii , 
iat  bckamitlicli  nedi  den  Lehren  der  ebenen  Geomelriet' 

ia44>iyni»^feftbtwia>ligaa  Dieiecb4CP  bejwanrtkh  CXheUCs^CA 
Wir.ie»  felgt.daa  Behaaflete.  I«b  filbre  die«  an«  weit  der  Manie  «»Oarr 
aea*«ehe«  LeliraAta**  webl  aiebi  allgemdageviKbalicliist,  umMisf- 
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Verwandelt  maD  im  Aosdmcke  links  ▼om  Gleidilieitiitelchen  den 

Sinus  io  den  Cosinus  und  Ketzt  alle  Glieder,  welche  cos — 
enthalten,  auf  die  linke  Seite,  ee  erh&lt  mau: 

ces^-g-^  +  2ein  j  «m  j  coe  — g"^  Jss  i  —  ein*^— ein*| . 
Löst  man  diese  Gleichung  nach, cos — ^  auf,  so  bekommt  man: 


cos  - 


=  —  »in|sin^  +  ^sin^ela^  + 1— ein'J — 


Daas  hier  nicht  die  negative  Warsei  genommen  werden  kennte, 
erhellet  eehon  daraua,  weil  in  diesem  Falle  Air  a  und  ^ 

nach  der  rormei  cos — ^  stets  negativ  sein  mfisate.  Der  Ana* 
dmck  vnter  dem  Waraelseichen  kann  anch  so  geschrieben  werden: 

l«»eiD<|-sin^2(l  -«iii4>  ^  redMirt  ^  ee^cee«|* 
ao  daaa  obige  Gleichung  jetst  lautet: 

u\t         «iß  u      ß  - 

-  cos  — g**  aseoa  j  cos  ^  —  sin  ^  sin  L 

Um  die  Formel  ffir  ain^— ^  zu  bekommen,  aetz^  man  in^  der 

Gleichung  (1).  anstatt  cos— ^  den  gleichgeltenden  Anadrack  der 
Formel  I.  Man  erhilt: 


aili*— j*7=:am^+  sin^-|-2sin^8in2  (cos^cos^  —sm^sin 
Vellflihrf  man  im  rechten  Thelle  dieaer  Gleicbnng  die  enge* 


▼«rständiiissen  vorzubeugen.  l>ei  in  diesem  Aiifsati&t-  |>;<'^oücne  Heweii« 
äcliliea«t  sich  au  die  viel  gehraiuhte.  gtiiiK  elemvntare  Dar&teltun^ 
der  «beuen  Trigonoiueti-i«  au,  bei  Yrelclicr  iiiaii  Sinu»,  Cosiqus  u.  m.  w. 
als  di«  VerhaUniMe  gewisser  Seiten  det  rechtwinkligen  DreicclrN  lietrach- 
tet,  tine  welehem  Grunde  fch  ihn  habe  hier  abdrocken  lateen,  weil  er 
vielleicht  nmadieni  Leeer  ani^enehm  acia  ai#elite«  Oh  dno  Aafiehe  Dar* 
alallaag  achon  anderwattig  gebmaeht  worden  ist ,  weks  ich  alchl.  , 
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2fin^sio^,  «o  kann  gian  dar  Glekbang  die  Form  gobcn: 


4)t       a       ß  ß 
+  2»io 2  C08  2  sin  2      2  * 

Der  rechte  Thell  dieser  Gletchang  ist  (eiii^co8^-|-co8^8in|^)*« 
woraus  folgt : 

»  '      ^  a^ß        aß  aß 

/  sie  — =  8iii2C08g+ cos  j^sin^j.  II. 

UmdieFeriBelii  Rlrshi^^-^  ead  cos^^y^  abwileiteii,  lefdbne 

man  einem  Krerso  vom  Halbmesser  =1  das  helicbii^e  Dreieck 
ABC  (Taf.  II.  Fii;.  12.)  ein,  (Wssen  Seiten  Aß,  ßC  und  AC  der 
Reihe  nacli  die  Sehoeo  der  Bügeu  a — ß,  a  und  ß  bilden.  Es  ist 
daber: 

9 

♦ 

.  Wliibei  ACB^^^ 


Unter  AntrendaBg  des  Carnot^scfaea  LebrsatjBes  erblit  iBan  die 
GleiibttVg: 

sin«2^ÄS»n^+8in«|— »«iD|aiii|coe^''.  (2) 

Verwandelt  man  im  Ansdrucke  links  ▼on  Gleicjibeltstekhen  den- 

Siaii^  In  den  Cesioiis  and  setst  alle  Glieder»  weleba  cee*  ^  ^ 
aatballa«,  aaf  die  Uafce  Seite,  so  erbilt  man: 

coa*^^^^— '2slayaiB|'cee^^f^=  1— sId*J— ala^* 
Aas  dieser  Gleiehaae  findet  man : 

«08  — ^  =  Sin   stn  ^  +  Y       2      2  +  *         2  ~~  *    2  * 
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^^Seäreder:  ^  Aödeiiung  äer  Formeln  ftr  den  Sintu  und,  Cotinut 
1>e!r  Ausdrudc  UDtenn  WmelselelMO  MvtiH  flAcb  auf  eoi^  c&t^ 

tietnzufolge  iitaii  ^rhält:  .  .    ,  ;  ' 

et  — 13  et       ß  aß 

€o« — ^=eoöjj  €08  ^  H-§in2=gin  III 

Das«  in  der  vorheigehendeo  Gleichunij  die  Wurzel  |>o6'Uiv  genom- 
iiien  werden  rousste,  erhellet  au«  Folgeitdeni: 

'  oc  ß 

Es  seieo  ^         2      c^^^^'"  Quadranten  befiodlicb,  so  sind 

C(  S 

Sinus  uD,d  Cosinus  von  ^  und  ^  positiv,  und  es  wird  mit  der  Ab- 

RR  R 
nähme  von  ^   der  sin  ^  kleiner,  cos^  grösser.    Wäre  nun  der 

fechte  Theil  der  GleicbiiDg  III.  eine  Differenz  anstatt  einer  Snminet  9^ 

ß  , 

würde  er  mit  der  Abnahme  von  ^  ,  einen  grossem  Werth  erlan- 

gen,   irSbrend  lier  linke  Tbeil  der  Gleichung  oder  cne — ^ 

.  ß 

mtt  dem  Kleinen» erden  Ton  ^  abnimnit,  woraus  die  Cmttattbftf^ 

tigkeit  des  negativen  Zeichens  der  Wurzel  folgt. 

Setzt  mau  in  der  Gleichung:  (2)J^är  cos — ^  den  gleicbgel' 
tendeu  Ausdruck  der  Formel  III.,  so  erhält  mau: 

Wird  im  rechten  Theile  dieser  Gleichung  die  angezeigte  filuUi- 
plieatlon  aosgefllhrt  und  dann  ^l&^ala'^  -f  «io*|^«faEi*^  amtUt 

2sin*7  8io^  geschrieben,  so  Ifisst  sieb  der  Gleichung  die  Fem 
geben; 

ain*-^  -  =sio^  (1  —  »»n*2) +"0  2  (*— f^— ^sin^coa^wo  jcosj. 


l>er  rechte  Tbell  dieser  Gleichnog  reducirt  sich  anf 

(sin  j-  cos  j-  —  cos^  sin  .j 
deiMifolge  mtn  erbüt: 
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Um  nacJiziiu  eisen,  (las:*  liieselben  vier  Relationen  auch  /u  i.schen  . 
den  ganzen  Winkeln  a^^y  a  «nd  ß  beateheu»  icttnn  ni^  iolge»- 
4firiii|aft»eti  verfahren.     '       "  -  •  , 

^0«  der  CileichiHiii  II»  ^ßibi akchp  WjBim  m^A  duriii  u=sß  ««tat: 
-Au«  der  Cvlet^famig  1.  folget  auf  dfeaelbe  Art: 

ZvIolgeV.  beat#bt  aoeb  die  Relation  8in(a-^^)=2sin  Q  -eos— ^  •  • 

Setzt  man  in, dieser  Gteichun^  t.tatt  sin — ^    und  coa — ^  die 
gl^bgflleMlei»  AvadrMe  in  II.  aad         Iiat  maiif 

(5)  •  ^ 

^  a       ß  (iß         aß  (X  ß 

»io(a+p)=2(8in^cos2  4-cos^siD2)(co8g-cos^  —  sin||-8in^),  • 


Die  Ausfäbrung  der  angezeigteo  Multipiicatioii  gibt: 

aain^cosyros2|  +  9ab^©aa|^<yia«g  .(Ä). , 

ß       ß       o,  daß 
—  Ssin^  co8^«in*g'-728ing-co«5^8in*;y . 

Dieter  'Aoadrack  kaan  die  Form  erbalteii : 


V 


V9d  ndmsirt  aiaH  «otor  Betftckaielitigung  derRelatiwMii  V,'mi  VI; 
aaf'0Uiliao8/?4  ceafiainj^,  ae'dbaa  maa  die  VWmmI  iMts 

afo  (a  -I-  ^)  =  ain  acda^  ^-  coa  aaia^. 
IMrtBMiiBdiMwGMelMUigaUttais^  «Md  c«!^  «egteteb- 
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4Üi  sehr  •  der :  AbieH,  4»  Fmrwut»  fm  4iH  SSmut  und Coiinus  eic, . 

geltenden  Ausdnicke  in  IV.  und  M!.,  so  uiitersclieidet  sich  die. 
^anze  Abit'iluui^  von  der  vorhergrliendeu  dadurch,  dass  ii»  (0)  das 
zweite  Glied  i»ej;ativ  und  das  «Iritte  pos'rtiv  erscheint,  was  zur 
Folije  hat,  dass  die  Summe  (7)  sich  in  eine  Differenz  verwandelt 
und  somit  schliesslich  die  (ileichntisj  zum  Vorsi  licin  kommt : 
Ma{a  —  ß)^smacotiß — cosaBinß.    Zui'olge  der  Relation  VL  be- 

«twhi  die  Glelcbmig  eo8(cir4  A f  c«»*^^'«»*'^^«  Setet 

man  Id  dieMt  Gleiehbog  »falt  eon^^^  «md  «In  ^^-^  wtm  den  K«^ 

lutiouen  I.  und  II.  die  gieicbgeltenden  Ausdrücke,  so  einhält  niao: 

m      ß        aß  a      ß     '   u  ß 

oo«(a    |J) =(co»  j  cos  ^--«Ib^  m  |-)^(ilo  ^eoB^i-  eoe^  sin  ^>». 


»  Ans^jfbriing  der  augezeigten  QoMriruugen  gibt  nach 
kleinen  Rednctien:  • 


a      a      ß  ß 
Unter  üerückMichtiguug.  von  V.  und  VI.  erhalt  man  hieraus: 

m 

4  ■' 

c)n«i  (a  -f     =3  C08  a  coü  ß  —  sin  aein  |l. 
WGrde '  niaii  eodlkb  In  der  R^latioii 

cee  (9t^ß)z=L  cee*""^^ — ein*""^^ 

a^ß  o— ß 

«tatt  OOS    g    und  sin    ^  ■  aua  UL  und  iV.  die  Ae^valeate 

«etiea,  notoraebledwi  «leb  die  Iderana  enliprltogeaden' An«- 
dffleke  von  den  Terbergefaenden  nnr  im  Zeiehen«  nnd  awar  wflrde 
im  Tiidbten  Tlieil«  der  6lMinii|r  8)  da»  dritta  Med  paMv  «iw 
adteinen,  warana  «thelat,  daaa  man  Jelat  dia-Fomai.  bekamoMMa 
mflaate; 

co8(«^fSf)  =  co««eoa/3  -|-  sinairin/}. 


■       •   «      *  .   •  . 
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,  Watete  Auefiihniiijg  der  pqlHuciieB  Aritluiie|ik. 

Von 

*/         Rerm  Dr.  L,  OtiHmgerj 

C!r<i«»lierxog1iüh  Ba4i«(!l»«ln  Hofrathe  oiiid  ordcn|Iieii«iii  PrdfeMor  der 
'  MAtbemalifc  m  tfer  l7iilY«Mitftl  SH.PrWiliarg  i,  B.  ' 

■  ^       (Fortsetzung  von.  Nr.  XVI.) 

•.     •        .  .  . ., 

•  ♦  •  ...  .        ,  '  '  *  ' 

•  •    '  m 

lieber  TUifungsplIiiie« 

Allgemeine  V^riA  der  Tilgungspläne.        '  '* 

Grlissere  Kapitalien  oder  AnlethlBD  werden  geirohnlicb  ,iMcbt 
wie  die  kleinern  auf  einmal  oder  in  ganzer  Summe  eingezahlt^  und 
l<(">nn(*n  aucb  nicht  T^ohl  ohne  Störung  des  tieldvcrkehrs  odep  ohne 
Belastigun<T  und  Schaden  de«.  SchoJdii«»  odar  GUUibigm  aMf 

,  einmal  io>Maa6e  ein'^  and  aqageiabU  w«idao« 

♦     »  «       '  * 

Bar*  Bdnldaer  arihrate»  nm  giaaae  Mda«ami«ii  «nf  «iaMi  a« 
taclitia  i2ait  aMaaMaa  zV'  ktanao»  fllr  Aaaaauahuig  da»  OaMaa 
aihfrtali  wfd  lOm^  '^-^JÜamA  im  AaaaanMitta  aiafct  baantawi. 
Um  'Cilahilgaf«  (iaai  aaf  abinal^itoa  gfaaaa  teuM  Galter  aar 
VerRigaDg  gaatailt  wOrde;  wira-  nidit  iai  Stande,  M  alabaM  wla» 
dar  aatsbriagand  «naalegaa.  Mft  beiden  GaachJlftan  wäre  Sdmdan 
ftr  den  Sebaldaat  and  Glittbiger  ▼arbnndaD. 

Das  Ansammeln  grosser  Geldsummen  kann  aber  nur  dadurch 
bewirkt  werden,  dass  sie  dem  Verkehr  entzogen  werden.  Hie- 
durch  würde  das  Geld,  das  sich  in  diesem  Falle  als  Waare  dar- 
stellt, tbeuerer  werden  und  der  Ansammler  müsste  die  i^aarsunime 
theuerer  bezahlen  als  er  sie  ausgibt.    ^  '  '   '  , 

Mit  dem  Ausgeben  grosser  Geldsummen  oder  ihrem  Rück- 
stromen in  den  Verkehr  verbindet  sich  der  unigekehrte  iSacbtheiK 
Der  Besitzer  grosser  Geldsununen  wiie  genOtbigt,  sie  so  rasch 


454  OHi^get:  wm»€  AütflUinmß  > 

als  mSglicb  natibriDgcott  zu  verfreiideB:  du  Geld,  aU  Waat«, 
wOrde  wohlfeiler,  oder  die  KaoffiegeDat&nde  und  Effecten  wfirden 
tbeserer  frerdeih  Beide  Operationen  mfleseti  w&hr^od  ihrer  Dauer, 
durch  EotBlehung  des  Cieldea  ans  dem  Verkehr  und  Rfickkehr  ih 
densell»eo,  nachtheilig  eiowiiiten  uad  ^hwankutigen  im  Geldvrertli 
verursachen.  x  *  ' 

Eft  liegt  daher  im  Interesse  des  ScIiuUihcr«,  nie  <les  Gläubiizerg, 
bei  grossen  Anleihen  diese  nachtbeili^en  Folgen  zu  umgehen,  ua> 
^am  füglichsten  durch  allmäliges  Entziehen  und  Röckgeben  geschieht. 

,  Das  Letztere  HTird  gewuhiilich  durch  allmälige  Tilgung  bewirkt, 
und  es  ist  daher  erforderlich,  die  hierauf  bea^ögliche»  Methoden 
näher  zu  betrachten. 

Wird  nun  eine  Anleihe  K  durch  allmälige  Rüekcahlung  ge- 
tilgt, ao  geschieht  diese,  wie  schon  Im  ersten  Kapitel  angedeutet 
wurde,  dadurch,  dass  is  einer  Reihe  von  Jahren  bestimmte  Som- 
meo  am  Kapitale  bis  aar  wiiUigen  Tilgung  abgetragen  und  jeweü» 
die  Zinse  der  vorhandenen  Restscbuld  gezahlt  werden.. 

Nennt  man  die  jeweiligen  Zaltluugsleistungen  der  Reihe  nach 

l*l9  ^»  ^4,.«..£rii 

und  die  ihnen  aiig (»bOrigeo  Kapltaiabtraj^ung^ii ;  ...... 

t^A»        -^3»  ^^»••- '^i«»  I  .   .  A 

HO  dass 

ist,  so  ergeben  sich  aus  dem  eben  (besagten  und  nach  dem  VurgariL'e 
der  schon  im  erstt^ti  k'fipitel  srom  ichten  Bemerkungen  bei  dem 
ZiinsCuäi» die  Weitlje  der  Zalilungen ,  welche  in  den  ein«elneD 
Jahren  gemacht  werden  müssen,  wenn  die  Verzijisung  und  Til- 
gung jäbrliob  geschieht,  die  einzelnen  Zahlungen  in  Ka{)italaib- 
tragMumme  und  Zinj^e  verlegt  und  die  Glieder  in  entwickelter  Form 
dargestellt  werden,  in  folgender  Weise:  :   
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Nicht  lamer  ap^ftf  die  VanDiBaftniiif  jiMcliw  Tilgung  und 
Vaniiisfwg.  atiiU«  ilemi  litufig  «n4'bei  Stai|ti*4i>leilieD«  irozu  auch 
di*  Lotterie- AnleibeD  gehören »  gewöhnlicb  geschieht  die  Ver- 
sfaieeog  halhjShrileh  «ed  »vt  die  KftpttaltilgvDg  jährlich,  lo  die- 
w&m  Falle  erhält  man,  vrenn  der  Kflrze  wegen  nie  früher 
gesetzt  wird,  folgende  DanitellttDg»  d»  doppelt  eo  viele  Zeblao« 
gen  Li »  > .    Xri»'  gmaedit  werden 

3) 

'  SS       If.O^  -  ^,  .0,()pi . 

■ 

+7^.0,0^1  -  /4,  .0,0p, . 

I«   «idy ^  KA^i  -  4  0.0/^1  - OM . 


I«i    s  J.^  üC.O^    Ji.O,€|pi  -ila.QgOlp^  - ....  —  iln^^.Hi^p^. 

Weniger  liäiiÜL'  kommt  wohl  der  Fall  vor,  dass  auch  die  Kapi- 
talabtia^uiiLien  Ijulbjahrlich  vor  «sich  i^ebeii,  obgleich  diese  Til- 
gungaart  nach  den  Bemerkungen  des  §.  22.  als  die  vortheilhafteste 
angedeutet  wurde  und  als  solche  sieb  für  die  Praxis  als  die  zuträg- 
liebste  empfehlen  dürfte.  In  diesem  Falle  sind  gleicbfklle  In  Zab* 
lun^en  wie  in  No.  3)  zu  machen,  und  man  erhält  folgende  Dar- 
alMluQg : 

L^    :sA^    f  IC.IMI^-il,.OAp,, 


1  . 


Bei  eiaaelDen  Lotterie- Anleiben«  die  balbjabrifteb  oder  vierteljlhr- 
licb  gelegen  and  halhjäbriicb  aoegeaahlt  werden«  kpanat  dieae 
aebr  aaehgeiaSai*  TilgfBga*raia9..^er.^ 

Bei  Anivendunc^  der  vort;tehenden  Darstellun^eti  aut  besoii 
dere  Fälle  ergibt  «kb.  darauf,  eipe  t^rleicbternng  4^'  Arbeit,^  da^jü 
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•besthnnito  Glieder  io  svrei  anf  eiDander  folgenden  Auedriicken  gleich- 
settlg  vorkonmen  und  datier  nur  einmal  berechnet  werden  dffrfeit 


*  •  » 

Xilgungeplan.  bei  gleiehen  Abtrageenmmen. 

Es  künnen  nun,  wie  man  leicht  sieht,  folgende  FSIIc  etntrcttn: 

a)  Entweder  sind  die  jährlichen  KapitatahfragunE.'Pn  A^,  A^, 
A^,  A^,,...Ah  ganz  willkiibrlich  und  stehen  unter  einander  in  kei- 
nem Znnammenhange ; 

b)  oder  sie  «tehen  unter  einander  in  einer  bestimmten  Be^ie- 
himgy  sind  al^o  unter  eich  gleich,  oder  wacheen,  oder  fiillen  is 
arithmetischem  Verhftltnlsae; 

4 

c)  oder  8ie  stehen  unter  einander  iu  einem  geometrischen  Ver- 
hältnistie. 

im  ersten  Falle  bleiben  die  in  §.  31.  No.  2)— 4)  angegebenen  Dar 
Stellungen  in  Kraft  und  die  einzelnen  Werthsummen  oder  Jahres- 
leistungen müssen  nach  vorstehenden  Bestimmungen  ermittelt  werden. 

Im  aweiten  und  dritten  Falle  werden  bestimmte  Gesetze  hei' 
vortreten,  welche  den  Ueberblick  über  Einrichtung  der  TilgungS' 
pfflne  sehr  erleichtem  'und  gestatten ,  Tllgungsseit«  GrSsse  der 
jährlichen  Zahlungsleistungen  und  Kapital -Abtragungen  bequen 
SU  ermitteln. 

Sind  die  jährlichen  Ahtragssummen  einander  gleich,  also 
Ai  =^  A^.^  A^  ^  . . » .  An  =  A  t  so  gebt  die  Darstellung  No.  2)  31. 
in  folgende  über:  ' 

=Ai-K,0J0p—A.0,0p, 
i.3    —AA^  K.0,0p—2A.0,0p, 
X4  =zA-^K.(KOp''M.O,i 


Ln    =J  +  A.Ü,ü/>—(m  — 1)^.0,0;?. 

Vergleicht  man  nun  zwei  auf  einander  folgende  Jabreeleistas- 
gen  Lr^i  und  Isr  mit  einander,  so  erbüt  man; 


Digitized  by  Google 


9>  U^'i'^Ltm^'A.Wp^  ' 

Hieraus  ergeben  »ich  für  das  üSchema  No.  ])  folgende  Sätze: 

3)  Sind  die  jährlichen  Kapitalabtragungen,  wodurch 
•Ine  Anleihe. 4|etilgt  wird,  einajader  gleich«  üo  nebmea 
die  jlbrlichen  Zahlunge^eietuogen  (Lj  um  die  gleiche 
Summe  (A.QjOp),  und  »wer  om  die  Zinse  der  gleiehee 
Kapitalabtragvng  ab,  und  uBigeke1|rt: 

4)  Nehmen  die  Jabreeleietaegee,  die  mr  Versln- 
sung  und  Tilgung  einer  Anleihe  dienen,  Jihrlfeh  nm 
die  gleiche  Summe,  nnd  swar  am  dif  Zinee  der  jühr* 
liehen- Ahtragong  (alao  auch  die  den  ersten  Jahren)» 
ab,  HO  sind  die  jährlichen  Tilgnn^ssnmmen^gleleb. 

'  Die  Summe,  um  welche  di«»  jährlichen  Zahlungen  abnehmen 
sollen,  kann  jedoch  nicht  wilikührlich  ecnomnien  werden,  denn 
würde  sie  zu  hoch  gegriffen,  so  künnte  der  Fall  eintreten,  dass 
die  Jahresleistungen  sich  um  so  viel  vernunderten,  dass  sie  nicht 
mehr  die  ZiiK^e  der  vorhandenen  Schuld,  noch  irenigcr  die  .er- 
forderlicbeo  Tiigun^ssumroen  deckten. 

Im  verliegenden  Falle  Ist:  ' 

5)  K=znA. 

Der  Stand  der  Schuld  am  £nde  des  rteo  Jabres  oder  Anfange 
des  (r    l)sten  ist :  / 

Die  Tilgungfizelt  bestimmt  sieb  durch 


7) 


K 


Geschieht  die  Verslnsnng  halbjihrllcb  nnd  die  Tilgung  jfihrl|eb, 
eo  ergibt  sich  aus  Ne.  3)  f.  31.: 


8) 


Xa    =ii  +  Ä.O,0^j, 

^A-i-K.Mpi^A.OjOpi, 


2er  ^A-^KMJÜpi-^fy^iyA.Ofip^, 
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VergteMt  man  din^iMl^pMi  OaüijijkimrMMtumBm  iwetor  Jfiw« 
■It  iÜDaii4er»  ao  bat  iiuiiii 

^Iten  mb'  hier  dfo'niiter  No.  3)'|M  ata^flMMMi 
8tfM  In  B^it«ff  der  OewftanntldatiiiigeiiJ''  ^<  -  >  "* 

Vergleicht  man  die  Summen,  welche  in  den  ungeraden  und 
geraden  Halbjahren  fällig  sind,  unter  einander,  so  ist: 

11)  Urf^-Lir     =  — J.O^i.  ' 

'  tBß  da»  atiob  hier  die  9«mhi*^4  ^Ute  jedoch  mit 

der  (ilodifikatiön  gelten,  dass  diei  Ualbjabfeazinse  die  Abnabme 
bilden..  Die  Gielebaogen  No.6)— 7)  bleiben  in  Kraft. 

'  Geschieht  die  Terzinsung  und  Tilgung  halbjährlich,  so  erhält 
man  aus  ^io.  4){.  31.:    •  •       *  "         o       .  . 

=  ^  +  Ä .  0,0/?i  —  2  J .  0,ü>>i , 
X4  =  J  +  Ä,0,0;?i  -3^.0,(]!pi, 


Es  gelten  auch  hier  die  in  Nn.  3)  und  No.  4)  genannten  Sätze 
mit  der  Abänderung,  dass  sich  die  Zins-  und  Tilgungasuramen  auf 
Halbjahreatristen  bezieben    Em  ist  daher: 

■ 

13) '*  Lzr+i  — L%r=^^A.p,Opi, 

14)  i^»'M^> 

'  t  I 

.15)         '  Sr=Ä--r^, 

1  »  W  4  * 

ADfrendang. 

'  Die  ABwenduog  der  in  $.  32.  aulgest^Uteo  iSätze  i&»t  sehr  eio&cb. 
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fHtlititcken  AritMmeük,  4^ 

.  1):  Ein  iKa^^Ual  v.oiB  «84000011  ••il  <i'6  INnM^aty^r^lM 
and  durch  eine  jährliche  Kapital-Abtragung  voo  200Ö00 
getilgt  v^erderi.  Vfefcbeä  Ist  der  beaillgliche  TWgungs^ 
pUat  in  welcber  Zeit  ist  daa  Kapital  getilgt? 

Oaa  Kapital  isjt  nach  fi.  dSt.  JSo.  7}  getilgt  in :       '  ' 

2400000 

Setzt  man  nun  in  No.  1)  §.  31  ^==2400000,  .1  =  20(KK)0,  M.OJOp 
=  2400000.0,05  =  120000,  ^.0,üp= 200000.0,05  =  10000,  eo  er- 
gibt sich  mH  Rucksiciit  auf . füi^  6)  §.  SSL  fo\^nde  Saeaimnenatel- 
lung  für  den  Tllgnngsplan :  .  « 


Jahr 


GrOssc  der  Jftbrii^tiQii 
Zahlungen 


Stand  der  Schitlii  um 
Eiiilc  des  Julirei  oder 
Anrnn?  des  hSfhston 


GrOne  der  g«tägten 
SchoM  am  Bnde  det 
Jahref  oder  Anfkng  des 

rtärliston 


1 

2 
3 
4 
6 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 


32< 
310000 

3Ü0OO0 

280000 

260000 
250000 
24( 


mm 

2iOÜ0O" 


0' 


nmm 
2000000. 

1800000 

leoouQO*« 

140pOQ»- 
1200000 

1000000 
»00000 

aoooQi 

400000' 
2000PO. 


200000 
400000 
600000 
8Q0000 

moooD 

1200000 
1400000 
1600000. 


WMNNXr 

2200000 
J400000 


3)  Die-  Bedingungen  sind  wie  oben  Das  Kapital 
eoil  baibjibriich  varainst  und  jährlich  getilgt  werden. 
Welefaea  iat  der  beaügliche  Tilguugsplan?  Wann  iat 
das  Kapital  getilgt? 

Uie  XilgVQ«  geachlebt  lui^k  7)  ,§,^%m  : 

2400000 


'  '  200000 
Setst  maD  fiQD! 


SS  12  gwaen  edw  U  Mbjajiveii.. 


♦  «V 
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■ 

so  ergibt  sieb  nach  Mo.  8)  $.32.  folgender  XUguoge^fi^n:  . 

•  4) 


4 

k 

Stand  d.Schuld 

OrOssed.beim- 

Grösse  der 

um  Ende  des 

gcziihlt.  Schuld 

jabr 

halbjährlichen 

Ilulbjahrs  oder 

um  Endo  dcg 

7  n  Ii  Iii  n  fiPAin 

uftchston 

HjilVii   od  An- 

üing  d.  uicbft»  • 

1 

60000 

* 

'  MOOÜ 

2200000 

200000 

>  S 

K600D 

1 

** 

'255000 

2000000 

400000 

% 

6. 

A 

250000 

1800000 

600000 

# 

45000 

a 

24EiODQ 

looqoQO 

SOOOOQ  ■ 

Q' 

40000 

'10 

•2100ü() 

1400000 

lOOüOOü 

■                        ^0  %r 

11 

36000 

■ 

235000 

1200000 

1200000 

•121 

aoooo 

*  • 

1400000  ' 

S300Qi 

a 

•18 

2S000 

4 

* 

bOÜÜUO 

ItiOÜOOO 

17 

20000 

« 

220000 

600000 

1800000 

19 

.  90 

16000 

21IK100 

400000 

2000000  ^ 

• 

21 

lOUOO 

22 

210000 

200000 

22ÜÜ000 

5000 

20ÖOOO 

2400000 

5)  Ein  Kapital  von  2400000  soll  zu  5  Procent  halb 
jährticll  verÄiDot  und  durch  eine  halbjährliche  Kapital- 
abtragung von  100000  getilgt  werden.    Welches  ist  der 
bezüglicbe  TIlgSDgspUB?   Wann  iat  da»  Kapital  ge- 
iUgt? 
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*  Das  Kapital  ist  nach  iNo.  16)  $.      isi  '  '  *  : 

.  '  '  2400000  .  ^       \         o  iK-  u 

•i        n  ss^  1000^0  =     Jahren  oder  24  lialbjahreii 

HetiJlKt.  "Setzt  roan  nun: 

iii=2,5,         2400000,  i4=l(K)000,  IC.0,025  =  6 

J.O^=s2500,        .  . 

-erhält  mau  au8  No.  12)  und  No.  15)  §.  32.  lelgea^n  Tilgungspls»! 

*•  »  ■         1  ■ 


%  t 


'  ■     ■  ■ 


Halb- 
jahr 


I 

t 

% 

3 
'  '4 
5 
6 
7 
8 
,9 
10 
11 
1« 

13 

14 
15 
16 
17 
IS 
^  1« 
20 
21 
22 


94 


GMue  der 
ha^luihrlichen 
Zablimil^n^ 


197500 

15^000 
152500' 
150000 
147S00 
145000 
142500 
140000 
137500 

mm 
mm 
mm 

127500 

125000 

122500 

120000 

117600 

IISOÖO^ 

112500 

110000 

107100 

1060QQ 

10260Ö 


amBndflifla 

Halbjahrs  oder 
Anfang  des 
uAchfiten 


^0000 


2200000  '  Moeoo' 


2100000 
2000000 
1900000 
1800000 
1700000 
1600000 
1500000 
1400000 
1900000 
I90OO0O 

nooom 

1000000 
900000 
800000 
700000 
600000 

400000 
300000 
200000 

II 


•  •  •  1 

i  tilgten  8cfa«14 

am  Ende  des 
Hiilbj.  od.  Aii- 
ÜMig  d«  njUihat. 


mm. 


300000 
400OOO 
500000 


•i 


'  7( 
SOOOOO 
900000 
1000000 
1100000 
IWOOOO 
1900000 
1400000 
1500000 
1600000 
1700000 
1800000 
1900000 
2000000 
2100000 
2200000 
9390000 
2400000 


'  <  *  « *  • 


I.  i 
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Vergleicht  man  nuu  die  Summen,  welcke  zur  '1  ilLung  der 
Schuld  nach  den  verschiedenen  Tiiiynn^sp lauen  erfordert  werden,  so 
bestätigen  nie  die  in  ^.  ^i2.  aulge^ütellten  8ätze.  Die  Jahresleistun- 
gen in  No. '2)  nehmen  um  10000,  die  Zinst»  der  Tilgungssumnie, 
ab;  die  Summen  der  ungeraden,  so  wie  der  geraden  Halbjahre 
nehmen  in  No.  4)  um  je  jIKJO,  die  .fahveszahlungen  um  '2üOÜ0O 
ab;  die  hanijafjrlicti  /u  zaiileiuien  Siinimen  in  No.  6)  neinuen  um 
2500,  die  halhiiihrlichen  Zinse  der  Al>lrag88umme  al».  Vergleicht 
man  nun  auch  die  ^»uramen,  welche  im  Ganzen  aul  die  Tilgung 
derselben  Anleihe  in  dem  Zeitraum  von  12  Jahren  verwendet  wer- 
den müssen,  so  erbeben  sie  sich  in  den  beiden  ersten  Fällen  bei 
jMhrlicher  Tilgung  und  jfihrlicher,  so  wie  halbjährlicher  Verzin- 
sung auf  3180000,  '  währeftd  sich  die,  welche  bei  haibjäbrlicher 
Verzinsung  und  Tilgung  in  dem  gleichen  Zeitraum  erfordert  wer- 
den, nur  auf  3150000  erheben,  und  weisen  also  einen  Miuder- 
aufwand  von  30000  oder  ein  jährliches  Ersparnist«  von  2500  nach. 
Gewohnlich  verzinsen  die  Staaten  ihre  Anleihen  halbjährlich  und 
tilgen  jährlich.  Offenbar  ist  mit  dieser  Tilgungsweise  ein  Nach- 
theil verbunden,  der  sich  bei  einem  geordneten  Hanshalte  leicht 
vermeiden  läs^t^. worauf  sci^vn. in  $  22.  und  {.23.  hirijgewieden  wurde. 

$.  34. 

■ 

Tilgungspian  fflr  Kapital -Abtragungen,  die  um  gleich 

viel  runebmen.  . 

Nehraen  die  Summeii«  wodurch  eiii^  Anleihe'  '^  getilgt  wer* 
den  soll»  nmüto  gVeliMie  Gi^ee  stt»  so  ^im  Ai^A^  A^=A-{^D^ 
A^z=iA-^'iDi'4*.iAuT=A^{H-^\)D  Ud,  «od  gesishieht  die  Ver-* 
sinsuog  aod  .^ilgiiiig  jährlich  ^  so  stellt  jsicb  der  hiezd  gelidr^ 
Tilgungspian  nach  9.§.  31.. in  folgender.  Welse  fest:' 

"  •.1) 

L^siA-k^D  r\^K.O,Qp—A.O,Op, 
L^ssA'I^W'hK.(^'-'yiO^-D,Ofif>,  ^ 

J + (n^l)D  i:K.Wp  -(n-i)  A  .0,0p  -r.  (>'~^)(«-X)^^^^^ 

■ 
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,;.,.lji.ier  der  Bediogoyy^  (la*|^    /  ,\  ^ 

I      *  •  1  ■ 


»-  * 


i«t.    Die  Tilgungssumme  des  rten  Jabrei»  (7V)  beftimuit  sich  durch 

♦ 

■ 

PpiQ  Griese  der  getilgten  ScIinH  »MH  plmle  d«s  /ton  «d«r'  A<|fange 
(r  f  I)te9  Jahre«  ift:  ...        .    ,  .  i 


3) 


1.9 


Der  Stand  der  Schnid  am  ßnd^  desftev  oder  Anfang  des  (r-|>l)HNi 
Jahres  wird  gefunden,  vrenn  man  sämmfUche  bis  dabin  zur4^* 
gezahlten  BetrXge  von  der  Anleihe  absieht.    £«  ift  daher  ^tm 

Hieraus  iinf!  aus  No.  2)  ergibt  sich  eine  zweite  Methode,  Hie 
Summe  zu  bestimmen,  weirfie  im  L;iijle  <leö  rten  Jahres  gezahlt 
wurden  iimss.  Sie  be8teht  iKiiiilii  h  aus  dem  Zin8  <ler  Restscfinlij 
des  vorigen  (r—  Dten  Jahres  und  der  XilgiNignsiiniioe  d^s  rtea  Jah^ 
res,  uod  es  ist:  ^ 


Vergleicht  man  die  Werthe  ^ncier  auf  einander  folgenden  Jahres-^ 
Zahlungen,  so  erhält  man  nach  den  gebSrigen  Reductionen: 


0) 


Lr  —  Xi+i  =  -  Z) /< .  a,0/>  +  (r  - 1)  Z> .  0,0/?. 


Hier  Hegt  kein  so  einfache»  Gesetz  für  den  Uebergang  von  einer 

Jahreszahluug  zur  nächst  ("ok'eaden  vor,  wie  in  No.  2)  §.  32.  Ist 
1/r — X/r-f-i  positiv  oder  /vrSX/r+i»  so  lallt  die  .lahre.sleistiiiig. 
Ist  aber  Z/r --1^41  negativ  oder  J^<^l,r^i,  so  steigt  die  Leistung 
des  nachfolgenden  Jalires.  Es  kann  daher  ein  Steigen  und  Fal- 
len der  Jahreszahlungeu  bei  dem  vorstehenden  Tiigi|iigsj[>ian  ein- 
treten. •  .     ,  , 


üntoraadrt 


des  AaüdiMk 
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V 

Mff^  ^  i-  (r  -  l)D  -MC .  Q,^  (r- 1)  A .  Ofipr^  ^^^^^~^D.O,Op 
auf  eia  Maximum,  *^  iats 

Es  ist  tlaher  unter  (\en  JaliresleistunjLien  von  i\o,  1)  eio  i^Iuxiiiiuiii 
mugUcb.  Setzt  man  nur)  den  Werth  auf  der  rechten  Seite  in  No.  7) 
der  0  gleich  und  bcj^tiiniiit  hieraus  r,  so  hat  'man  zur  Btesiiiii- 
niuug  dieses  Zeit(>unktea : 

Hleraiik  Mgt: 

9)  6«i  den  ZahlangaleUtimgeii  da«  Tilgsagaplatts 

No.  1)  entstehe  ein  Mazimma,  vvec^n  "^4- ]^5>^,  alao 

tveun  A  im  Verb&ltoisa  zu  />  nicht  grOsser  als  ^^i-l»5  ist. 

dickes  Verhäitniss  überschritten,  so  wird  r  negatiT  und 
der  Zeitpaokt  wird  nicht  mehr  eintreten.  Die  Wertbe  der  Zeh* 
Inogen  werden  dann  fallen.  '  ^ 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Anleihe  getili;t  wird,  ergibt  sich 
ilurcii  Entwicklung  von  n  aus  der  Gleichung  2)  und  ist: 

2A-D\^\  2A-D 


I  ' 

Führt  n  nicht  auf  eiV)e  gan:ee,  sondern  eine  gemischte  Zahl, 
80  ist  es  am  besten,  die  Zahlungs- Leistung  für  das  letzte  Jahr 
und  dann  die  Grosse  der  Kestscbuld  zu  bestimmen  utid  die  der 
letzten  Zahlung  zozuscbilageii  oder  auf  das  nüchstfolgende  Jahr 
fiberzutragen. 

* 

Geschieht  unter  den  zu  No.  1)  gemachten  Voraussetzungen 
die  Verzinsung  der  Anleihe  halbjährlich  und  die  Tilgoag  Jihrlieb, 
äe  ergibt  sich  sns  No.3)  §.  dl.  Mgei^ider  Ti%«me|te'4    *  * 
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■ 

+  AC.O,0/?i— /l.0,0;ii. 

Ai 

1 

• 

^A^ZD 

^        *                2.3       *  * 

♦ 

-1= 

Z/ta   =  J  +(»-  l)X> + Ä.O.(i!pi  -(Ii  -l)^.0,Opi  -  — j^-^W^ . 

Bei  dieser  Darstellung  bleiben  die  in   No.  2)  —  5)  aufgeBteliten- 
(ileichuii^en  in  Kraft.    Dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  No.  10), 
weiche  die  Tiigun^8zeit  bostinimt.  * 

Nimmt  man  die  keiilen  Halbjihreszahlungen  zweier  auf  ein 
ander  folgenden  Jahre  zusammen,  so  unterliegen  sie  den  gleieben 
Bedingungen,  die  in  No.      8)  und  9)  angegeben  sind. 

Veigleielit  man  aber  die  Werthe  der  Zahlungen  zweier  auf 
'einander  folgenden  ungeraden  Halbjahre,  so  erhSit  man: 

12)    .  i:erwÄ-.Xt,+i=J.(MV»i+(»^-l)^.0,Q?ii- 

Blemach  ist  Xtr-i  ^  JC^r-f  i  *  d«  b, 

13)  die  Werthe  der  Zah!nnc;pn  fffr  die  ungeraden 
Halbjahre  nehmen  hestiindi!»  ab,  denn  der  Werth  jeder 
vorberp^ehenden  Zahlung  ist  grSsser  als  derjenige  d^er 
nacht'oigenden. 

■  ,  * 

Vergleiebt  man  die  Wertbe  def  Zahlungen  zweier  auf  elnan-. 
d«r  folgen4«n  geraden  Halbjahre,  worin  die  Tilgung  erfolgt,  so  ist' 

14)     lji^'^U^%=^D'^A.QS^i-{^ir'^\)D,Qfipi.  . 

Hier  gelten  die  Bemerkungen,  welche  zu  No.  6)  gemacht  worden. 
Auch  hier  kann  ehi  Maximum*  eintreten.  .Ea  bestimmt  sich  nach 
dem  Torgange  von  No.  7)  anf  folgende  Weite:' 

1  lieil  XXXVI.         .  ,  31  . 


4^  Oeliinger :    Weitere  Ausführung 

Bs  tritt  ab»!  io  einem  viel  spStorti  Zei^ekl  ein. 

F4r  die  b^den  TilgungsplSne  No.  1)  und  11)  gelten  noch  nach 
No.  2)  folgende  Bestimmungen : 

wenn  K,  D  und  n  bekannt  ist,  f 

wenn  JT,  A  und  n  bekannt  bt.  '  ^ 

Geschiebt  endlich  Verzinsung  und  Tilgang  halbjttbriicb»  so 
ergibt  sieh  aue  No.  4^.§.31.  folgender  Tilgnngsplan : 


unter  der  Bedingung,  dass 

19)  ir=2»J  +  ^:^f|^'i> 

ist.  Die  Gleichungen  No.  3),  4),  5)  bleiben  mit  der  Abänderung 
in  Kraft,  dass  sie  auf  halbe  Jabre  statt  aiil  ganze  zu  bezieben 
sind.  Die  Werthe  zweier  aufeinander  folgenden  üalbjabreszab- 
lungen  unterliegen  folgender  Beziehung: 

80)^  Xflr-jUrfft=— l>'l-ii.0,^p|4-(9r-l)l>.0,0)Pk. 

Auch  hier  ist  ein  Mazimifm  möglich.   Es  tritt  nach 

«'  ■  ■   ■  >-^A-i . 

Halbjabreo  oder  nach  . 
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Mrea  «i».  ai«  TUtng«««tt  bMUnmt  M  m  No.  19)  auf  fol- 


FMvt  «  McM  auf  eine  gnnze,  sondern  eine  geminchte  Zahl,  m 
wird  68  am  sachgeniSAsesteD  sein,  die  Restschold  htr  die  gefim* 
dene  ganse  Zahl  zu  baattmaeD  aad  da»it  an  vaKabren»  «Ha  abaa 
aii  üia- 10)  aagagabaa  warda. 

Farnar  athilt  maa  aaa  No.  19)  t 


25)  1> 


2» 

fi(»i--i)' 


las. 

Ad  «randnagan. 

1)  Eine  Anleihe  von  1950000  soll  zu  5  Procant  jähr- 
lich Terzin^t  und  so  getÜs^t  werden,  daae  In  ernten 
Jahre  150000  zuruckgeaablt  und  diese  Summe  noch  um 
jährliche  10000  erhöht  wird.  Welches  ist  der  hezag* 
liebe  Tilgaogapiau?   Waon  iat  die  Schuld  gatilgt? 

WaeJal  man  lar  Baantiportuag  dlaaar  Fragaa  Na.  1)  and  die 
folgeDden6iaiefani^B{.34.aa,  aa  iat  Jr=sig60000,  ^«=150000, 
'Ha: 10000,  |i»5  aiainfllhraa. 

Die  Zeit  bestimmt  sich  dann  auf  folgende  Weise.    Es  ist: 

2K    2.1950000  2A  —  D    2.150000-10000  29 


10000  '   200000  "—2' 

folglich; 

i,=jir4.3eo+2»»--Y^ÄV5«n-f=.^^=io, 

und  die  Aoleibe  wird  In  10  Jahren  getilgt  sein. 

Die  Jahraaaahlungen  werden  steh  dadurch  am  einfachsten  be- 
etiminen ,  ivena  man  die  allea  Qlladarn  InvMo.  1)  {.  94.  gaoiehiflcliiilt- 
Hahan  Wartha 
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Ä .  0,0/;  +  J  =  1950000 . 0,05  +  130000  ^  J47jüO 

ermittelt  und  die  wechselndi^n  Werthe  von  A>=  10000,  Z).  0,0/^=500 
und^.O»0;>=:7öOO  iu-  und  abzählt.  Der  Stand  der  Scfa<ild  umI 
die  Grösse  der  getilgten  Schuld  ermittel|t  sich  aus  den  (^leichungea 
No.  4)  und  3).   Hieraus  ergibt  sieb  folgender  Tilgongsplan : 


Jahr 


2 
3 
4 

5 

6 

im 

i 

8 
9 

10 


Grösse  der 

jähifichen 

Zahlnngcn 

247500 
25000Q 
252000 
253500 
254500 
255000 
255000 
254500 
253500 
252000 


r 

Stand  der  Schold  am 
£nde  des  Jahr&  oder 
Ahfflng  des  folgenden 


1800000 
1040000 
1470000 
1200000 
1100000 
900000 
(HiOOOO 
470000 
240000 


Grösse  der  getilgten 
Schuld  am' Ende  des 
JiUu-cs  oder  Anfaug  des 
fülgeodep  , 


Tilgungs- 


u 

310000 
480000 


nniiiiin 


850000 

1030000 

liGOOOO 
1480000 
1710000 
1950000 


idoooe 

16Q0O0 
1700OO 
180M0 
190000 

200000 
210000 
220000 
2300O0 
2400ÜO 


Die 'Richtigkeit  <!ipspr  Aiii^aben  kann  man  durch  die  Gleichung 
No.  5)  §.  34.  Hilft  i  siK  iien.  k)o||  uanilich  dio  Zahlungsleistung  des 
6ten  Jahres  be^tiinntt  werden,,  so  bat  man: 


1^     i9fi.0,05  +         1100000.0,05  4  15i 
S255000. 


IIIHE 


+  5,li 


iiinc 


denn  die  Tilgmigssuniine  des  6ten  J.ahres  .ist  nach  der  Gleichufig 

No.  3) *  .  '  ■  • 

r=  150000    5. 10000  =  200000, 

wozu  uoch  die  Zinse  der  Schuld  des  vorigen  Jahres  kommen. 

Die  ZahlangeleiirtuDgen  fraclieen,  wie  man  etebt,  erreichen 
einen  böebsten  Wertb  und  falien  von  da  an  wieder.  Der  Zeit- 
punict  miit  fflr  das  Mazimam  nach  No.  8)  {.  34.  anf  das 

100^--    150000     o,-     «'  ^ 

Jabr.,  alao  in  die  Mitte. awiecben  das  6te  und  7|(b  J^br.  'Daher  eot* 
eteben  swei  grSaste  Wertbe.  Jiele  der  IVertb  von  r  nlher  an  das 
eine  oder  aodere  Jabr,  eo  wfirde  nur  ein  Mannuini  enlateiuiii. 
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X^üf  .9o  erliidt  ief  Mtpudkt,  in  Wdcfaein  du  Mattniain 
«iMritt»'  für  eioeo  bestinmt«»!!  Zloicfiift«  einen  •  festen,  Weitli. 
filllt.bei  dem  ZineliiBS  5  aaf  diw  ^luie  Jabr  find  kann.nicbf  spft- 
ter  fallen«  Bei  dem  Snafues  4  föllt  er  a»f  das  26ste,  bei  dem 
Zinafiies  3  auf  daa 36ete  Jabr  n«^ s*  w.  Nar  in  dem  Fallet  ele  AyD 
tat,*  welcher,  vorliegt,  kann  der  Zeitpnnkt  den  llaximoma  früber 


3)  Die  Bedingungen  «iad  wie  oben  unter  No.  1).  Die 
iSchuid  soll  halbjährlich  verzinst  und  jährlich  getilgt 
werden.    Welche«  ist  der  bezügliche  Ti lgung8{xlan ? 

Da  in  der  Ttli^iniii  keine  Aenderung*  eintritt,  so  bleibt  auch 
die  Tilirnngszeit  dieselbe.  Die  Anleihe  wird  daher  tri  10  Jahren 
getilgt  sein,  wozu  aber  90  Zahlungen  er(ordt'rIi<  h  .sind.  Es  kommt 
daher  die  Darstellung  No.  11.  §.  34,  zur  Anwendung.  Die  nothi- 
gen  Werthe  sind:  iT  =  1950000,  .4  =  150000,  />  =1000(0, 
iS:.0  0/>,  =48750,  /l. 0.0/?,  —  3750,  />.0,0/ii  =  250.  Die  in 
allen  geraden  Halbjahren  vorkommende  Summe  ist: 

^  +  Ä.  0,0/»,  =  150000 -I- 48750  =  198750 , 

an  walelie  sich  die  positiven  und  negativen  Werthe  der  welter 
nüthig  werdenden  .Glieder  i^chliessen.  Die  Gleichungen  No.  3)  und 
4)  jf.  34.  gelten  ancb  hier.  Der  fraglich^  Tilgungaplan  lat  djiber': 


Half)- 
jahr. 


Gröiise  der 
lialbjribcliehen 
Ztihlwagea, 


Stfmd  der  Schuld  am 
Sttde  dM  HanOahTes 
'oder  AaÜHig.'des 
■  nächsten 


1 

2 

3 


;) 
6 
7- 
B 

10  I 
11 
J9 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 


48750 
19S7SII 

45000 

2J10U0 

367S0 
216760 

32250 
222-250 

27500 
327500 

22500 
232500 

17250 
237250 

llTSd 
241750 
6000 
246000 


1800000 
1640000 
1470000 
129000Ö 

uuuoou 


6Q000O 

470000 
MMOO 


Grö&so  der  ^tUgtan. 
Selmld  am ,  Bode  des 
Hattualiref  oder  An* 
fiyig  des  aufartet 


isoooö 

310000 
480000 
660000 
850000 
lüQOOOO 

laooooo 

I480ÜÜ0 
1710000 
1950000 


Tilgung«- 


IUI!« 


150000 
10 

17( 

imoo 

19U0U0 
206000 
210000 
220000 
230QOO 
240000 
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Die  Summen  der  unfgumäi»  Hall(jsbr«  ^ßm  oacli  No.  1%) 
13)  {.34.,  diejenigoD  der  §fnAw  st«ig«n»  den»  eia  MasiaMOB 
wQrde  iiei  den  leisten  eist  iqi' 

200  .  ,^  150000 

Jahre  eietfeteo.  Ziblt  oian  aber  die  beiden  Svoiwen  einen  jndni 
Jahres  shsanmen,  dann  stiauneii  sie  mit  den  h  fio.i^  gnfebn- 
nett  iiberein  und  das  Maxiroun  tritt  In  0,$teB  Jahre  ein. 


$.  36. 

Fortsetzung. 

1)  Eine  Anleihe  ron  3450000  soll  nnit  5  Procent  ver- 
einst oJid  so  getilgt  werden*  dass  Tilgung  ond  Verslo* 
snng  halbjthrticb  geschieht»  im  ersten  Halbjahre 
tSOQO  abgetragen  und  diese  Summe  in  jedem  folgendes 
nm  5000  erhobt  wird.  Welches  ist  der  bezd^liche  Til- 
gwagsplanl  In  wie  Viel  Jahren  ist  die  Schnld  getilgt? 

^iJier  kommt  das  Öcbenia  No.  IH)    34., zur  Anweoduug.    Es  i«t 

K^mimO,  il»75000,  '/>sa:5000. 

Die  Zeit  bestimtut  sich  aos  No.  23)  §.  34.  und  mau  bat  dort : 
K    2450000_         2/j  -  /)_  2. 75000—5000  145 

einznfBhreu.   Es  ist  daher: 

145^     145     1  145 
a),  «=V(246+4g5)-3p=gjV(UßOÜO  +  210M)--^ 

Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  oder  20  halben  Jahren  getilgt 
sein.  Zur  Feslsteliong  des  Tilgongsplans  hat  man : 

Ä'.0,0p4  =2450000.0,025=61250,  ^.0,0;?i=75000. 0,025=1875, 

/>,0»l^  =6000.0,02S  J25. 

Die  alleo  6Beder«i  gsnelnsehaftllclM  finmme  Ist: 

il4-A^-0,i]||9i  =75000 -1^61250=136250.  ^ 
Der  Stand  der  Schuld  ergibt  sieb  ans  der  Glelcbung  No.  4)  §.  34: 
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Sr = 2460000— r ,  76000  -  ^^o"  •  5^ » 
I 

die  GrSase  der  getilgten  Schuld  aoe  No.3)  f.34.: 

6V= r. 75000  +  ^^^^^ . 8000. 
Hieraus  ergibt  sich  der  nachsteheDde  Titguogsplaii : 


Halb- 
jahr. 


Grösse  der 
halbjährlichen 
ZahlODgcn 


3) 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Halbjahres 
oder  Anfang  des 
n&chsten. 


Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  dos 
Halbjahres  oder  Anfang 
des  nächsten 


TilgttDgs» 
sunune 


I 

s 

3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
IG 
11 

.12 
13 
14 
15 

16 
17 

18 
19 


136250 

139375' 

142375 

145260 

148000 
1506*25 
153125 

1556(X) 
157750 
159875 

161875 
163750 
165500 
167126 
168025 
170000 
171250 
172375 
173375 
174260 


2375000 
2295000 
2210000 

2120000 
2025000 
1925000 
1.S-J00O0 
1710000 
1595000 
1475000 
1350000 
1220000 
1085000 
045000 
800000 
650000 
495000 
335000 
170ÜU0 


75000 
155000 

240000 

330000 
425000 
525000 
630000 
740000 
855000 
975000 
UOOOOO 
1230000 
13 


iiiM  IUI 


1{ 

1660000 

1800000 
1955000 
2115000 
2280000 
2450000 


75000 


HIHIHI 


90000 

95000 

1 


ninmi 


105000 

110000 

115000 
120000 
125000 
1300QO 
135000 
140000 
145000 
150000 
155000 
100000 

ir>5ooo 

170000 


Die  Richtigkeit  der  angegebenen  Werthe  lässt  sich  leicht  durch 
die  Gleiehuiig  No.  5)  §.  34.  nachweiaen.  •  So  ist  s.  B.  die  ioi  lOten 
Halbjahre  au  zatileude  Summe: 

Lie  -  5ia  •  0^025  +  T^^ = 800000 , 0,025  +  75000  +  15. 5000 
^    s^SOOOO -1^160000  SS  170000« 
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was  mit  No.  3)  übereinstimmt  Ein  Maximum  Gudet  bei  dem  vor- 
stehende» Tiigungsplau  nicht  statt.  Ea  fiele  nach  No.  M)  {.  34.- 
ättf  das 


Halbjahr,  während  der  Tilgungsplan  sich  nur  auf  t^O  Halbjahre 
erstreckt.  Sämmtlicbe  Werthe  der  Zahlungen  steigen  daher.  Bei 
Tilguqgspläoen ,  welche  eine  längere  Zeit  erfordern,  wird  dieses 
Maximuni  herrortreteo.  Diess  soll  tfoch  a»'  folgendem  Falle  ge- 
zeigt werden,  wobei  wir  der  Kärse  wegen  nur  Einzelnes  aus  den 
Tilgangnplan  berausbeben. 

4)'Eine  Anleihe  im  Betrage  von  41^80000  soll  so  zu 
5  Procent  getilgt  werden,  dass  in»  ersten  Jahre  1000 
lind  in  jedem  folgenden  10000  mehr  am  kaj)itale  abge* 
tragen  werden.  Welches  ist  der  bezügliche  Tilgungs- 
plan  in  den  ersten  0  Jahren,  im  lOten,  löten,  19 — 'iosten 
n  n d  im  letzten  Ja b re?  Wann  w  ird  die  Schuld  getilgt 
sein? 

Man  hat  hier  .die  Darstellung  No.  I)  §.  34.  ansu wenden  ^ 
Jr=:4380000^  ^ SS  1000,  10000,  ;^=6  snsetsen.  Die  ZeH 
bestimmt  sieb  aus  No.  10)  $.  34. ,  und  es  ist : 

^  .  ' 

4380000  2000  —  lOOOO  _  ± 

Ti^    10000  %D    T    2.10000    — 10' 

Hieraus  erhSlt  man:  '  v 

Die  Tilgungszeit  nmfasst  aKso  Jahre.  Zur  FeststeUunji  des 
Tilgungsplans  hat  man :  ^.04)/;=50,  />.0,0|i=500,  und  die 
allen  Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  betr^: 

A^K.  0,0p  ^  1000  -I-  4380000 . 0,05  ^  1000.+219000  =  330000. 

£8  entsteht  daher: 
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'ifftlir 

W4UU 

• 

\J\ ossc  tici 

JciliriH  IlvU 

Ziihliin^An  • 

oiiind  ucr  ochuki  diu 
Aufaiiir  des  fulscnden 

t 

6rOBM-4fr  gefcilgteii 
Scbiild.aiii  Ei|^,d68 
Jahre»  odar  Anfiiog  49?. 

,  .  folgendea 

• 

svmme 

1 

2 
3 

2-20000 
229950 
239400 

4379000 
4308000 
4347000 

1000  ! 

1000 

liOOO 

12000 

33000  j 

21000 

4 

248350 

4316000 

61000 

31000 

5 

256HÜ0 

4-275000 

)o:)()0() 

41000 

6 

264700 

4224000 

laüOOO 

51000 

10 

291550 

3920(K)0 

460000 

91000 

15 

ai.iMiO 

3315000 

1065(KK) 

141000 

19 

322600 

2651000 

1729000 

181000' 

20 

3-23550  , 

2460000 

1920000 

lOHXK) 

21 

324000 

.22r)'.i()()() 

2r2I(H)ü 

201000 

2-2 

323950 

204Ö000 

233-2000 

211000 

23 

323400 

1827000 

2553000 

221000 

24 

322350 

15<»()000" 

2784000 

231000 

25 

32Ü800 

1355000 

3025000 

241(M)0 

:10 

305550 

l  - 

.  4380000 

291000 

Auch  die  hier  ^ef^ebeneti  Resultate  lassen  »ich  leicht  najsh 
der  Ctleichung  No.  5)  34p  prüfen.  Das  Maximum  der  Zahlung«^ 
leistiiQjieii  tritt,  wie  man  sieht,  mit  d«iD  21steD  Jahre  ein,  wie 
die««  mU  dem  frfilper  Gesagten  fibereiimjüinnit,  und  nach  No.8)  §,34. 

100  .  ,^  1000 
^rss-g-  4-  Ifi  -  loöjQ =21,4 

sein  BMaa«.   Am  Ende  de«  30«^»  Jahre«  i«t  die  -Scheid  getilgt. 

•  Dass  anci)  in  den  vorliegenden  Fällen  die  halbjährliche  Ver- 
zinsung und  Tiigun«;  vortheilhaf'ter  ist,  als  die  jährliche  Tilgung 
und  ganzjäiirige  oder  halbjährliche  Verjuneung-  läs«t  «ich  leicht 
jiiachweisen.  •  ^  .  .  ■ 

Untersucht  -aian  zu  dcni  Ende  den  in  No.  1)  §.  ;>5.  jre^ebtinjn 
Fall  und  bestimmt  die  Summe  /),  welche  erforderlich  ist,  um  bei 
halbjährlicher  Tilgun«;  in  10  Jahren  das  Kapital  1950000  durch 
üteij^endc  8nn>inen  zurückzuzahlen,  so  erhält  man,  wenn  in  No. 25) 
^  §.  34.  ir=  iDüOOOO ,  A  =  4150000  =  75000,  n  =  10  gesetzt  wird : 


7) 


1950000  —  20 . 75000  4500(» 


10.19 


19 


Digitized  by  Google 


474 


OeUitigei :    Weüere  Ausführung 


Seist  man  hielflr''der  bequemeren  Rechnung  wegen  die  runde 
Smiime  2400,  m>  hat  man  die  Darstellung  No.  18)  §.34.  anzuwen- 
den und  jr=:  1960000,  .1^75000,  />=  2400,  =  0,025, 
JSr. 0,026  =  48750,  ^.0,0'25  =  lb75,  Z>. 0,025  =  60  und  die  allen 
Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  Ar.0,0'25  -\^A  —  1 23750  zu  setzen. 
Hieraus  ergibt  sich  der  nachstehende  Tilguogspian : 


Halb- 


Grösse  der 
balbjfthrlichen 
Zniblnngm 


8) 

Stand  der  Schuld  zu 
Kn<le  des  Halbjahrs  od, 
Au&og  des  nftdutcn 


Grösse  der  getilgten 
Schuld  am  ]&ide  des 
Uälbjahra  oder 
des  nftchsten 


Tilgungs- 


1 

.  2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

II 

19 

13 

14 

16 

16" 

17 

18 

19 

20 


123750 
124275 
124740 
125145 
126490 
126776 
126000 
126166 
126270 
126316 
126900 


126090 
126896 
126640 
125326 
124960 
124616 
124020 
117466 


1875000 
1797600 
17I7S00 
1635600 
1551000 
1464000 
1374600 
128-2800 
1188600 
1092000 
9930Ö0 
891600 
787800 
681600 
673000 
462000 
348600 
232800 
114600 


75000 
152400 
232200 
314400 
399000 
486000 
576400 
667200 
761400 
858000 
957000 
1068400 
1162200 
1268400 
1377000 
1488000 
1601400 
1717200 
1836400 
11 


75000 
77400 
7(>800 
82200 
84600 
87000 
89400 
9180O 
94200 


Vergleicht  man  nun  die  Summen,  wetebe  Im  Gänsen  anf  die 
TUgung  und  Verainanng  einer  Sebald  von  1960000  itacb  Ne.  2)  {.  36. 
verwendet  werden  mfiseen,  wenn  die  Tilgim|^  und  Veralneong 
jSbrIieh  geeebiebt»  mit  derjenigen,  ~welehe  auf  Tilgung  und  Ver« 
sinaang  derfellien  Sebald  verwendet  werden  niOasen.  wenn  die- 
Tilgung  nnd  Versinaung  halbjftbrlieb  geacbiebt,  ao  aind  ipi  eraien. 
Falle  im  Ganzen  2627S00  und  im  aweitea  Falle  nur  2600360,  alao 
27160  weniger  .erforderlich,  waa  dnrcbacbnittlidi  jfihrlicb  eine 
Summe  ven  2716  erspart.  Dieaa  zeigt  sicb  .aucb,  wenn  man  die 
einzelnen  Jabrealeiatangen  vea  Ne.  2)  §.  36i  mit  den  bler  In  No.  8) 
gegebenen  verglelcbt.  Nur  die  zwei  Halbjahrea^Leiatungen  dea 
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ersten  Jahres  machen  hievon  eine  Ausnahme  uod  werden  von  den 
spätem  bedeutend  überwogen.  Man  sieht  also  hiedurch  dat>  tjrüher 
Gesagte  bestätigt. 

Die  Sammeo«  wetche.am  Ende  der  Halbjahre  ftllig  «ind, 
waclwefi,  erreieluBii  im  UMeo  Halbjahre  de»  hOebeten  Werth  und 
fallen  den»  nieder,  wie  diess  haeb  No.  21)f.34.: 

sein  mu8s. 

Die  Schuldigkeit  des  letzttjn  Halhjalir8  eruiht  sieh,  wenn  man 
nach  No.  4)  §.34.  die  Kestschuld  des  lOten  Haibjahrea  berechnet 
und  hiesu  die  bathjftbrigen  Zinsen  aäbit.  Es  «ist: 

t^:=.  1 14600  + 1 14600. 0,025  =s  1140004  2866 = 117406. 

Die  in  dienern  und  dem  Torbergehenden  Paragraphen  beben* 
«laiUn  besondere  Filie  werden  der  eiatehero  Reebnnng  wegen 
so  gewählt»  deae  die  Tilgnngeteit  nef  ganie  Jahre  eder  Halbjahre 
fiÜhite.  Kommen  F&lle  vor,  worin  n  nicht  anf  (^anae  Mtabeebnltte  ~ 
fllbrt,  wie  bei  dem  anleint  nnter  No.  8)  hetracfateten  TUgenfiiilan,  - 
eo  bat  man  die  an  No.  10)  und  23)  f.  34.  gemaehten  Bemerfan^M 
en»iwenden>  die  Reetechuld  sn  beetimmen  und  in  Rechnung  an 
■  hihig^n,  wie  diese  geecbab.  Beatimmt  man  nimüch  ans  den  hi^an 
.gehörigen  Elementen  nach  ,Ne.S3){.  34.  die  Tilgnngaaeit«  eo  hat 
mu:  , 

K     ll)50(K)0_3250    2^~-Z)_i5Ü(KX)    ^>4Q0  lj3 
'U}~  2.240Ö  ""  8  •      4/>  4.2400         8  ' 

und  ^8  ist: 

»=j'v(8.3260  - 1-23«)- f=l  V41 1-29  -  =9.9 

Jahre  oder  1W,4  Halbjahre.    Die  llesfscbuld  wurde  im  Tilgungs- 
plan  auf  den  Schluss  des  20sten  tiaibjahres  zurückgeführt. 


j.  37. 

Tilgungsplaii  bei  Kapitalabtragungen,  die  um  gleich 

viel  abnebmeo. 

Neboen  die  Tiigungssummen,  wodurdi  eine  Anleihe  K  abge- 
tragen werden  eoll,  nm  den  gleichen  Betrag  Z>  ab,  so'  dass 
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iat»  so  geht  die  Darstellung  No.  2)  §.31.,  wenn  die  Yerssinsiing  ^lid 
l^lgoog  jfibrUcb  gescbiebt«  in  folgende  Ober  ^  - 

Xi,=;^  +  A:.0,Op,  ^. 
I^mA'hk*QJ(lp'^U>^4A.QJ^^j4^B.Q^  * 


X« = ^ + js: .  o,Qp  -  (n  -  i )  /)  -  («  - 1 )  j .  0,0/? + ^>/> .  0,0p. 

Diese  Dnr0f«ll«iig  stfnimt  mit  der  in  No.  I)  §.  34.  gegebenen 
ibeffeln,  ivmn  dort  -^D  «fatt  1>  gesettt  wird.  Unter  dteaer 
VornilMeInmg  gelten  die  dort  gefundeDen  Ge^etse  aach  IHer.  Oer 
voreleheM^  THguiigäpIan  bietet  aber  dodli  betjondere'  EigentbÜm» 
KeblMtdn/ die  Ii*  Folgeoden  bervorgeboben  WeMee  sollen.  ' 

Zählt  man  sämmtliche  Tilguagssomnien  zusammen,  so  ergibt 
sieb  die  Grösse  des  Kapitals,  welches  nach  dem,  jorstebenden 
Plane  in  der  Zeit  u  getilgt  werden  kann«  nnd  man  erb&lt: 

,   2)'  _ 


Es  zeigt  sich  hieraus,  Ha^s  K  nicht  0  oder  negativ  werden 
kann.   Die  Wertbe  von  D  und  n  stehen  daher  unter  ein* 

ander  io  einem  bestimmten  Zusammenhange.  Ihre  Annahme  un, 
terliegt  nicht  unbeschränkter  Wlllkühr,  sondern  ist  an  bestimmte 
Gesetze  geknüpft.  In  keinem  Falle  kann  X>  so  gross  oder  grds* 
ser  als  sein. 

W&blt  man  ooter  der  Voraussetsnngj  dass  il>/>  ist,  'fär 
bestiinmte  Wertbe  von  A  und  D  beliebige  Wertbe  fttr  ti  und  lei- 
tet daraus  die  entsprechenden  Wertbe' für  K  ab»  so  werden  eleb 
für  verscbiedene  n  verschiedene  Kapitalwertbe' ergeben.  Es  ent- 
steht -daheif  die  Frage :  Welchen  'Gesetsen  werden  diese  Kapital- 
wertbe  unterliegen  f  ' 

Untersucht  man  nun  zu  dem  Ende  die  Gieicbung  J^io.  2)  auf 
ein  oder  Mininittni,  so  bat  man: 


I  t 


%  ■ 
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(8fi)» 


und  «D  «rgibt  «ich  bieioMb  «lo  BlaxfaM».  Di«ft0»  MasUnum 
•Ümmt  aicb  an«  No.  9)  durah  die  CII«i«hBag} 


4) 


Berechnet  inAD  nao  aus  diesem  Wertb  fiir.ii  oacb  der  Gleichung 
Mo.  2)  den  «iilfprechenden  Werth-  T«n  »o  gibt  4ie«er  Werth 
die  Gresie  aoj  die  nicht  überstiei^eii  werden  darf,  wenn-  ein  Kapi- 
tal ,nach  dpm  vorstehenden  TTIgunii^splan  iretilgt  werden  soll. 
.Nor  die  innerhalb  dieser  Orenze  liegenden  Kapitalvrerthe  werden 
nach  deni  Tilgungsplan  Nö.  1)  tilgbar  Kein,  denn  nicht  jedes  be- 
liebig« Kapital  K  wk/i  dorch  bes^timnitf»  A  and  D  getilgt  wei^den 
können.  -  Die  Ttlgiingeiimiinie  des  rten  JaJires  beträgt: 


5) 


7V  =  ^  — (r— !)/>. 


Zählt  man  biezu  die  Tiigung!s»umraen  der.  vorhergehenden  Jahre, 
80  bestimitit  sich  hi(»dnrch  die  Grosse  der  am  Ende  des  rten  öder 
Anfiuig  des  (r4l)ten  Jabi>es  neck vaibandenen  Sebald»  und  ee  iet: 


r(r~l) 
1.2 


D. 


Der  Stand  der  Sebitid  zu  denselben  Zeitpunkt  Ist  biemaeb : 

m 

•7)" 


I.'l 

A$s  No.  S)  Milainnil  sieh,  dass  die  Tüfimgssummc  nicht  negaliv 
werden  kann,  dass  alao  A^D  aein  moes.  Wird  ^aO, -ne'liSrl 
die  Tilgnng  anf  nnd  man  erbftH  dann : 


9 


Diess  ist  «lie  Grenze,  innerhalb  welcher  die  Tilgung  einer  An- 
leihe anter  den  obeo  genannten  Bedingungen  vor  sich^  gebt  Ist 

jj  eioe  ga«e  SaM,  ae  ftllt  die  l»tete  Tflgneg  aef^dle  bieiim* 

bestimmte  Zeit,  also  auf  das  vorhergehende  Jahr.  P-fihrt  aber 
A  i 

^  aof  eine  gemischte  Zebl,  dann  wi^d  Hb  diesen  Zeitpunkt  nach 
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eine  entsprechende  Kestschüld  bieibeo»  die  sogieicfa  oder  iio  foi- 
gendeo  Jahre  getilgt  werden  kann. 

lo  beiden  Fällen  iiat  da«  su  tilgende  Kapital  seine  buchste 
Hobe  erreicbl,  deoo'der  Tilgungsfonds  erhält  keinen  Zuwachs  mehr, 
Diase  Aaaaage  atlmmt  mit  dem  Inhalt  der  Gleichung  Nr.  4)  über- 
ain ,  welalM  den  Zeitpunkt  bezeichnet,  für  welchen  daa  Maximoni 
unter  den  mtig liehen  KapUalwerthen  eintritt.  Das  zu  tit^^ende  Ka- 
pital hat  auf  die  ßestimmmg  dar  Zaitgraaaa  kalaan  Eialhiaa,  trla 
aich  ana  No«  8)  ergibt* 

Taiglalebt  maa  awai  aaf  eiiiaiider  falgaade  Jabraaaahlangaa, 
ae  arbllt  mao  fBf  ihre  Besiebaag  ontar  einaader: 

Lr— Lr+i  =  !>  +  ^  .0,qp  -  (r  - 1)  D.OJÜp, 

let  diaaar  Wertb  poaili?,  aa  iielmMi  4ie  Jabrea>Laiatmi^gaif  ao; 
im  nmgekabrtaa  Falle  nebmea^ale  ab.  Da  (r— naeb 
No.  5)  inini\Br  poalfiv  aahi  omaa«  ao  aebineii  dieaelban  ab»  Oater- 
aadbt  viaii  daber  den  Auaiinicb: 

I,,.  =  ^ — - 1)  /)  +  Ä .  0,üp — (r  - 1 )  J .  0,C!p  +  ^*""*|^^^~^^/> .  Ofip 

aut  ein  Minimum,  so  zeigt  es  sich,  dass  ein  solchem  eintritt  un^ 
sich  durch  die  Gleichung 

beBÜninit.  Dieses  KesiiUat  deutet  auf  einen  grüssern  Zeitraum, 
als  derjenige  ist,  welcher  in  No.  4j  oder  7)  angegeben  wurd©  und 
öberschreitet  die  äusnerste  drenze  der  Tilgungszeit.  Er  wird 
daher  niemals  eintreten  ueuI  die  Zahlungsleistungen  werden  he* 
ständig  abnehmen.   D4e  letzte  wird  immer  die  kleinste  sein. 

Die  SablungaMaiiing  atnea  beatamtea  Jabrea  baiia  ancb  dnnb 
«eGMebnig 

11)  iU  =  Är-l.0.q|l+  Tr 

ennittalt  werdea. 

Da  sich  aus  No.  2)  Terachledane  Warthe  von  K  bei  bestimm- 
ten Ä  und  D  und  darunter  ein  höchster  ergeben,  wenn  för  n  ver- 
schiedene Werthe  eingesetzt  werden,  so  fragt jes  sich:  wie  viele 
Wertlic  werden  sich  für  n  und  dadurch  für  K  ableiten  lassen? 
Setzt  mau  zu  dem  Ende  ir=0,  so  erhält  man  aua 

O^nA  
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13)  .    «=^  +  1. 

■ 

Es  sind  fafernacii  doppelt  so  viele  Wertbe  für  X  bei  ^bmmnteni  A 
nod  D  mSglleb,  enter  denen  -sieb  ein  grOeetcr  TSf finden  wird«  wie 
in  No,  4)  angegeben  wurde.  Diese  Glelcbnng  steht  dur^ens 
uicbt  i»lt  NQ,4)mid8)  im  Widetsprücb,  deam^  bealebr^lcbanf 
mOglicbe  2ablenweftbe«  wllbrend  die  iieiden  letsten  für  Zeitbe- 
sttnininng  und  Tilgi|ngsaeiiea  (yetlbi.  , 

Ifit  K,  A  und  D  <j^egehen,  wobei  K  den  oben  angegebenen 
Beschränkung  eil  unterliegt,  so  leitet  sich  aue  der  fsleicbung  No«2) 
die  TUgongsseit  auf  folgende  Weie§  ab : 

Die  AbbSngigkeit  des  Wertbes  von  JT  gegenAber  den  Wertfcen 

von  A  nnd  D  neigt  .«kh  ancb  bier  and  ^  mies  K  < 
sein  oder  kann  bdcbstens  diesem  WertlM  gleiebkeniinen.' 

Geschieht  die  Verzinsiinj^  halbjährlu  h  und  die  Tilguni;  jähr- 
lich oder  beide  halbjährlich,  so  gelten  di<  in  §.34.  unter  diesen 
Voranssetzungen  aulgestellten  Tilgungspläne  No.  11)  und  18),  wenn 
mau  dort  —  D  statt  1)  setzt,  mit  den  erforderliehen  Aliände- 
ning-en ,  welche  sich  aus  den  hier  gemachten  Bemerkungen  leicbt* 
ergeben,  weswegen  wir  sie  nicht  besonder«  bier  hervorheben. 

'  Anw  e  n  4  u  n  g. 

Wir  maehen  eine  Inirse  Anweikdong  der  im  ▼orlgeft  Pkragfa- 
pben  getodenen  Reeoltate,  vm  die  Elgeatbdmtlebkeiteii  de^l- 
ben  m  Terdentllcbeiu 

I)  Eine  Anleihe  von  3T75O0O  soll  7a\  5  Procent  ver- 
zinst und  durch  jährliche  Verzin«»ung  und  Tilgung  so 
abgetragen  werden,  drtss  im  ersten  Jahre  100000  und 
in  jedem  folgenden  1000  weniger  abgezahlt  werdin. 
Welches  ist  der  bezflglicbe  Tiiguugsplan?  Wann  ist 
die  Anleihe  getilgt? 
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Werden  die  In  {.  37.  aafgeetellten  GlfNcbniigen  angewendet, 
HO  Ut  f  SS 3776000,  i4  =  100000,  i>=:1000.  Die  Zeit,  in  welcher 
dae  Kapital  getilgt  wird,  bestimmt  aicb  ans  No.  13>,$.  37.   B$  ist: 

2£    'Lollöm^         '  2 J-t-  /)    200000  4^  lOUO  201 
D "     1000  2ÖÖ0      "  T* 

und  bieraiis : , 

<J012     201  201 
«I  =  db  V(-7M0-f  ^) +^  =  + i  v(- 30200  +  40401) +^ 

=  J:4V10201  +  ^. 


2) 


101  .  201 


2 


=60; 


die  Anleihe  wird  in  50  Jahren  getilgt  sein. 

Zur  Feststellung  des  Tilp^iingsplans  sind  die  erforderlichen  Werthe 
A:.0,0/>  =  3775000.0,05  =  188750,  ^,0,05  =  100000.0,05  =  5O00, 
/>.0,(V'  =  1000.0,05=^50..  Die  allen  Gliedern  gemeitiechaftliche 
Samme  ist: 

i:.  0,01^-1-^  =  288750. 

Wir.tbeiIeD  nun  der  Kfirae  wegen  die  JabreaiabiangeD,  Stand 
der  Schuld,  GrOaee  der  getilgten  Sebald  imd  TilgaBgaannime  für 
die  6  erstes  und  6  letzten  Jabre  und  für.  das  lOie,  16te,  SO»!^ 
Jabr  n.  a.  w.  mit,  weraaa  man  den  Gang  der  Tilgnng  flberfolieken 
bann* 

3) 

OvOMe  €er  getflgbäp 
Schuld  am  Ende  des 
Jähra«  oder^Anfüig 
des  folgendea 


8hui(l  tkT  Sfhiild  iini 

jührlichon 

En<k'  (k's  Jahns  odi-r 

r 

Anfang  des  folge udeu 

I 

2887S0 

3675000 

2 

282750 

3576000 

3 

27(iH()0 

,  34Tsr)no  . 

4 

270*J()0 

3381000 

5 

3285000 

JO 

2o(>5.>ü 

2820000 

16 

201)300 

2280000 

20 

183300 

..  ,  1905000 

25 

15S550 

i57n()no 

30 

135050 

35 

112H00 

feT.'iUüO 

40 

91800 

555000 

46 

72050 

'  265000 

4A 

«8250 

.  64500 

210000 

47 

156000  . 

48 

OONOO 

10:*00fj  . 

49 

57150 

51000 

50 

53550  1 

'1 


1( 

109000 

2*Cf)00 
3'M(H)0 
4<i()(l(M) 

or»5ooo 

.1495000 
lIlGtOOQ 

22ÖÖ00() 

2565000 

2Ü05000 

3220Q0O 

3610ÖOO' 

3666000 

36111000 

:?072000  . 

37i>1000 

3/ 75000 : 


I0( 

O9ooa 

OSOOO  ' 
ÜTOIK} 
UOOOO 
91000 
86000 
81000., 

OIUÜO 
5600g 

DDVUIF'. 

r.:;(}0(i  ^ 

51000' 
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vSänimtliche  Jahreszahlungen  Dehmen  ab,  vfie  man  sieht.  Die 
letzte  ist  die  kleinste  und  mit  ihr  ist  das 'Kapital  petil^t.  Unter- 
sacht  man  die  Riehtip^keit  des  vorstehenden  Tiiguni^spiaua  nach 
der  Gleidiang  iNo.  11)  $.37.»  so  iat  für  tiaa  4aAte  Jahr: 

4)         X^fsStf.O^OS-l- 7*45^265000.0^4  55000 

s  13250 +ftB000=:68*28O,  \ 

wie  in  No.a)  angegeben  ist,  donn       =  100000  -  45. 1000  =  55000. 

Nicht  alle  KapitalieD  könneo  durch  die  Werthe  ^  =  100000 
ud  Des  1000  nach  dem  vorstehenden  Tilgaogsptaa  getilgt  wer- 
den. Der  grusst  mügiiche  Werth  ftir  £  ergibt  eich,  »enn  iimn 
nach  No.  4)  §.  37.  den  Werth  für  n  und  hieraus  den  fragllelien 
Werth  fflr  K  nach  No.2)  §.37.  beatimmt   Hiernach  ist: 

ii=:^j^<hO^»100Ä 

Setzt  man  nun  n  =  100, ,  so  wird : 

100  99 

Ts  100. 100000  -  1000  =  5050000. 

Dieaetbe  Sunu^e  findet  man  (fir  nsslOI.  Setat  iKan  aber  iiss  100,5, 
ao  iat •  * ' 

V      *      201.100000  201.199v._-^ 

Alle  Kapitahverthe,  welche  in  dieser  («renze  eingeschlossen 
sind,  werden  nach  dem  TilgungsfOan  i^o.  1)  §.  37.  In  huüdeit  wer- 
den könnten,  Avährend  litlliere  8uinnien  eine  RestscfiuJd  am  £nde 
der  Tilgungszeit  geb*fn  werden,  die  «.ich  dem  Plane  nicht  untere 
ordnen  wird.  Den  gleichen  Werth  erbäit  luao  auch  aus  dem  za 
No.  13j     37.  niitgetheilten  Ausdruck :  '  ^ 

'  201000V  40401000  '  ' 

ä./>    —  SOOO  8     — ouöüizö. 

Untersucht  man  endlich  die  1  alle,  welche  sich  ans  No.  12)  5.  37. 
'^r  ganze  n  ableiten,  so  gibt  es  deren  201.  Fuhrt  man  dies^e  in 
No-2)§.37.  ein,  so  erhält  man  eben  so  viele  Zahlen  werthe  (i9r 
^»  uriter  denen  der  eben  angegebene  höchste  Werth  entsteht. 
^  auch^  hei  jedem  andern  Werthe  für  A,  D  und  ». 


5.  39. 

Tilguogsplan   bei  Kapitalabtraguogen,   die   in ,  einer 
geometriachen  Progression  sonebmen. 

N  Steigen  die  Kapitalabtragungen  Ai,  A^,  A^,,,,.An,  wodurch 
t  heil  XXXVI.  92 


Digitized  by  Google 


482  OetHn0€r:  ;  W§U$re  Ausführung  > 

eine  Anleihe  K  uetil*yt  wird,  in  einem  stetigen  Verhftitniss,  das 
l^ewöhnltcli  durch  einen  Procentsatz  w  ausgedrückt  wird,  so  das« 
die  Abtra^snmmen  nach  dem  Maassstahe  \,Qw  wachsen,  so  er- 
gil»t  Sich  lür  dieselbe  bei  jähriicber  Tilgung  folgende  Zu&aininen- 
Stellung: 

1)  4  Sil,  Ä^^AA,iko,  A^ssAAJihD^^  Ä^^A.lMw*, 

r  •  ^ 

An:s=tAAfit^K 

Tilgnnj^omme  dW  rten  Jahres,  die  dureb  7V  wie  bisher 
beseicboet  werden  soll*  hetragt  daher: 

Zählt  man  biezu  die  Tilgungssummen  der  vorb ergebenden  Jahre, 
so  erblilt  man  die  Grosse  der  am  Ende  des  rten  oder  Anfang 
des  folgenden  (r  -f  l)ten  Jahres  getilgten  Schuld : 

3)  Gr^Ai^A,h(fwi^A.l,Ow^'^...,AAJ(hif-^ 

.  ,  0.0» 

Dm  SU  tilgende  Kapital  uoterUegt  dann  folgender  Bedingung:  ' 

4)  JC=^  A+  AA,Qw  +  yl.l.Ow«  +  J.l,0»»-i 

OeecMehl  mm  die  Veralneaei;  wmü  1*H^g  jHhrlieh  und  wM 
die  Anleihe  mt  p  Pyoeent  vMitiet«  so  etgibt  eleh  ane  Ne.  Q  §.  31. 
Mgeader  TVgmgipbito,  .wenn  die  eotsprecbenden  |f eribe  fik 
Ag9  Aji,  A^,  '.,^*Am  flogeftthrt  und  die  sogebOrigen  Werthe  ans 
No.  3)  berScbsicbtigt  weiden»  indem  man  etntt -fr  ellm8lig  dl« 
Wertbe  0»  1,  2  m  eebreibt: 

6)       Li=^A      '  -\^K,Qfip, 

i, = 4 .  i.Ow'-H  AT.  ti.Qp  -  ^  ,0., 
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Der  Stand  der  Schuld  bestininit  sich  ans  der  (iloichuiig  No.  3)  für 
d9ß  j&nde  de«  rt«D  oder  den  An&ng  des  (r-^l>teii  Jahre«  dureki 

(las  Kapitnf  ist  ii^etilgt,  ueuu  Sr  =  0  wird.  Nennt  man  die  2ahl 
der  Jahre«  oach  deren  üiulauf  die««  gesehiebt,      so  hat  mau : 


7)  K=A 


0,0w 


was  mit  No.  4)  zosammenfMltt.  Dif  Zeit»  «rann  4i9m  geacblttlit, 
bestimmt  "eleli  dureb  die 


dirMt  we  'deik-^Tafdii,  wie  diMfi  S.  SUSifc  m«Uwv  AeMviig  ai^- 
gesebM  w^»  ed^r  md  ktam  n  ao«  No.  8)  antieiekahi,  diim  lets 

9).   ^^^^^  a-. 

Da  die  Zalibngii-iieifltaDff  eioe«  jjaden  iahrea  ane  iter  lül* 
gungssumme  (TV)  dtteita  Jahw  «nrf  ^en  jtinaen  dtr  vorhandenen' 
Schuld  titetebt,  so  iaam  eieh  die  Jahreeleistnucea  oder  der  TU- 
gungsplan  au«  folgender  äleichoag:  ableiten :  » 

Vergleicht  man  die  Zahlungssiinim(*n  zweier  auf  einander  folgen« 
den  Jahre»  de«  rten  und  (r-f-l)ten,  mit  eioaoder»  so  erhalt  man: 


.       -  4^  hih,r  ^  A  .0,0p  +  J.g  1.0«,^  -4^^ 

und  hieraus,  da  l^l,Oio=  —  0,0io  im  aswetteu  Güede  wegffiUt» 
11)  Zt— /*+i='/I.I,(Hp'~MO,0/i--0,Oic).  » 

•  *  •  ■ 

BierlD  kaaa  Of^  lileiner,  (nrSmr  oder  so  gross  als  üfks  sein. 
Im  ersten  Falla  ist  Lt^^Lr$  im  svreitea  ist  Lr^t^Ltf  im.  drit- 
feil  Falle  ist  L,=Lr^ti  Diess  Mai  au  folgende»  SAtieo  s 
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12)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalabtraf^ngen,  wo- 
dareh  eine  Anleihe  getilgt  wird«  In  gHlsverm  Verbilt» 
Diase»  ala  der  Zinafaaa«  ivorin  dieselb«  yerainat  «rird, 
angibt  (w>|»)»  so  nehmen  die  Jebrealeiatnagen  voe  Jelir 
so  Jahr  so.  . 

*     13)  VVachseo  die  jähriichon  Kapitalabtra  jungen  in 
kltiiiierm  Verhältniss,  als  der  Zinsfiiss  angibt  (io<p), 
'so  nehmen  die  Jahresleistungen,  die  zur  Tilgung  und 
V  erzinsung  erforderlich  s^ind,  von  Jahr  zu  Jahr  ab. 

14)  Weeheen  die  jfthrllehe'n  Kepitalahtragnngeo  in 
demselben  Verbältnisse»  wSe^derZlnsfuss angibt  {w^py^ 
so  sind,  die  sftmmtliehen  Jahrealeistnnge-n  einander 
gleich  nnd  die  TUgnrig  aammt  Teralnsoog  irlrd  dntch 
gleiche  jihrllche  Summen  bewirkt. 

In  allen  drei  FSlIen  bilden  die  Tilgong^sumnien  die  Glieder 
einer  geometrischen  Heihe  und  nehmen  zu,  die  Verzinsongssum^ 
men  nehmen  al)  In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  die  Zahinngs- 
leistung  des  let/fon  Jahres,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
die  gröfiste  oder  kleioete  von  allen.  £in  Maximum  oder  iVlioimum 
findet  nicht  statt.  ^  ~ 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  Jflbr« 
lieb«  so  bieihen  die  in  No.  \)-A),  6) -9)  aofgestetlteix  Gloichnn- 
gen  unmittelbar  in  Kraft,  der  TilgungapUn  ateüt  aich  aber  nach 
No.  3)  {.  31.  In  rolgender  Welse  last : 


1,0«;-.|  .  . 


IS)  Li 

f 
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Dieser  Tilgungsplan  wird  spiftet  weitere  AnvreDdang  finden. 
Um  ihn  zur  Benutzung  bequemer  sii' machen,  iet  ee  sicbgemSee« 
die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  zu  ▼ervoUsUlndigeD*  Uadnrcli 
kommt  eine  bessere  Harmonie  in  die  ReiÜen.   Zählt  muL  denk 

Bode  ^^^^  in  den  iwei  ersten  Gliedern  ab  «nd  sn»  se  entsteht: 

16) 


SS  COM 

"  0,Otr 

A.O,Opi 

ü,üi«  ' 

4 

Q,Qw 

.  A,0,Opt 

U 

'  0,0to 

"•^    0,OlD  ' 

A.0,0piA,0m 

0,0w 

Ofiio  *' 

< 

♦ 

i<.0,0/;,.l,Oio* 

0,Qw 

0,0w  ' 

^. 

=A:.o,a/i4  +  4.i,Oto» 

A.Ofipi.ißu)^ 

.  ^.0,0;», 
0,0u>  * 

y4.0,0/j,  .l,Oi©a 
~  0»Oie 

+  (VOlo  ' 

il«O,0^,  .l.Oflsl 

0,0io 

0,Otr  ' 

i*,-x=ir.o,qpi   -^j^j^  +  -öjKr' 

Die  Zahlungssummen  der  unp^eraden  Halbjahre  sind  Von  denen 
der  geraden  ver8chiedeii  und  unterliegen  einem  anjdern  Gesetze. 

Vergleicht  man  die  Summeo«  welche  In  je  zwei  auf  einander 
folgenden  ungeraden  Halbjahren  au  zahlen  sind,  so  erhält  man: 

«nd  bieMue:  . 

17)  l<.^^-X.r+l==^^^^(A^^ 
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Die  Zailhingssiiininen  je  iweier  avf  «toftoder  fb|^«|idlMi  niige- 
raden  Halbjahre  nehmen  ab  und  vmwt  um  d«i  ttiMjahfmhia 

der  Summe  «Ses  vorhergehenden  Jabr^  Sftmintlielie  Smaueo  der 

ungeraden  Halbjahre  sind  daher  im  Abnehmen  begriffe«. 

^  Vergleicht  man  die  Sümmes  je  twefot  «af  einaiider  folgenden 
geraden  Ifalbjabre  mit  einander»  ao  iat: 

und.fcierane:  \ 

18)       ,  Ur—l^2^A.hOuf-'iO,Opg'^0,(Ho)> 

Die  ZaUangasiiniineD  aHer  aof  einander  folgenden  gerade»  &ib- 
jahre  wadbaen  oder  fallen  etetig,  je  naebdeni  w  grOaaer  oder  Mei- 
ner aia  pi  (der  halbjihrlicbe  ZiMfass)  ist,  nacli  dem-  Geeetae, 
welebee  in  No.  12)  nad  13)  angegeben  Ist. 

Nath  diesem  Til^ngsplan  sablt  der  Empfänger  im  Laufe  der 
Zeit  bei  balbjäbrltcber  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung  inSamme 
gerade  ee  vid,  ale  er  nach  Ne.  5)  bei  jährlicher  Veraiosang  und 
TUgung  an  aahlen  liat  "  .  / 

Die  Zahlungsletstangen  der  verschiedenen  Halbjahre  lassen 
sich  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen: 

1,0«;^-» -1  ■ 


90)  Sir-^^K^A 


0,0m 


Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  und  be- 
'  hält  man  den  Procentsatz  w,  um  wekben  die  halbjäbrlicbeo  Til- 
gnngssummen  steigen,  bei,  so  bleiben,  da  w  jeden  t^erth  bedeu- 
ten kann,  die  Gleichungen,  welche  oben  bei  jährlicher  Tilgung  und 
Verzinsung  aufgestellt  wurden ,  mit  der  Beschränkung  in  Kraft, 
da88  s\i*  sieh  auf  halbe  Jahre  statt  auf  ganze  Jahre  besieheo,  oad 
dass  dann  die  Tilgung^zeit  2fi  Halbjahre  umfasst. 

/  '  '  '  "* 

Der  Tilguogaplan  iat  dann  folgender: 
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.  21). 

\  OtD    I  ' 

Die  CritaM  dei  Kapltab  imterHegt  folgwider  Bestimmung: 


I,0ti>«"-1 


0,Otc  ' 

*  ■ 

D^r  Siabd  der  Sebald  m  Ende  das  rCen  Halbjabree  'isti 

1,0«^ -1 


II.  8.  w.  Die  Tilgengeieit  beelSmiet^eieli  d«in  ene  den  Tafeln  darcii 


0,Oio  A 


«4)* 

öder  durch  -    »  , 

^^•^  ,  .    .  — 2Tiogi,(K; — o 

Die  Zahlungsleistung  den  rteo  ^aibjaiiree  iftset  eicli  auch  anf 
folgende  Weise  finden: 

Fflbrt  dl^  Titgnngtteit  nicbt  anf  ein  ganzes  Jabr,  was  in  der 
Regel  dir  Fall  mIb  wM»  sn  ist  jss  am  Besten»  die  Restschnid 
liir  das  letale  Jabr  oder  Heibjabr  au  bestimmen  nnd  bierans  die 
Zablangslelfteng  fiHr  das  Ibigende  Jabr  oderllalbjalir  snbereebnen* 


•I 


Anwendungen. 
Die  .  im  verigen  Paragrapben  aaigefnndcMi' &ä(sf  äellen«nnii  ^ 
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an  einsolBM  FSUen,?er<leii1lkkt  irervl^ip  Imaadm  aoeb  aui  dM 
Gnmde»  well  «ie  Im  praktiscbeo  Labea»  wie  apHtar  «eben 
wird,  viele  Anwendung  finden. 

1)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  mit  4  Procent  jibr- 
lich  verzinet  urrd  so  getilgt  n  orden,  da«»  die  TÜf^ungs* 
summe  de«  ersten  Jahres  200000  beträgt  und  jährlich 
um6Procerit  steigt.    Welches  i^t  der  liezügliche 
gBDgeplanf  In  wie  viel  Jabren  Ist  die  Sebald  getilgt! 

Bei  BeantH'ortuiig  des  vorliegenden  Falles  Louirnt  No. 5)}.39. 
zur  Anwendunjr  und  man  hat  hier  iST— 400()()U0 ,  J  =  20UOOO, 
10  =  6,  |>  =  4,  A.ü,0^  =  4000000.0,04  =  100000  äu  setzen. 

IHe  Mt,  innerhalb  welcber  die  Anblhe.gettgl  wird,  etglbt 
aicb  nacb  Ne.8){.a9.: 

y^n_i  4000000 

»      *  *  ' 

ana  den  fafeln.  Sie  filllt  ungeHEIbr  I»  die  MIMe  iwiaeben  das  ]3fe 
and  14te  Jabr.  Ana  No.  0)  §  39.  findet  man,  da  ir.0,06=24CX)a0lats 

log440000-log20000U_5>M345-27  —  5,301 

^  0,3424227  . 
Ö.O2Ö3059 

Die  TllgiiDgeaeli  amfaeat  aleo  13  ganse  Jabre.   Ffir  daa  Ende, 
dieeea  Jabree  wird  dann  die  RMtacbnld  an  beattmmen  und  am 
aweckmfiaaigaten  am  Ende  def  Idttn  Jabree  an  ifablen  nein.  Zar 
Featat^lnng  djee  Tilgungsplana  aind  feigende  Elemente  erfordere 
lieb.  Die  Tilguogssummen  der  einseinen  Jabre  folgen  ana  No»8) 

3)  7r»2000ü0.],06"-i; 

die  Grösse  der  getilgten  8chui(i  aus  Ko.  3): 

4)  C?r=200UOO.^^^^^ 
der  6tand  der  Schuld  aus  No.  6): 

die  Zahlungssummen  berechnen  sieb  dann  entweder  ana  Qle.  6) 
oder  aus  der  Gleiehnng  Mo.  10)  > 


mm 
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I 

0)  Lr^Sr^t .(MM^  T^r  s  Sr^l.OM  +  900006* lt06^->. 
Uieraos  leitet  «icb  folgender  TilgutigitpUn  ab: 


Jahr 

* 

Grösse  der 

jährlichen 

Zahlungen 

Stund  der  Schuld  am 
Endo  des  Jahres  oder 
Anfang  des  folgenden 

Jährliche 
Tilgungs- 
somme 

Scliuld  am  Ende  des 
Jahres  oder  Anfang  dei 
folgenden 

1 

360000 

3oOÜOÜU 

2000DU 

zUUUUll 

2 

3o4O00 

oOooUOO 

aicuwiA 

41zU0v 

3 

000240 

33d32oU  > 

2Z47z(l 

DovfZU 

4 

072734,4 

o  Uttum A  Q 
0l2D0/tl»O 

*iOD2llO,S 

o/4v20,2  ' 

5 

377498,46 

2879581,41 

259495,39 

1197418,59 

6 

382548,37 

9604936,29 

267645,12 

1395063^70; 

7 

387901,27 

9391932,47 

283703,82 

1678767,53 

393575,35 

2020506,42 

300726,05 

1979493,58 

9 

399589.87 

1701736,80  . 

318769,62 

2298-263,19 

10 

400965,26 

1363841,01 

337895,79 

2636158,98 

11 

412723,18 

1005671,47 

358169,54 

2994328,52 

12 

419886,57 

626011,76 

379659,71 

3373988,23 

13 

427479,76 

223572,47 

402439,29 

3776427,53 

14 

232515,36 

•  4 

223572,47 

4 

4000000 

*Die  Jahresleistangen  wachsen  stetig,  wie  diesssein  muss,  da 
CO  >  p.  Die  letzte  l^umme  macht  hievon  eine  Ausnahme,  da  sie 
nur  die  Uestacbuld  samint  Zinsen  enthält.  Die  Richti^^keit  der 
gegebenen  Werthe  lässt  sich  leicht  aus  der  Gleicliuncr  6)  nach- 
weisen. <Su  ist  die  Suiume,  welche  am  Ende  den  9 ten  Jahres  ge* 
zahlt  werden  muss: 

s  ^.0,04  +  ri^^2020506«49.0,04^18769,69 

=80820,25 ....  + 318769,62  =  399589,87. 
• 

Geicbielit  io  ^dem  oben  unter  No.  1)  eegebenen  F<ill«  die  Tanb« 
mnug  balbjftbiilicb  ond  die  Tilgung  jährlich,  so  bat  man  die  halb* 
jührlicben  ZabloogsauAinieii  feataneteUeo.  Die  dbrigen  Elemente 
inl  Tilgangsplan  SnderD  aieb  nicht  Hlao  bat  dann  entweder  nach 
'  r^o.  15)  oder  No.  16)  §.  39.  an  mfahren  oder  die  ISleichangeD 

Lar   =Ä2r-a.0,qpi +200000 J,06^ 

SH  benotaen.  Be  ergibt  ateh  dann  folgende?  Tilgungsplan,  de? 
aicb  anf  96  Balljabitt  etatreokt: 
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9) 


Hulh- 

1 

1  GrOflM  der 

Stand  der  Schuld  am 
Eude  des  Jahres 

Jabrllcibe 

Grösse  der  j^etilf^ten 
Schuld  am  Ende  des 

jahr. 

.  

jhalbjlbiliclien 
1  ZaJduiigeo. 

' —  — 

oder  Anfang  des 

TUgongs- 
snnune 

Jahres'  oder  Anfang 

1 

MKM)0 

i 

2 

3800000 

200000 

2000ÜÜ 

3 

7t>Ü00 

4 

288000 

3588000  • 

- 

212000 

j  412(Xiü 

5 

71760 

6 

296480 

M8280 

324720 

636720 

7 

67265,6 

8 

305468,8 

3125076,8  , 

238203,2 

874923,2 

9 

62501,54 

10 

314996,93 

2872581,41 

252495,39 

1127418,59 

11 

57451,63 

12 

325096,74 

9604996,29 

207045,12 

1300068,70 

13 

52098,73 

14 

3^5802,55 

2321232^7 

283703,82 

1678767,53 

15 

40424,05 

]6 

347150,70 

2020506,42 

800726,05 

1070m,58 

17 

40410,13 

18 

359179,74 

1701736,80 

318709,02 

2298263,19 

19 

34034,74 

20 

371030,53 

1363841,01 

337895,79 

2636158,98 

91 

* 

22 

385446,36 

1005671,47 

358169,54 

2994328,52 

32 

90113»43 

24 

309773,14 

026011,70 

379659,71 

3373988,23 

25 

12520,-24 

26 

414959,52 

223572,47 

402439,29 

3776427,53 

27 

4471,45 

28 

228043,92 

1 

223572,47 

4000000 

.  Die  ZaUnngwnioiineD  der  angeraden  Halbjahre  fallen,  die  der 
geraden  steigen  stetig,  mit  Anenabme  der  letsten,  wie  diees 
No.  17)  and  No.  18)  §.  39.  nein  moee.  Im  6ansen  wird  naeh  die- 
eem  Tilgangeplane  dieselbe  Somme  gezahlt,  welche  nach  dem  Is 
Ne.-  7)  hei  jllirlleber  Verzinsung  zu  -  entriebten  ist,  .denn  die  hsi- 
den  Halbjahresxahlangen  eines  hentimmten  Jahres  4nd  so  grsM»' 
als  die  JahresseUung  desselben  Jahres  in  Ne.  7). 

fr  41.    '  , 
Fo.rtsetzang.  i 

1)  Eine  Aalelbe  ^en  4000000  seil  sn  d  Proeent  ?er- 
sinst  and  halbjShrllcb  so  getilgt  wterdmi,  das«  im  erstes 
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Halbjahre  lOOOÜO  zurückgezahlt  werden  und  diese 
Summe  halbjährlich  um  3  Proeeiit  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  Tilgungsplani  Wann  ist  die  Anleihe 
getilgt?  '  ^ 

Bei  Beaniwortttng  dieser  Frage  icommen  die  Gieichungeo  No.21) 
u.  n*.  §.  'S^,  zur  AoweDdong.  -Man  hat  dann  K  ss  4000600,  Pi^% 
10=3,  'A  s=  100000  cu  setsen. 

Die  Tilgungezelt  beetimmt  ai«h  aue  der  Gleichung  Mo.24): 

1.08*^-1  4üooooa 


0,03 


IIIIII 


;40 


und  QUit  nach  den  Tafeln  zwischen  das  26ste  und  27sle  fialbjahr 
oder  zwisehen  das  Idte  nnd  Ute  Jahr.  Naeh  No.  25)  bestiromt 
sie  flieh  su 


 log220000- log  100000^  0,3424227 

V  2.log  1,03  2.0,0128372"-*^*^* 

Jahrf ,  was  übereinsthnniL 

Die  Tilgungssummen  berechnen  sich  nach  No.2)S.d0.t 

3)  .  =  100000.  W--»; 
4er  Stand  der  Sdiuld  ans  N9.  23): 

4)  Sr =4000000- 100000.^^-; 
die  GfSase  der  getilgten  Schuld  naeh  No.3): 

5)  Cr  =  100000.  ^^03-; 

die  ^ablung«i6uoimeu  der  Halbjahre  aus  No.21)  oder  au8  ISiu.  2j6)i 

6)  ,  I<s=^i.0,Q2-h  100000.  l^Oa'-i. 

Hieraus  ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan  x     ,  ,  , 
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Htüb- 
jahr 


GrßflM  der 

halbjährliclieii 

Zahlungen 


Stand  der  Schuld  m 
Ende  des  Halbjahn  od. 
Anfang  des  folgenden 


Halbjfthrl. 
Tilgangs- 


Grösso  der  getilgten 
Schuld  am  Ende  des 
H^bjahrs  oder  Anfajjg 
de&  folgeudeu 


1 

2 
3 
4 

6 
6 
7 

8 
9 
10 
i\ 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 


180000 

18HN)0 

182030 

183090,9 

184183,63 

185309,14 

186468^41 

187662,46 

188892,34 

1901S9,11 

19]463,S8 

192H97«80 

194192,03 

19eS617,7g 

197086,32 

1985Ü8/J1 

200150,88 

201701,53 

203414,44 

20,Hlti,87 

200870,37 

208676,49 

210536,78 

212452,88 

214426,47 

216459,26 

147589,69 


39( 
3797000  ' 
3690910 

3581(937,3 
3469086,42 
3353159,01 
3233753,78 
3110766,40 
2984089,39 
2853612,07 
2719220,43 
2580797,04 
243^220,96 
2291367,58 
2140108,61 
1984311,70 
1823841,23 
1658556,46 
1488313,16 
1312962,55 
1132351,43 
946321,97 
754711,63 
557352,98 
354073,57 
144695,77 


niifiiii 


106090 

109272,7 

112560,88 

115927,41 

119405,23 

122987,39 

126677,01 

130477,32 

134391,64 

138423,39 

142576,09 

146853,37 

151258,97 

155796,74 

160470,64 

165284,76 

170243,31 

175350,60 

180611,12 

186029,46 

191010,0.1 

197358,65 

203279,41 

209377,79 

144695,77 


Ii 

203000 
309090 
41836^7 
530913^ 
646840.99 
766246,-22 
880233,60 
1015910,61 
1146387.93 
.1280779,57 
1419202,96 
1561779,04 
1708632,42 
1859891,39 
2015688,13 
2176158.77 
2341443,54 
251 1686,84 
2687037,45 
2867648,57 
3053678.03 
324.')  288,37  ' 
3442647,02 
3645926,43 
3855304,23 
4< 


OIHIIIIi 


■Vergleiebt  man  trao  die  SonmeD,  welche  die  Tilgung  uod 
Venimog  eines  Kapitals  tod  4000000  erferdert,  irenn  die  Te^ 
lineuDg  end  Tilgung  jährlich  geechieht,  mit  denen,  welche  erfor» 
dert  werden,  wenn  die  Verzinatmg  und  Tilgung  halbjährlich  (ahN> 
mit  dem  balKen  Zinsfasee  und  der  halben  Tilgungssumme  Im  ersten 
Halbjahre)  vor  sieb  geht,  se  ist  im  ersten  Falld  im  Ganzen  die 
Summe  5304658,56  und  im  zweiten  Falle  für  die  Tilgung  der  glei< 
eben  Schuld  nur  5245024,37  nuthig,  und  es  stellt  steh  ein  Min- 
derbedarf von  59634,19  heraus.  Diese  Bemerkunc:  bestätigt  das 
schon  früher  Gesagte.  Die  halbjahrliche  Tilgung  und  Verzinsung 
empfiehlt  sich  daher  vor  der  ganzjährigen  Verzinsung  und  Tilgung, 


i^iyai^cd  by  GoOgl 


denn  sie  ist  vortbeilbafter  als  jene.    Dasselbe  mt  der  Fall  bei 
balbjähriicher  Verzinsung  und  jahrlicber  Tilgung,  denn  sie  erfor- 
dert die  gleichen  Sumuien  wie  die  ganzjährige  VersinfivUDg  un4 
'  Tilgung.. 

S)  Eioe  Anleihe  von  4000000  soll  mit  4  Procent  ver«  ' 
sinst  snd  so  getilgt  wjerden,  dnee  Im  ersten  Jahr«  200000 
suraekgesahlt  werden'nnd  diese  Tllgungssnmme  jähr«« 
lieh  nm  4  Proeent  steigt.  Welehes  ist  der  hesflgllche  ' 
TUgvngsplan  ffi?  die  ersten  und  lotsten.  Jshre  niid 
fflr  die  swiscbenlle^esdon  ZeltrAnme  von  5  se  6  Jnb- 
res?   Waim  ist  das  Kapital  getilgt? 

Da  hier  No.  5)  §.  39,  sammt  den  zugeböriuf^n  Gleichnnijen  in 
▲p Wendung  icommt,  so  hat  man  dort  /C==  4000000,  ^     200000, - 
to  =  4,  p=i  zu  setzen.    Bei  Bestimmung  der  Zeit  genügt  es, 

^  wie  man  siebt,  ^ie  den  Tafeln  zu  entnehmen,  denn  eine  ganz 
genaue  Feststellung  derselben  bat  keinen  besondern  Zwsok»  Seilte 
sie 'aber  dennoch  im  speeieilen  Falle  nüthig  werden,  so  kann, 
man  siet  auf  die  angegebene  VV^ise  durch  Logiirithmen  bestimmen. 

.  Die  TUgnngsaeit  föUt  nach  No.  8)  ^  39./ 

1,04« -1  4000000 
^  "  0,04  ,       200000  ' 

I 

swiseben  das  14te  nnd  löte  Jahr,  gans  nahe  an  letsteres.  'iEIier-  ' 
nach  eiiglbt  sich  felgciider  Tllgangsplan : 

10)  , 


Jahr 

Grösse  der 
jährlichen 
'  Zahlungen 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des  folgenden 

Jährliche 
Tilgunga- 
BBinnM» 

GiOfM  der  getilgten 
Sehnkl  am  Ende  dn 
JähvM  odor  Ahfluig  ta 
folgedden 

1 

300000 

3ÖÜ0ÜÜ0  ' 

•iOOOOO 

■  — 1— 
200000 

2 

360000 

3692000 

208000 

408000 

3 

360000 

3375000 

216320 

624320 

4 

360000 

3150707^2 

224972,8 

849292,8 

5 

äaoooo 

2916735»49 

233071,71 

io832a4;fi 

10 

1S98778«58 

204662,36 

2401221,42 

11. 

360000 

1302720,72 

^48,85 

2ßd9^0,28 

12 

360000 

994838»0I 

307890,81 

300!i161,00 

13 

360000 

674632,47 

320206,44 

3325367,53 

14 

300000 

o4iüi7,77 

333014,70 

3638382,23 

15 

355282^48 

341617,77 

• 

4000000 
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Die  Rlehtierkelt  dieser  Resultate  sich  ,   wenn  man  aus 

den  Elementen  des  TiIgiinQ;8|iIan^s  zrablung  eines  bestimmten 
Jahres  berechnet,  so  ist  die  des  lüolten  Jahres: 

lift  =  Ä4.0,04  +  Tft  =  3150707,2 . 0,04,+  233971,71 

II)  Eine  Anleihe  Ten  4000000  seil  zn  4Preeent  halb- 
jährlich  veriinet  ujid  ee  getilgt  werden,  dase  im  ersten 
Halbjahre  lOOOpO  nurackgeaahlt  und  dieee  Tilgunge- 
eumme  halbjfihrlich  am'2  Preeent  «teigt.  Welches  ist 
der  bexfigliche  Tilgangsplan  in  den  fünf  ersten  nnd 
lettten  Jahren  and  in  den  swischenliegenden  Zeitr&a- 
men  von  je  ffinf  Jahreb?  Wann  ist  die  Anleihe  getilgt! 

Uierkemmt  No.  21)  §.  39.  mit  den  zugehörigen  Gleichungen  snr 
Anwendong  und  man  hat  sofort  A= 4000000,  .^  =  100000,  fps2, 
jPi  »2  Bu  setxen.  Die  Tiigangszeit  fiUU  nach  No.  24)  §.  39. : 

1,02"  — 1  _  4000000 
•    ■  .    0,02  "lüüÜOÜ 


12) 
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swisehen  das  29ste  und  SOste  Halbjahr.  Der  Tilgungsplan  stellt 
sich  in  folgender  Weise  fest: 


Halb- 


1 

2 
3 
'4 
5 
10 
jfö 
.20 
25 
20 
27. 
28 
29 
30 


GfOaae  der 
bfUl^alurlichen 
SSaliliuigen 


i  ■ 


13) 

Stand  der  Schuld  um 
Ende  des  Halbjahres 
oder  Anfang  des 
folgenden 


^80000  . 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

180000 

123192,08 


mm 


m 

3798000 
3093960 
3087839,2 
8479696,99 
2908027,90 
2270068,31 
1670203,02 
790970,03 
032909,43 
406507,02 
294878,97 
120776,56 


Halbj&hrl. 
Tilgungs- 
sitinine 


Grh^se  der  O'etilgten 
Schuld  am  Ende  des 
Halbjahres  oder  Anfang 
des  folgenden  . 


1 


102000 
104010 

1001203 
108243,22 
119609,20 
131947^88 
146081,1^ 
160843,73 
104060,00 
167341,81 
170688,65 
174102,42 
120776,55 


100000 
202000 
306040 
41216018 
620404>01 
1091972»10 
1729341,09 
2429730^98 
3203029,97 
3307090,57 
3634432,38 
^121,03 
3879223,46 
4000000  ' 
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Die  Richtlfirkeit  dieser  Angaben  weist  8icb  leieliC  nach.  «So 
,iit  die  IIB  5teo  Uaibjafare  zu  zahlende  Samine: 

I^s  5«.0,02  4  n  =  3687839,2.0,02  4 108243»22 

ss;717ö6,78  4 108243,22  =  180000..  .  . 

Nach  den  in  Ne.  10)  «md  No.  IS)*  anffesfalllefli  Tilgungspttnen 
wird  die  Anleihe  dareb  gleiche  ZalilungssiiniiBen  getilgt.  Diese 
mus9  nach  dem  in  Ne.l4){.d9L  aufgestelltmi  Geeetze  eintrelon» 
da  die  Tilgungssummeh  in  demeelbee  Maaeaetebe  wacbaen,  in 

(lein  die  Anleihe  verzinst  wird.   Die  letzte  8anime  maebt  bieTea 

eine  Ausnahme,  weil  sie  nur  die  Restecbuld  «ammt  Zinsen  angibt. 

Vergleicbt  man  die  Geaanimtsuninien»  welche  nach  beiden 
^iignUgepläneB  aar  Tllgeng  und  Verzinamg  ufgewendet  werden 
inileeeii,  so  lat  im  ersten  Falle  die  Summe  von  53d5282|48,  im 
sweiten  Falle  nur  5343192,08  erforderlicb»  und  es  lerweist  sieb» 
wie  in  rrSbern  F&IIeD,  die  letate  Tilguageweiee  um  S20Q0.4  wr- 
tbeilbafler.  Dieser  Vortbeil  wird  dorcl^  die  letzte  Zablapgeseniine 
iMdlttgt  vod  flillt  daher  in  doe  spätere  Zeit.  Bringt  roan^den 
Werth  dieses  Vertbeils  anf  die  Gegenwart  snrflek,  se  ist  der 
baare  Werth  blefttrt 

» 

F=^^;^==880«ft4.O,IW2a709=^2^ 

also  nicht  nuerheblicb.  Be!  Staats-Anleiben  reo  Tlel  btlbem  Be> 
trSgen  dürfte  weht  ein  solcher  Vortbeil  nicht  an  übersehen  sein. 


§.  42. 

Ermittelung  des  Kapitalwcrthes,  wenn  ein  bestittm- 
ter  Tilgungsplan  gegeben  ist 

In  den  lilshcrigen  Unter«ijchii rissen  wurde  das  zu  tilgende  Kapi- 
tal, die  Tilgungssurarae  und  der  Zinsluss,  als  bekannt  vorausge- 
setzt nnd  daraus  der  zugehörige  Tilgiuigisplau  ab<releitet.  Ist  aber 
das  zu  tilgende  Kapital  nicht  ^e^eben,  sondern  die  einzehien  Zali- 
lungsleistungen ,  Zinstus?*  und  Zeit,  so  stellt  sieb  die  Fraue  um- 
gekehrt und  man  hat  hieraus  das  Kapital  und  die  TiJguifi^ssuni- 
incn  zu  entwickeln.  Sie  ergeben  sich  aus  den  im  ersten  kapitel 
aulgestellten  Grundsätzen. 

Die  Fülle»  welche  sofort  eintreten  kGnneo^  sind  jedoch  efaip 
Ibeh.  Die  Jahreslelstnngen  stehen  nftmlleh  unter  einander  in 
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nem  Ziisaromeobange,  oder  sie  nehmen  nach  bestimmtem  Gesetze 
zn  oder  ab,  oder  bleibeu  «ich  gleich,  nie  die^  ami  31 — 41. 
liervorgeht* 

BeiteicfaDet  man  nun  lm#  ersten  Falle  die  JkibresleTntvngeit  wie 
blnlijar  dareh  ^X^«  X^,  £jt^. so  bat  man  zur  Beatimmnng  des 
sn  tilgenden  Kapital«  bei  dem  Zineftnia  |»: 

lat'der  Werth  für  K  gefunden,  so  ergeben  sieb  ans  ]So.2)  S.3L 
dieWertlie  Ar  Ai,  Ag^,  A^».,„Am  durah  einfache U»etellmi||»  nad 
man  erbSit  dann: 

^4= -  iS:. 0,0^7  4- . 0,0/) , 

.  ^4  «=     -  Ä .  ü,ü/?  +     .  0,0/?  +     .  0,0/?  +     .  O.Ojp , 

An^Ln— Ä.O,0|p  +     .0,0p  +  A^.  0,0;»  + ....  An-\Mfip. 

Diese  Anflusungsniethode  bestiiyrnt  die  Werthe  der  A  socees- 
slve»  Indem  jede  folgende  Tilgungssurome  erst  gefunden  werd^ 
kann,  wenn  «die  Yorhergebenden  iielcanttt  sind»  und  iat  zurucklas' 
fand«  Sie  fiibrt,  wie  man  siebt»  au  dem  geiranacbten  2iele. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten,  wenn  die  Verzinsunf?  halb- 
jährlich und  die  Til^uns;  jährlich,  oder  wenn  beides  halbjährlich 
geschieht,  No.  3)  und  ISo,  4)  §.31.,  was  leicht  durcbzulühren  ist. 
Aus  der  in  r^o.  'i)  eo^ehenen  zurücklaufenden  Auflusongsweise 
iSsst  sich  eine  directo  ableiten,  wenn  man  did Werthe  der  fröhern 
A  iu  die  spätem  CiUeder  einführt  und  ordnet  piedurcfa  erhält  man: 

9         Ja = ^ — Ä  •  0,0/1 + X, .  0,0p  —  K .  0,0/^ .  0,0/> 
^I«-|-A.O»0/i~/C.l»Op.U»P/i»  ' 

4is=I«4-Xi  .0,qp+Xa.Ü,0;;+i.i  .0,0;/  .0%  -  Ä.Q^j?~Ä.O,qp.O^ 

»Xa  +  La .  0,0!p  +  X| .  1,0/? .  0,0p  -    1,0p .  O^Cjp  -  j:.  1^.0.0!^.  0,0pr 
und  hieraus  durch  Vereinignng  der  avrei  letalen. Glieder: 
4  .  \^I^^h^.^jil^^l»i.\l^.iSS^'-KASif^.Q»]^ 
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dlir  pviHitcken  ArH/uneiUL  4Syi 

Ferner  erhUft  man,  nenn  die  Glieder  nach  den  ^teiieu^abieu 
geordnet  werden : 

-A:.o,(ip. 

Noll  ist: 

-  A:.0,0/?  .ü,ü/?  (I  +  1,Ü/?  +  lJdp^)'-^K,QJdp 

= -  Ä .  O.Ü/>.  •  O,0!p  -  K.OSip  =  ÄT.  1,0!p»  •  0,0p , 

daher  entsteht:  ^ 

5)    A^z=:L^  + 1^ .  Ofip  +  Lj.  l,Of>  .0,0p •  lfip*.0,Op 

—  AM,0/>3. 0,0/7. 

Fütirt  n^ao  den  Calcnl  auf  diese  Weise  lort^  so  ergibt  Mch  |b| 
geodes  Gesetz: 

il,  =     +  JLn-i .  0,0/?  +  L»^2 .  l,Qp .  OMp  +  I'.-s  •  1.0p2 . 0,0;? , . . 

wornacb  die  \\ertht»  der  A  direct  aus  den  X  gciunden  werde» 
kunneu,  wem»  A  nach  No.  1)  be^^tioinit  ist. 

Benutzt  man  diese  Darstell un«!^en,  so  lassen  sich  hieraus  noch 
H^eitere  Foli^erungen  ziehen:  da  nämlich: 

K^Ai  4<^s  *f*  ^8  **** 

Ist«  den«  «SiMitliehe  TUgungssuMseii  hommeii  dem  4«f5elielieneii 
Kapitale  gleieb«  ee  hat  nnn  aue  Ne.  2)-6): 

K=zAi=Li—K.O,()p 

A^==.     +  Xi  .0,0/;  —  AM  ,0/;  .0,0p 
A^szLg-^Jj^MJiip  -f  Li.l,0p,0,0p-'E.  \,0p^.0,0p 
4e»i^«4  A«O.I^  4  X«.  ],(I^JO»/Vi  4  i^i 

TkeU  X:XXVI.  33 


49S  OätUnger:   WHUf9  AmfüAruni 

Ordnet  man  diese  DarsteUaog  gleicblalU  nach  den  Stellenzablen 
der  L,  so  erhält  man: 

8)        ir=X, +Li.O,0/>(l  +  l,0;i  +  l,Op«+....l/^?l^ 

Xi  +  X».  0,<^p  (1  + 1,0^  + 1,0^^  + . . . .  1, 

X4  +  X4.0,0/>(l  +  l,0/>  +  l,V+  ....1,0p«-*) 


X».^  -I-  X»-«.0»Qp(l  H-  l>Ctp) 

X,_i  +X„-.i.O,0;>  +  Xn 

— Ä.o^Op.a +i.Ofi+ J,qpa  + ....  i,C!p»-i). 

Sämmtliche  ReHien  kmn  sieh  te  folgtender  Weise  behendelii: 

«>  Xr  +  Xr.O.Cip(l+l,0/>  +  J,0/>*  +  ....l/^p»-'-0 

1  On«— —  1 
=Xr  f  Xr .  0,0/?  '  ^^j^       =  Xr .  1,0;!-'. 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  geht  die  Darstellung  No.  8)  b 
folgende  über : 

oder 

10)  K . i,(y =Xi . i,o/?»-i +x». i,o/?"-2+.,..Xii-i.  1,0/^+ 1», 

«ad  biefMs; 

1,0p    l,0p«  +  1,0/f»  +  —  1,0p»' 

Die  in  rSn  ]())  und  Na  11)  erhaltenen  deichuniren  sind  ein 
dritter  Beweis  für  die  iu  §.  '6.  und  J.  0.  auigestellten  Lebreätsc. 

Dm  Gesagte  iSeet  «icla  lelebt  auf  faalbjSlirliclie  VersiMOhg 
vnd  jibriielie  Tilgung,  «o  vHe  aef  halljilrKclie  Vertiaenug  «mi 
Tilgeng  anwenden  und  gilt  auch  tou  diesen. 

}.  43. 

Brinitteinng  des  KapItalweTtlieSy  wenn  die  Snnmep 
des  Tilgungsplanes  nm  gleleliTiel  so*  eder  ahnelittea 

und  nenn  sie  gleich  sind. 

NetaMn  die  Zabimgsleistwgen  des  TMgimgepliaes  vm  eise 
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Summe  D  su  oder  ab «.00  diM  X|=X»  L^^L'^D, 
Lt^L^^Df.,,.  Lm^L-t{U'—l)D,  so  ergibt  elcb  tut  Eraiitte* 
lang  des  Kapitalwerthes  K  bei  dem  Zlnafiies  p>  der  Tilgunge- 
teit  u  und  bei  jährlicher  Venleaung  und  Tilgung  nach  N0.I)  $.42.: 

wenn  mau  Toreret  das  positive  Zeichen  berOckelchttgt  Dieee 
Daratelluttg  aeriegt  eich  in  folgende  awei  Reihen: 

Zmrlegt  man  die  awaite  Reihe  nach  den  Versahlen  voa  i>  in  be- 
sondere Reihen,  so  aerfHUt  sie  In  folgende»  flir  sieh  eummtrhare: 

D    .    D       D  D 

+ 1  + 


1.0^» ^  J,()!P*^  J,0|>»  ^  ""  1,0p» 

1,0^»+  1.0p«  +  1,0p-' 


-1— i^2g-» 

• 

0.(<p 

1.0p- 

-»-1,0p-« 

l/)p- 

■(n-2)_l,0p-« 

0,0p 

1.0^- 

Hier  ist  das  letzte  Glied  zugefügt,  um  die  Reihen  zu  vervoll- 
ständigen.   Aua  dieser  Daratelluiig  erhalt  man  nun: 

-       VI.Op  ^  l,Cip»  ^  l,Op»  +  "  •  TJ^J  OfipAfii^ 

^0,0p'     0,0p  Ö,0p.l,0pii' 

und  hieraus  durch  Einführung  in  No.  2),  nachdem  die  erste  Reihe 
«elbet  aammirt  ist, 

o.i^  +(SC^ — OiQp.nV 
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•dar 

M«faiii«D  die  Zablvngsleistnngeo  ab,  ao  iat  bieraua: 

Werden  dia  ZftMaogefi  halbjährlich  gemacht,  so  bleib«»  die 
vorstehenden  Entvr9cklongen  in  Kraft  und  erstrecken  aidi  auf  ^ 
Halbjahre.  Die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  dann  in  foU 
gende  über: 

O)        *  _  (J.  +  0,Opj    ■  -  0,0/,, .  1 ,0/.,*i  • 


2/1 


Ist  JT  gefuodcn,  ao  aotwiekeln  aich  dann  die  beafigliebea  TU- 
gungsarnnmen  A^^  i^,....  Am  ueb  Na. 3)  oder  Mow  7)  (.42., 
wenn  die  erforderlicben  Warthe  eingeflabrt  werden. 

Sind  aber  die  falligen  8animen  einander  gleich,  so  bestimnit 
sich  das  zu  tilgende  Kapital  bei  jährlicher  und  halbjährlicher  Ver- 
zinsung und  Tilgung  wie  bekannt  durch: 

m  '         jr-y  ' - '/»P- 

8)  ' 

Die  Tilgnogssummen  ergeben  sich  ans  Na.  2)  $.  4^.  auf  fol- 
gende Wei^e: 

= Ir^  JT.  0,0p  +  Ai .  0,0p  +   e .  0,0p  +  ^3 . 0.0p 
=i4i  +  Ji  .0,ü/?  +  A^ .  l,ü/y  .ü,Ü/j  +     .  I,0p2.0,0p 

=4»+4-0,(J!p(1 +i,<)!p+i^:=  Ji+ .  ~ö,Qp  =^»-*»^'' 

n.  a.  w.  Die  Fotteetiang  dieser  SebUene  ftbrtacf Iblp^Jü  OewU: 

10)  A$^A, .  Ijdp'-y 

Ai  aber  teafhttmt  aieb  Areet  aaeb  ^  aef  Mgeode  Weiie: 
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der  fiolUiseh^n  ArilkmtUk. 

I  1  {Yn-n 

U)  4«  ^ 


folglich  asch  in  Rfieksicbt  auf  No.  10)  : 

12)  Ar  =  IJ^^r^l' 

Diese  Gteielrangeti  geffen  anch  Ar  IbalbJShrllek«  V|^fal«Miiig  wd 

Tilgung,  wenn  man  Halbjahre  statt  Jaftr^  aetat* 

Hieraus  rechtfertigt  sich  folgender  Satz: 

13)  Wird  eiae  Aaleib«  dnrcb  gleiche  Siiniii«n  (ZIds 
und  Tllgmigaaninme  eiabegriffeii)  zDrOckgeaablt,  ao 
wacbaen  dte  Tllgaagasammea  aaeb  4ea  €^«a«taen  elaer 
geemetrlacbea  Progreaaioa,  derea  Ezpoaaat  mit  dem 
Veraiaaaaga-Maaaaatab  saaaiaaieBfSUt  Die  Tilgaaga- 
enaiRia  dea  eratea  Jahraa  kava  «laa  direct  aaa  Na.  II) 
beatiiamea  aad  de»  TMgaagaplaa  aaa  awei  Elemaa- 
tea  ableitea. 

Dieser  Satz  ist  die  Kehrseite  des  in  §.9IKiNo.  14)  aurgestelltea. 

§.  44. 

AaweadangeB.. 

1)  Eine  Anleihe  wird  in  40  Jahren  bei  5  Procent  so 
getilgt,  dass  im  ersten  Jahre  600000  und  in  jedem  fol- 
genden 10000  vvenis^er  ^e/ahlt  werden.  Welches  ist  der 
Werth  dieser  Anleihe^  Welches  ist  der  bezügliche 
Til£;un!^8  plant 

Hier  kommen  die  in  43.  aufj^eiiHHlt  iion  Gleichungen  zur  An- 
%vendunj;.  Au;^  No.  5)  ermitU^ft  sich  die  Grüsse  der  Anleihe:  »Setzt 
maa  deft  Z^::=UIUUOO,  X>=iÜüü0»  p=5,  n:=40,  so  erhält  man: 

2)  i:=(oooooo— pg-)  ^smm  . 

=  («00000-200000)  17,lM0604-f  8000000.0,1490467 

=68636:i4,54  + 1136365,45  =  7999999,99  =  8000000. 

Die  TilguugsaoHimen  erhält  oiaa  aoa  No.  2)  §•  42. : 

8)         At  ^Li^K.Ofip  e00000<-8000000.0.05 

=  600000—400000=200000, 

J^=:L^-K.(kOp  \  A, . 0,0;? r=  500000  ^8000000.0,06+200000.0,05 
s600000^  400000 +  10000  »200000    a.  w. 
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Man  bemerkt,  dass  der  Satz  No.  3)  J.32.  eintritt,  wornach  die 
Summe,  um  welche  die  jährlichen  Zahlungen  abnehmen,  dem 
Zinsbetrage  von  der  TilguDgsfiuuirae  des  ersten  Jahres  gleicli- 
komnit,  denn  es  ist: 

4)  i>  =  200000.0,05  =  10000. 

Die  Tilgung  der  Scheid  wird  daher  durch  gleiche  Summen  be- 
wirkt nnd  der  Tilgnogsplan  läset  eich  nun  leicht  feststellen. 

5)  Elne^nleihe  wird  bei  5  Procent  durcti  die  jtbr» 
liebe  Summe  von  432194,^  in  30  Jahren  getilgt.  Wie 
gross  Ist  die  Anleihe)  Welches  ist  der  besägllcbe. 
Tilgungsplan? 

Der  Werth  der  Anleihe  bestimmt  sich  nach  No.  8)  §.  43.  und  ist: 

ir=432194,a3.^-^JJ^=432194.23.19.3^ 

lg432194.2  =3  5,^789 
lg  15^4251  =1,1867431 
6,8224220 

6)  ^  N.63224220  =  6643884. 

Die  Grusse  der  Tilgungäsumme  des  ersten  Jahres  ist  nach  INo.  ]1){.43: 

^     432194,23  _  432194,23  _ 

7)  — 4.3219423 

Die  Richtigkeit  dieees  Werths  erweist  sich  au«  No.  2)  {.  42.  Hie^ 
nach  Ist: 

Ai  rr  X|^j:.0.0|ir=4321H^-6643884.0,06 
=  432194,23  —  332194,2  =  100000. 
Da  nun  nach  No.  13)  §.43   die  Tilgungssummen  dieser  An- 
leihe nach  dem  Gesetze  einer  geometrischen.  Progression  stei- 
gen, so  ist: 

8)  100000.  l^-^ 

Man  kann  nun  hieraus  den  hexligtichen  Tiigung^lan  leicht 
nach  den  Glelchnngen  d4s  §.  39.  feststellen.  So  ist  z.  B.  die  Zah- 
lungsleistung des  filnften  Jahres: 

= Ä4.o,ü5 + /ift = s^.o,m + 100000.1,05*, 


«4= jr  -  ^ .  «  6643884- 100000 . 5,52563125 


0,05 

=s  6643884 562663,125  6091321,875, 

'  also 

=  6091321,8.0,05  +  127Ö2Ö,1  =  3Ü45Ü6,09  + 127628.1  432194,2, 
wie  diess  sein  muss. 
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Misceiien. 


• 


Ton   dein  Herauageber. 

Grösse  <!es  den  Grundflächen  einer  ab eestumpften 
Pyramide  parallelen  Schnitts,  welcher  die  Pyramide 
nach  einem  .gegebenen  Verhältnisse  in  zwei  TheiJe 
theilt. 

Die  kleinere  und  grossere  Grundfläche  der  abgestoropften  Pyra* 
mide  seien  respective  /  und.  die  Hube  der  Pyramide  sei  h; 
das  Verhältniss,  nach  welchem  die  Pyramide  zu  theilen  ist,  sei 
niNi  die  Fläche  des  zu  bestimmenden  Schnittes  sei  Cr. 

Btxeiebnen  wir  die  Entfehinng  der  GrondflSche  /  von  der 
Sipltse  der  gsnien  Pyramide  darch  Xy  so  ist  bekanntlicli : 

also: 

pie  Höhe  der  abgestmupften  Pjtanlde  »it  den  (jlrandflielien  / 
und  Cr  sei     so  ist  ganz  eben  so: 

also: 

folglicb  naeb  dem  Vorbergelienden: 

Der  Inhalt  der  gegebenen  abgestumpften  Pjrrafnide  mit  den  Gmad* 
flächen  f  ond  F  und  der  HObe  Ist: 

der  Inhalt  der  abaesturopften  Pyramide  mit  den  Grundflächen  / 

und  6r  und  der  Hübe  u  ist: 

also  Ist  naeb  den  Bedingungen  der  Aufgabe : 

nnd  folgtieb,  wenn,  man  den  obigen  Avsdniek  rnn  «  elnfllbrt: 


504  MUceUmu 

(VC?  -  Vf)  y  +  VfG  +  G) :  (VF-  V/)  (A+  V^/*'+ 
=  ( V -  +  /•) :  (VF-  v^/)  (F+  VJy  +  n 

ftl0o,  freno  man  die  Multiplicationeo  in  den  beiden  ersten  Glie- 
der» dieser  Proportion  snsGihrt:  ^ 

GVG'-^fVfiFVF^fVf^nxn^N, 

nFvF+  NfVf 
woraus  leicht  GVG^  ^    k —  erlialten  wird,  oder  . 

m 

leli  tbeile  diese  Fonnei,  die  walusclieinneb  Iftogst  bekannt  ist; 
aber  doeb  in  der  ibr  bier  gegebenen  Form'  wenigstens  nicht  so 
allgemein  bekannt  su  sein  scbeint^  als  sie  verdient,  in  gans  an- 
spmdisloser  Weise  zn  b&ofigerer  Benutzung  bei  dem  stereoroe- 
trischen  Elementar -Unterrichte  mit  Es  ist  ja  mit  eine  Aufgabe 
des  Archivs,  auch  nur  weniger  Bekanntes  hn  Interesse  des  Ele- 
mentar-Unterrichts  Ton  Neuem  in  EHnnerüng  zu  brincren. 

Will  man  die  I3:ei]:f*hcne  abc^estnmpffe  P%T;imif!e  durch  iiireu 
iTnindllacli en  parallele  I^heneii  in  n  gleii'hc  Tlieilo  (heilen,  und  be- 
zeichnet die  Flächen  der  Theilunirsebencn  oder  I  heiluni^ssehintte 
'durch        O^,  Gj, ....  G„-^;  so  niuss  matt »i deren ßestUamung 
in  der  obigen  Formei  nach  der  Keilie 

n.  s.  w» 

U=Z31  —  1 ,    iV  =  1 

setzen,  nnd  erhält  auf  diese  Weise: 


Ich  bemerke  hier  gelegentlich,  da««,  wcaig«teas  dem  Wesentlit^m 
■seb,  Begriff;  BeneDnangr  and  Bwochonag  d«e  „Obeliekea"  «ieii  «ehon 
in  der  ..Medcrcti  und  höheren  Stereometrie  u.;yr,,  beson- 
ders für  Forstmann  (^r,  Bankünstlcr  und  Techniker  bearbei- 
tet von  Wilhelm  liusafeld,  Herzog!.  Säch^.  Mein.  Forst- 
kontnlsaav,  Lebrer  sn  dev  Ferataksdemle  and  Seirretair 
der  Forttsocietät  zn  Dreyviigaekeh  Leipzig,  Idlt.  4^,  $.54. 
S.i>5.  a.s.w«"  flodsn.  Q. 
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Literarii^her  Bericht 

CXLI. 


A  u  z  e  i  g  e. 

Die  Unterzeichneten  sind  in  dem  Besitz  einiger  Exemplare 
▼on  Abel,  A.,  Oeuvres  compietes  avec  de  notes  et  dtf- 
veloppements  redigees  par  B.  Hoimboe.  2  tomes.  Ohrig* 
tiaiua.  LS39.   4.    die  sie  zu  10  Tblr.  Pr.  Conr.  ablassen. 

Beriio,  December  IbiK). 

»S.  ralvary  &  Comp. 
Mittel- Strasse  öl. 


fi«  frird  gewiM  J«der,  det  noch  oicbt  im  Bcslts  d«r  W«tiw 
des  gro886D  norwegtocbea  Mathematikers  Ut»  dia  Ihm  hier  gehe» 
tene  Gelegeohei^  dteeelben  eich  am  einem  mfieeigee  Prelee  so  v«r- 
ecjiaifeo,  enbeontat  laesen.  Gr  an  er  t. 


Unterriehtswesen. 

Gütigst  mitgetheilt  worden  ist  uns  das:  ^ 

AdreeebDch  der  Groeeherioglich  Badieehen 
Pelyteehniechen  Scheie  in  Karferuhe.  Studien- 
Jahr  18a0-tfl. 

an  welches  wir,  für  die  Mittherlnnu;  verbindlichst  dankend,  absicht- 
lich einige  Betrachtungen  knüfklHii,  wenn  auch  solche  Adie.sjs- 
bücher  jetzt  uiclits  üngeu oimlithts  sind,  und  von  den  meisten 
grösseren  Lehranstalten  in  Dcutschlaod,  nauienttich  auch  .voo  aJiea 
Universitäten*  ausgegeben  werden. 

  # 

Die  polytechoieche  Schote  lo  Karlsrahe  a&hlt  in  dem  oben 
genanaten  Stodienjahre  B40  Schfller*  unter  denen  eich  484»  also 

Thl.XXXVJ.  Hfl.  l.  l 
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weit  über  ilie  HäUte,  .Nichtliadener  betindcii ,  iiariilich  128  Nicht 
badeiier  mehr  aU  liadener.  ^ehen  wir  von  l>eut«>chlaiul  ab,  8n 
befinden  sich  unter  diesen  Nichtbadenern  145  aus  Amerika,  Bra- 
silien, den  Donaufürstenthiiniern,  England,  Franicreieb,  Holland, 
Java,  Italien,  Norwegen,  Polen,  Russland,  der  Schweiz,  Ungarn. 
Liegt  in  diesen  Zahlen  nicht  der  klarste  Beweis  für  die  nicht  mehr 
abzufveisende  Nothwendigkeit  solcher  Lehranstalten  lür  unsere 
Zeit?  und  muss  nicht  DeutscIiUad  der  Badi^chen  Regierung  den 
wärmsten  Dank  zollen,  dass  sie  eine,  eines  solchen  Rufes  bis  weit 
über  den  Ocean  hinaus  sich  erfreuende  Lehranstalt  dieser  Art  er- 
richtet bat  und  unablässig  ihrer  V'ollkonmieuheit  näher  zu  fuhren  und 
immer  noch  groaaartiger,  als  «eben  jetzt,  ansaustatteo  bemöbt  ist! 

Die  grösste  Anzahl  der  Nichtbuiiener  überhaupt  bilden  die 
Preussen,  näiulicb  103,  lolglicb  wahrlich  einen  sehr  grossen  brueh- 
tbeil  d«i-  Ausländer  überhaupt;  weil 

103X4,7  =  484.1 

I8t>  weit  mehr  als  ein  V  iertheil.  Liegt  hierin  nicht  eine  lebbaite 
Auftorderuni;  ftir  das  engere  Vaterland  des  Unterzeichneten,  mit 
der  Errichtung  einer  ähnlichen  Lehranstalt  nicht  länger  zu  zügernt 
IVluss  der  Vaterlandsfreund  nicht  den  Städten  Cöln  und  Aachen 
sich  zu  dem  lebhaftesten  Danke  yerpflichtet  fühlen,  dass  diesel- 
ben schon  längere  Zeit  wegen  der  Errichtung  einer  polytechnischen 
Schule  petitioniren?  Mrichte  es  wahr  sein,  dass,  wie  wenigstens 
die  Zeitongen  berichten,  die  Errichtung  In  Aachen  beschlossen 
sein  soll!  Aluge  man  dann  nur  aber  auch  die  Mittel  nicht  sparen! 

Zu  besonderem  Danke  uiirden  wir  uns  verpflichtet  föhlei», 
wenn  andere  grössere  polytechnische  Lehranstalten,  wie  z.H. 
das  polytechnische  Institut  in  Wien,  welches  wir  aus  eigener 
An.scbauung  kennen,  und  andere,  unsere  schon  im  l^iterar.  Ber. 
Nr.  CXXXIX.  S.  2.  ausi^esprochenc  Bitte  uni  ähnliche  iMittb  ei  lan- 
gen, wie  die  obige,  eriüilen  wollten.  .  -  Granert 


Arithmetik. 

Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  108U00  und  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenfenund 
Cotangenten  aller  Winkel  des  Qudrantcn  von  10  zu  10 
Secunden,  nebst  einer  Interpo  I  ationsta  I  el  zurBerech* 
nung  der  Proportionaltheile  von  Dr.  Ludwig  Schrön, 
Directur  der  Sternwarte  und  Professor  zu  Jena.  Ste- 


L-iym^üd  by  GoOgl 


I 


/MerariscAer  berichi  LÄLl.  S 

reo  ty p  -  A  usgabti.  ßraun^schweig.  F.  Vieweg  und  Sohn. 
1860.    gr.  8.  . 

Zu  der  Herausgabe  der  vorliegenden  Tafeln  bewogen«  ^  nacb 
der  Vorrede,  —  Ferscbtedeiie  Rückcicliten.  Sie  »olleq  nfimlipb: 

1)  die  i^ciii iltlichei)  HülisrecUnungen  bei  der  Inlerpolatioo  ent. 
bebriich  machen; 

2)  dabei  eine  grossere  Genauigkeit  gevräbren,  ais  andere  Ta- 
feln von  ähnlichem  Uiiiiange; 

^  zugleleh  einen  veracbiedeneii  Gebraucb  nacb  Gewohnheit 
und  Bedfirfnias  zulassen; 

4)  auch  för  Rechnungen  mit  aecbaatelligen  Lo^arithme»  eiq 
bequemeres'  und  schSrferes  Hölfsmittel  darbieten  afiK  dies  die  ge- 
wohnlichen sechsstelligen  Logarithmen  irermögen ; 

5)  riiirch  ihre  Ausstattung  dem  Auge  angenehm  und  vv(»hl« 
thuend  sich  erweisen  und 

6)  durch  die  vier  verschiedenen  Auagaben  einfachere  'däWtakj^ 
mit  geringereiu  Aufwände  befriedigen. 

Der  Kundige  erkennt  auf  den  ersten  Blick,  wie  sehr  doreh 

die  Erfüllung  der  vorhergehenden  Bedingungen  allen  den  Anforde- 
rungen genfigt  und  entsprochen  wird,  weiche  üian  in  jetziger  Zeit 
an  Lomiritliuientaielu  zu  stellen  gewohnt  ist.  Welche  Einrichtun- 
gen der  einsichtsvolle  Uerr  Herausgeber  aber  getroffen  hat  ,  um 
allen  diesen  Erfordernissen  /.u  genügen,  kann  natürlicb  au  diesem 
Orte  nicht  ausführlich  (iargeüiaü,  und  muss  in  dem  Werke  selbst 
weiter  nachgesehen  werden.  Fragt  mau  uns  aber  nach  unserem 
Urtheil,  oh  den  in  (iede  stehenden  Aniorderungeu  in  diesen  Ta* 
fein  auch  wirklich  entsprochen  i%orden  sei,  so  beantworten  wir 
diese  Frage  mit  Ja!  und  fugert  hinzu,  dass  diese  Einrichtungen 
keineswegs  m  Weitläufigkeiten  führen,  sonileiu  niis  überall  im 
iranzen  einfach  und  zueckmhssig  erschienen  sind,  wobei  ausserdem 
noch  hervorgehoben  werden  mag,  dass  die  Interpolationstalel  INr.  III. 
diese/)  Tafeln  vorzugsweise  eigeotbümlich  ist. 

Was  nun  die  fiussere  Ausstattung  betrfift^  so  fibertreffeti  nacb 
nnlterer  Meinung  in  Bezug  auf  Papier,  Druck  und  Zweckmiissfg- 
keit  jdes  Formats  die^e  Tafeln  die  meisten  bisher  fn  Deutschland 
emcbienenen  Tafeln»  sn  ver^iensUkb  rnteh  viel«  dflts«lbMi  na* 
iQantlkb  die  in  allen  BeziehnngeQ  treffliehen  Arbeiteii  reo  Br#* 
miker  — sind,  wie  wir  bei  misereo  friiberea  Anseigen  «oleberlW 
fein  Qbecall,  wo  es  uns  das  Verdienet  m  ferdar»  schfen»  gebflhraMl 
vnA  mX  wfiraistar  AaerkeiuNing  henro»sahebeD  ms  bemflbet  haben. 
Gsf z  besonders  dem  Auge  wohltfaflend  efsobeioen  vna  in  diesen 
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neuen  Tafeln  die  .ins.Nerst  schön  und  scharf  (resuhnittcuen  Ziffern, 
welche  sicfi  in  ilirer  Form  am  meisten  den  Ziffprn  in  den  berühmten 
und  höchst  .seltiinen,  eben  deshail»  viel  gesuchten,  .mf  jjanz  unver- 
wiisflichon»  Pii |>ier  i;edrucUtcn  Tables  o  t' Logai  ithnis.  By  Wil- 
liam (iardincr.  London.  1742.  4^.,  die  wir  l)ci  dieser  Anzeiire 
7Air  Vergleichun;^  vor  uns  liesjen  haben  ,  nahern  dürften,  üeber  • 
haupt  können  «ich  diese  neuen  Tatein  liicksicbtlich  ihrer  äusseren 
Ausstattuitg  den  besten  Productionen  der  englischen  luül  franzüsi- 
«chen  Presse  dieser  Art  nicht  bloss  unbedingt  an  die  ^eite  stellen, 
sondern  übertreffen  dieselben  selbst  noch  in  vielen  Beziehungen» 
00  da80  die  Officin  der  Herren  F.  Vieweg  und  8ohn  jedenfalls 
Air  dieses  dem  deutj^chen  Vaterlande,  dem  Auslande  gegenüber, 
so  viel  Ehre  machende  typographische  Werk  den  wärmsten  Dank 
jedes  Vaterlandsfreundes  verdient. 

Der  Preis  von  ^1  Thaler  22  Vs  Groschen  für  eio  solches  Werk 
ist  so  ausserordentlich  niedrig  gestellt,  dass  es  uns  in  der  Tbat 
unbegreiflich  ist,  wie  daffir  die  Herstellung  möglich  gewesen  sein 
kann,  uameotlich  gegenflber  den  hohen  Preisen  der  englischen 
und  rranaüsiscben  Tafeln  von  gleichem  Umfange.  Ausserdem 
kann  auch  Tafel  L,  Tafel  I,  und  U.,  Tafel  HI.  separat  zu  dem 
Preise  von  beziehungsweise  20  Groschen,  1  Thaler  7Va  Gro- 
schen, 15  Groschen  bezogen  werden,  was.  auch  eine  Oberaus 
aweckmissige,  mit  besonderem  Danke  aufzunehmende  Einrich- 
tung ist. 

Endlich  sind  diese  Tafeln  auch  auf  meergtünem  Papier  ge- 
druckt i^anz  zu  den  nändichen  Preisen  zu  erhalten.  Da  wir  ein 
solcbe.s  Exemplar  nicht  zu  sehen  Gelegenheit  gehabt  haben,  so 
kennen  wir  ein  Urtheil  darüber  nicht  abgeben,  zweifeln  aber  nicht 
an  der  Zweckmässi£>;keit  eines  solchen  Papiers  namentlich  ffir 
schwache  Augen«  Sollte  sich  uns  Gelegenheit  darbieten,  ein  sol- 
sbes  Exemplar  zu  Gesicht  zu  bekommen,  so  werden  wir  nicht 
•nterlassen,  darüber  nachträglich  zu  berichten,  da  uns  selbst  viel 
daran  liegt,  diesen  schönen  Tafeln  möglichst  allgemeinen  Ein- 
gang zu  verschaffen.  Die  ziemlich  theuren  englischen  Tafeln  von 
Shortrede  sind  auch  auf  solches  meergrüne  Papier  gedruckt, 
ans  aber  bis  jetzt  auch  nicht  aus  eigener  Ansicht  genauer  be- 
kannt geworden. 

Herausgeber  und  Verleger  haben  hier  alten  billigen  Wünschen 
in  ausgezeichneter  Weise  entsprooheo,  und  ein  Werk  geliefert, 
welches  der  deutschen  mathematischen  Literatur  wahrhaft  Ehre 
macht;  möge  dasselbe  daher  die  Anerkennung,  welche  es  so  sehr 
verdient,  in  vollstem  Maasse  finden,  und  sich  recht  bald  nament- 
lich auch  den  Weg  in  die  Lehranstalten  bahnen.    Tragen  die  vor- 
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steheiideu  Warte  dazu  Einiges  bei,  80  haben  sie  ihren  Zweclc 
eriiillt.  Wir  haheu  IVeilii;!!  jetzt  sihon  eine  ziemlich  jjrosse  An- 
zahl sehr  schöner  Logaritlmien  -  Tatein :  indess  ^ind  die  eigen* 
tbüntlichen  Vorzöge  der  vorliegenden  wohl  geeignet,  denselben  eine 
glüclciiche  Zukunft  zu  veretprecben. 


* 

G  e  0  III  e  t  r  i  e. 

■ 

Das  Prismatoid.  Eine  Erweiterung  der  elementa- 
ren Stereometrie  ?on  Theodor  Wittetein^  Professor 
an  der  V,  Geoeralstabs-Akad^mie  n.  s.  vr.  in  Hannover. 
Hannover.   Hah».   1860.  4. 

Durch  die  Eirdührung  des  Pri8niatoids,  einer  viele  andere 
unter  sich  fassenden  neuen  Kürperform ,  hat  Herr  i^rofes^or 
Wittstein  sich  jedenfalls  ein  Verdienst  um  die  Stereometrie, 
namentlich  auch  um  den  Unterriebt  in  derselben  erworben,  wel- 
chen von  Niemand  lehhafter  als  von  dem  Unterzeichneten  er- 
kannt werden  Icann.  «fedenfalls  wurdea  wir  uns  bemühen,  auch 
durch  Vermittelung  des  Archivs  diesen  neuen  Kwrper  in  die  WiS' 
senschaft  einzuführen,  und  schon  hier  die  Leser  näher  niit  dem- 
selben bekannt  zu  machen,  wenn  wir  nicht  so  glücklich  wären, 
einen  von  Herrn  Professor  Bretschneider  in  Gotha  uns  gütigst 
niitget heilten  Aufsatz  über  diesen  Körper  in  dem  vorliegenden  Hefte 
(S.  18.)  zur  Kenntiiiss  unserer  Leser  bringen  tu  kunnen,  welcher, 
hei  eigentbömlicher  Behandlung  des  Gegenstandes,  allen  vorher  von 
uns  nfiher  bezeichneten  Zwecken  vollständig  entspricht.  Dabei 
bemerken  wir  aber  ausdrOckllch,  dass  die  obige  Schrift  an  sich 
keineswegs '  unbeachtet  geiassen  werden  darf,  wäre  es  auch  nur 
wegen  der  interessanten  Behandlung  einer  ziemlich  grossen  An- 
zahl anderer,  auch  krunimflächiger  Körper  mittelst  des  Prismatoids. 
^ir  wflnscheo  sehr,  dass  dieser  neue  Körper  recht  bald  die  all- 
gemeinste Aufnahme  in  die  Lehrbflcher  der  Stereometrie  finden 
Aioge. 

Abhandlung  über  die  verschiedenen  Projections- 
arten  im  Allgemeinen  und  die  axonometrischen  und^ 
parall  el  perspectivischen  im  Besondern  von  Professor 
G.  Delabar,  Conrector  der  Kantonsschule  in  St  Gallen. 
IMit  4  Kignrentafeln.  St.  Gallen.  Scheitler  und  Zolli- 
kofer.   1860.  4. 

Der  Herr  Verfasseer  hat  in  dieser  namentlich  von  Lehrern 
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an  Kealtjcbuleti  und  ähnlichen  Lehranstalten  zu  beachtenden  Schrift, 
nach  einer  Chai  iLt»  i  isii  um?  der  vetciichiedehen  Prujectionsarteii 
im  Allgemeinen,  eine  aue^tuhrtlrhe  un«!  eingehende  Theorie  der 
Parallelper8(iectire  «(eliefert,  find  liat  Kjch  dabei  weder  einer  rein 
geometrischen,  noch  rein  anuiyüschen,  sondern  im  vorliegenden 
Falle  ganz  zweckmiissiiir  einer  (remii»ehten,  algebraisch -geometri- 
schen iVlethode  bedient.  Er  erläutert  zneriat  wieder  die  ParuHel« 
perspective  Im  Allgemeinen  in  Verbindung  mit  «len  allsjeraeiiien 
wissensciiaiilichen  Grundlage«  der  zu  euh\  ii  k^dnih  n  ferneren 
Theorie,  und  theilt  diese  letztere  dann  in  2wet  llauptabschiutte, 
namiich : 

A.  Di«  orthographisch  axoooiaetrlschen  und  parftHelperspecit« 
vwchen  Projectionen  im  Allgemeineo; 

B.  Di»  IcHaograpbiscbe  Parnlleiperspective. 

lo  A.  werden  abgesonderl  betrachtet: 

er)  DIo  ortbographiech  anieometriaehe  Projection. 

iß)  Die  ortlio!;ra{»hisch  nionodiiuetrische  Projection. 
Y)  Die  orthographisch  iaoiuetriscbe  Projectioo. 

Für  diee«  drei  Projectionaarten  werden  sowohl  die  allgeroei- 
neo  Gruodlageii  sehr  deiitlieh  entwIeliEelt  osd  dann  wkd  ferner  die 
Aufgabe  noch  mehr  au  vereinfaeben  ood  dem  GeUle  der  darstelle»' 
deo  Geometrie  noch  mehr  ansapaasen  Tefsncbt,  wobei  hervorsohelMii 
ist.  das«  die  VerMiidun«;,  iu  welche  die  Theorie  der  Projectieflea 
mit  der  deacriptivea  Geometrie  in  dieser  Schrift  gebracht  wiid, 
M  den  besosdereii  EigesthÜmliehkeiten  derselbeB  gehört 

fjiiter  tt.  fiodeh  wir  wieder: 

a)  Die  ItMnoi^rap bisch  anisometrisciie  Projectionsart. 
ß)  Die  kiinographitich  monodinietrische  Projection^art. 
f)  Die  i^Knographi8ch  isometrische  Projectionsart. 

Der  letzte  Abschnitt  C  hat  die  Eriirterung  der  Frage  zum 
Gegenstande,  ob  es  nicht  noch  einen  ein&eharen  Weg  als  die  in 
Vorhergehenden  betrachteten  axonometrischen  Projectiousarteo 
zur  Lösung  der  Aufgabe  der  Parallelperspective  giebt 

*  I/Vir  bedauern,  dass  die  Beschränktheit  de»  Raums  uns  ge* 
bietet^  uns  mit  dieser  Angabe  des  Hauptinhalts  der  yorliegenden, 
jedeofa^ls  recht  sehr  beachtenswerthen  SchHrt  la  begoigea.  Dis 
Eatwickelniig  iat  eine  TSUig  methodische  vod  die  Sclirift  hat  ve- 
atgstens  uns  aaeh  dadurch  beaondera  angesprochen,  dass  sie 
iflMMdl  die  HaafAgMiehlsponkle,  aaf  die  es  ankommt«  deatficb 
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und  bestinttt  |Mrv«rh»kt,  so  dass  man  niebl  Id  üefiabr  kommt« 
den  Fudoa  an  TariierMi»  wie  A\m  bei  einer  weniger  methodischen 
■Behandlung,  wie  man  sie  in  anderen  Schriften  von  Ähnlicher  Ten- 
deoz  nicht  selten  ajntrifftt  bei  diesen  Dingen  nur  an  leicht  raug- 
Itcb  ist 

Wir  eraplehieii   also  diese  Schrift  den  Ijefii«Mri  an  allen  de^  ■ 
Lehranstalten,  wo  die  Schöler  in  den  %'erii(  liiedcnen  IVIefhoden 
der  graphische»  Djirstelluri«^  körperlicher  (leLicnst.inde  auf  einer 
Ebene  unterrichtet  und  geübt  nrerdea,  nochuiatö  recht  sehr  zur 
Beachtung. 

Die  Stereotomie  (Lehre  vom  KurperNchn  itte)  ent* 
haltend:  Die  An  wefi  d  u  n  ijo  n  der  darstellenden  (»eome- 
trie  auf  die  S  ch  a  1 1  e  n  I  eh  r  e ,  inearpers  pective,  Gno- 
iiionik,  den  8  t  e  i  n  s  c  h  n  i  1 1  und  die  U  ol  z  v  e  r  hi  n  d  u  ngen, 
mit  einem  Atlas  von  74  i  aleln  in  gr.  Folio,  von  Leroy, 
Professor  an  der  j)  oly  tee  hn  is  c  h  e  n  Schule  in  Paris  etc. 
üehersetzt  von  Kauffniau  u  ,  Pro  1  essor  am  (lym  nasiuni 
in  Stuttgart.  Neue  Ausgabe,  unter  der  Presse.  In 
t>  Lieferungen,   ä  2*2Va  ^gr-    Ad.  Becher  in  Stuttgart. 

Dieaes  Werk,  von  welehem  In  neneafer  Zeit  eine  swelte  Ana* 
gäbe  eraeiiletten  lat,  wurde  von  dem  Verlaaaer  auagearbeitet  nie 
eine  praktläcbe  Fortaetanng  aetoer  daratellenden  Oeemetrie.  Ween 
die  Anwendungen  dieaer  Wiaaenachaft  auf  die  Schetlenlebre  und 
Linearperspektive  fttr  höhere  technlache  Schnlanatalten  beim  Un* 
terrlcht  im  teehniachen  uad  Linearaeiehnen  Toriugaweiae  Werth 
haben,  so  eignet  aich  dagegen  die  Lehre  vem  Stelnaehnitt  ond 
von  den  Uolaverbindnngen  mehr  für  diejenigen,  welchen  im  Bau* 
oder  1iig6oienrfaeli  die  praktiaclpe  Aimfibrun^^  soleher  Cenatrnetie- 
nen  obliegt.  B»  lat  in  ^er  That  allgeaMiii  anerkannt  und  dmeh 
die  Erfahrung  bestätigt,  daaa  auf  die  tlworetiacben  Lebren,  wie 
nie  in  einem  Cur^oa  fliwr  deecriptive  Creemetrie  gegeben  wefden, 
nleht  letelit  eine  vortheHhaftere  und  mehr  nvtabringande  Anwen- 
dung folgen  kann,  ala  die  Conatmlrtienen  der  Sehatlenhriive  «nd 
LhtearperspektiTO.  Olilge«  Werk  enthiH  in  eraterer  Bealehtwig 
als  Beiapleie  mehrere  ItotntionaklH^er  In  Form  von  Vaaen,  einea 
joniacben  Sftnlenfnaa,  ein  dorischee  Capital  und  vetnchiedeno 
Srhraniien.  Die  perapeittiviacben  Zeicbnongen  umfaaaen  die  Kreia- 
Projektionen,  an  welche  sieb  wichtige  Lebren  der  neueren  Geo- 
metrie anknflpfen  laaaen,  Zeichnungen  von  Gewölben,  Säulengän- 
gen ;  hierenf  folgt  dte  melw  der  Theorie  angehurige  perspektivische 
Zeichnung  dea  WoUts  (tore);  den  Besoblnaa  dieser  Ahtheihing 
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machen  vermbiedene  Aufnabmeii  von  GegemtiadM»  bei  welcben 
diß  Schlagscbatteo  atigegebeD  sind:  Vasen,  Siulen  und  jSftvIoi* 
gSnge. 

Eifi^'f»  grossen  lieichthuni  von  !>eispielefi  zur  Lehre  vont  Stein- 
scbiiitt  t  die  8tereotomie  von  Leroy  dar,  wio  sie  vvoiil  nicht 

leicht  ein  ;ibnli<  lies  Werk  von  jjleicheni  ünifans;  enthalfen  dürfte. 
Man  findet  darin  eine  Anzahl  von  Darstelluiif^en  schräger  Ein« 
und  Durchgange  bei  cylindrischen,  kuf»elförniii;en,  Tonnen- Gewiii- 
ben, den  iVfarseiller  Bugen,  elliptische,  ellipsoidische  Tonnen-, 
Kreuz-  und  Klosfergewölbe,  Kugel-,  und  l'ronipen- Gevriilbe; 
kreisfurmige  Treppen,  Spindeltreppen,  Treppen  mitj  Schrauben* 
gewülbe.  Bei  den  Uolzverbindungen  »ind  viele  Con^truktioneii 
von  Dacbstöhlen  und  hölzernen  Treppen  gegeben. 

Wenn  wir  die  Äufinerkj^ainkeit  von  Lehrerr»  und  Schülern  an 
polytechnischen  Instituten,  von  Architekten,  Ingenieuren  auf  dieses« 
gediegene  Werk  lenken,  so  gcj^chieht  dit*sji  hau^>tsnchlich  darum, 
vreil  dasselbe  .sich  noch  keineswegs  derjenigen  Verbreitung  in 
Deutschland  erfreut,  welche  es  verdient,  und  weil  uns  kein  zwei- 
tes deut^rhpj>  Werk  bekannt  ist,  vv(rlche?<  wir  als  einen  Ersatz 
dafür  anführen  konuten,  und  da.^  bei  gleichem  Ümtang  und  Preis 
denselben  Gehalt  und  praktischen  Werth  hätte.       Dr.  Buklen. 


A  s  I  r  0  n  0  in  1  e. 

Greese  Sonnennnsternies  vom  18.  Juli  1860.  (Bl*  «• 
^     Literar.  Her.  Nr.  CXL.  S.  4.). 

Die  kaiserlich  -  russische  Akademie  der  VVissensch?»rten  in  Pe- 
tersburg, stets  bemüht,  die  exacten  Wis'sensrli alten  nach  allen 
möglichen  Seiten  und  Richtungen  hin  zu  fördern,  hatte  zur  Beob- 
achtung der  grossen  Sonnfinsterniss  vom  18.  Juli  )8ö0  eine  Ex- 
pedition nach  Spanien  gesandt,  und  konnte  diese  Mr.^sion  in 
keine  besseren  Hände  legen,  als  in  die  der  beiden  trefflichen 
Astronomen  der  Pulkowa'er  Haupt -Sternwarte,  der  Herren  Otto 
Struve  und  Dr.  Win  necke.  Der  von  dem  £rsteren  der  kai- 
«eriiehen  Akademie  erstattete 

„Bericht  über  die  Beobachtung  der  totalen  SoO* 
nenfins  terniss  vom  6.(18.)  Juli,  von  Otto  Struve.** 

wenn  derselbe  aueb  für  jetxt  nur  als  ein  vorläufiger  au  betracbtes 
ist,  ist  dessungeachtet  so  interessant  und  nach  unserer  Üeber- 
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MVf^dng  m  wickl%,  das«  er  in  cUeMB  iilmriselMii  EUricbtoii  «w* 
Abrlieber  beitproebisn  za  werden  verdient. 

Herr  Otto  Struve  hatte  mit  dem  Director  der  Stemnrarle 
in  Greeowich,  Herrn  Airy,  die  Uebereiokunit  getroffen,  die  Fi«- 
sternias  gemeinsciiaftlich  so  beobachten,  und  tSuscht  (»icli  ^^ewiM 
nicht,  v^enn  er  der  Meinung  ist»  dass  dieses  Uebereinkomroeo, 
wesentlicb  dazu  beigetragen  hat,  dae  Interesse  für  diese  Beob- 
achtung za  beleben  und  die  i\littcl  zur  erlolgreicben  Lösung  der 
Aufgabe       vermehren.    Auf  Airy's  Antrag  ^teilte  demzufolge  . 
di6  brittische  Admiralität  mit  grusster  Liberalität  einen  derschun- 
gten  nnd  grOsston  Dampfer,  den  Hinialaya,  zur  Disposition  der 
SonnenÜDaterniss- Expedition  und  autorisirte  Herrn  Airy,  so  vielen 
Astronomen  nnd  Liebhabern  der  Astronomie»  als  das  Schitf  l)equem 
beherbergen  kOnnte,  Plätze  auf  demselben  anzuweisen.   Der  7.  Juli 
war  zum  Absani>  des  Himalaya  angesetzt  und  Abends  zuvor  hat- 
ten sich  alle  Theitnehmer  mit  ihren  Instramenten  in  Plymouth  ein- 
zufinden.  80  bald  die  Anker  gelichtet  und  Ruhe  auf  dem  Scfaiflip 
ehigetreten  war,  wurde  unter  A  iry's  Vorsitz  in  aller  Form  Astrono- 
misches Conseil  gehalten.  Der  Namensaufruf  ergab  U  Be#lnicfc» 
ter  «n  Bord-  Unter  den  Engländern  befanden  sieh  die  allgemein 
bekannten  nnd  hocbgeacbteteo  Namen:  Airy,  Lassei,  De  ia 
Rne,  Grant,  Capt  Jaeob  0,  s.  w.    Von  Anständern  wareq 
an  Bord:  die  beiden  trefflichen  russischen  Astronomen  O*  Struve 
und  Dr.  Win  necke  mit  dem  in  Pulkowa  sich  ausbildenden  por- 
toglesiscben  Astronomen  Oom  and  Professor  Dr.  LIndeloef  ans 
Uelsiagfors;  ferner  die  trefflichen  schwedischen  und  norwegischen 
Astronomen:  LIndfaagen  aue  S^kholm,  MOlier  ans  Lund  nnd 
Fearnley  ans  ChHstiania.  Nach  dem  in  diesem  astronomischen 
Gonsell  entworfenen  Plane  thellte  sich  die  anf  dem  Himalaya  be* 
findüohe  Gesellschaft  in  swei  fiauptnecdenen,  von  denen  die  eine 
In  Bilbao,  die  andero  in  Santander  zu  landen  hatte.  Die  Palk<^ 
waer  Astronomen  gehörten  der  ersten  Section  an.  Am  0.  Jnll  frilh ' 
Morgens  kam  da«»  Schiff  nach  einer  angenehmen  Fahrt  anf  der 
Rhede  von  Portngalete,  dem  Hafenorte  von  Bilbao,  an,  wo  der  ifi- 
malaya  nur  anf  wenige  Stunden  Anker  warf,  um  noch  an  demasl» 
beo  Tage  die,  andere  Section  nach  Santander  zn  fdhron.  Indem  ein 
kleineres  Damjrfboot  die  erste  Section  rasch  nach  Bilbao  brachte. 
IVesentlich*  unterstOtzt  ward  die  Expedition  in  Ihren  Arbelten 
durch  den  Ingenienr  Herrn  V  i  g  n  o  I  e  s ;  durch  Herrn  Don  C  i  p  r  I  a  n  o 
Montesino,  einen  Neffen  Espartero's,  gegenwärtig  einen  der 
Hauptunternehmer  der  Eisenbahnen  in  Spanien;  ferner  durch  den 
deutschen, Ingenieur  Herrn  C.  Weiler^  ehemaligen  Schtlier  der 
polytechnischen  Schule  in  Carisruhe  nnd  daher  mit  tflchtigen 
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K«boUiImqb  in  Matbeniatifc  aad  Geodiaie  «osgertalet;  ud  dwd 
mehrere  Andere,  eo  deee  in  dieeer  fieiieheeg  eichte  m  »fie- 
scben  fihrig  blieb.  Ifareo  Standpunkt  'wfthlte  die  roeeiecbe  Eipe- 
dltlett  bei  Pebee«  einem  armseligen,  nur  ana  wenigen  ÜSaaeni 
beetebenden  DOrfeben  swlaeben  den  Städten  Ordunna  nnd  Miianda, 
da«  aber  dnrch  »eine  Lage  aebr  gflaattge  Beduigungen  ftr  die 
Beobaehtnngeß  darbot  ^ 

Der  Morgeii  des  18.  Juli  brach  unter  sehr  ungünstigen  Ä.U- 
spicien  an;  aber  uro  Mittag  kiärte  sich  der  Himmel  auf  und 
gea  2  Uhr  uurde  die  erste  äussere  Berülirung  «Icr  Häiider  der 
beiden  HimnK  Ukörper  mit  .f^rösster  Schärfe  tieohaclitt  t.  Von  da 
au  blieb  es  utiunterbrocheu  klar  bi>;  mm  Ende  der  \  erünsteruiig 
iiberhau])t;  knuni  aber  war  das  Austreten  des  Mondes  aus  der 
SoniiensciM  ibe  beobachtet,  so  bezoij  sich  der  Himmel  wieder  mit 
Wolken,  und  am  Abende  war  es  so  duTikel,  dass  kein  Stern  ge- 
sehen werden  konnte,  üanz  ahnliche  meteorolojjigche  Vorgänge 
bat  Herr  Ü.  Struve  nierkwürdi^^eru eise  auch  1842  in  Lipezk  und 
1851  in  Loraza  beobachtet.  Der  Erfolg  war  ein  ia  allea  Beaiebiui'' 
geo  übecan«  gioatiger  und  «ufriedeoatelleoiUr. 

Dan  Detail  der  Beobachtungen  behflit  Herr  O.  Strnve  aelttcm 
apiteren  ausföhrticben  Berichte  vor,  und  atellt  hier  nur  die  fpt. 
sentiichsten  Resultate,  so  vseSi  sie  sicTi  ans  den  gegenwärtig  nnr 
unvollständig  vorliegenden  Beobachtungen  ziehen  fassen,  zusammen. 

Ea  ist  bekannt,  dass  die  bei  Weitem  von  den  meisten  AjMro- 
nmnen  getfa eilte  Analebt,  dass  die  w&brend  totaler  Sonneufinster« 
nlsse  beobachteten  rothen  Vorspränge  integrlrende  Th^e  dv 
Pbotoepbäfo  der  Sonne  sind»  ihren  kräftigsten  Stfllapanlrt  in  Berro 
0»Struve*s  1861  in  Lomaa  angeeteilten  Messungen  hat 
Iraaiitllch  bat  alcb  hiergegen  eine  andere'  Anaicbt  eiaige  Geltusg 
S9  iPeraclMfen  gesucht,  die  wir  in  unseren  beiden  frgheren  Be» 
Höhten  (Literar.  Ber.  Nr.  CXXXIX,  nnd  CXL.)  biareicbend  be- 
spreche« and  als  von  den  gewichtigsten  Ai^toritäteo  jetat 
allgemein  verirerfen  nachgwnrieaen  haben.  IBiesu  kommt  nun 
jelat  noch  die  neae  sehr  viel  wiegende  Anloritü  In  den  von  HsRn 
Ot»  StruTo  an«  seinen  Beeba^toageii  geaogenea  Resnltatea» 
weMhei  dieser  treffliche  Astronom  sich  auf  folgende  Art  ansspfficht« 

K  s  lag;  uns  besonders  daran,  liliei  diesen  Pufikt*) 
vollkommene  dewlsslieit  zu  erlangen,  und  ich  freue 
mich,  der  Akademie  meiden  zu  künnea,  dass  die  von 

*)  l>u<is  natnitcli  die  i'nt(iiberan/eu  lediglich  der  Sonne  nagelioreu 
und  integrirende  Thcile  ihrer  Hhotuaphär«  sind. 
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mir  vertretene  Ansieht  dnrcli  die  jetzt  angestellten 
•Beobttebtuogen  Ober  alleZweifel  erhoben  ist,  und  von 
jetst  an 

dasteht*' 

So  iväi  p  rletiii  auch  (Itncfi  diesen  aus^e/.eu  lim'ten  Beobachter 
iin<i  Irertlichen  Astronomen,  der  sschoii  IVwlirr  ei  Mcil  ährilrchen 
Beobaclitn  iif^en  ««ich  mit  dem  grössten  l^iter  und  schönsten  trlblg 
gewidmet  hat,  die  obige  Afjsicht  zu  völliger  (jewisshoit  erhoben 
und  damit  die  völlige  Nichtigkeit  jeder  anderen  nachgeivieseii. 
Einerseits  namiich,  —  sagt  Herr  0.i>truve,  —  habenMJr.  W  i  n - 
necke's  Beobachtungen  die  stetige  Abnaiime  in  der  Höhe  der 
Protuberanzen  auf  der  Ostseite  des  iVlondes  und  die  nieinigen 
ihr  Anwachsen  auf  der  Westseite  dargethan,  andererseits  haben 
Airy's  Beobachtungen  nachgewiesen»  dass  die  VorsprOnge, 
welche  sich  in  den  um  90^  von  der  Richtung  der  Mondbewegung 
abstehenden  Punkten  des  Mondrandes  besonders  glänzend  zeig» 
ten,  bei  unveränderter  Hohe  solchen  W'inicelveränderungen  in  Be* 
zug  auf  das  Mondcentrani  unterworfen  waren*  wie  sie  sich 
erzeugen  mussten,  wenn  dieselben  der  Sonne  angehör- 
ten. Diese  Beobachtungen  haben  ferner  eine  gläniende  oder  viel- 
mehr augenscheinliche  Bestätigung  erhalten  durch  zwei  Photogra- 
phieen,  die  Herrn  De  la  Rne  am  Anfang  und  Ende  der  totalen 
Verfinsterung  so  nehmen  gelungen  ist.  Da  diese  interessanten 
Pbotographieen  sehr  bald  durch  den  Druck  vervielfältigt  werden 
sollen,  so  wird  dadurch  jeder  Astroaom  In  den  Ötand  gesetzt 
werden,  sieb  vea  der  Richtigkeit  der  gewonnenen  -Resultste  selbst 
WBL  iibersengen. 

Auch  die  heeondefs  von  rugeinebeo  Atftroneniett  veilmtene 
Aaskb^  dass  ein  inaiger  Znoannaeahaag  awisdieii  den  PrelulMh 
ranaen  ond  den  8ennenlleekeo  besteht»  hat  dnrch  diese  Sonaea- 
fiasteralss  weseotlieb  an  Consistena  gewonnen»  wie  dies  Herr 
-Struv«  in  seinem  Berichte  fflr  Jeden,  der  Aagen  bat  aa  aebaa 
und  Ohren  um  an  bOrea^  ia  der  deatllebsten  und  «aaeliaaiiehateB 
Weise  derlegt 

her  die  Natur  der  Corona  wird  hoffentlich  aus  der  Verei- 
TiiiiiiMi:  und  Wrjjleichunii  (h  r  auf  den  verschiedenen  Stationen 
aogestellt^^ii  lleobachtungen  mehr  Licht  verbreitet  werden.  Bis 
jetzt  scheint  Herrn  O.  Struve  das  Rtne  festzustehen,  dass 
dieselbe  uesentlicli  durch  terrestrische  Urdiugungen,  speciell 
durch  den  Zustand  unserer  Atmosphäre  nioditicirt  wird»  wehd^om 
Himmelskörper  auch  die  Corona  angehören  mag. 
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l)es  VVeiterefi  wegen  uniö^en  wir  auf  den  höchst  interessan- 
ten Bericht  seihst  verweisen,  indem  wir  Herrn  Otto  Struve 
f'Sr  denselben  im  Manien  der  W  issenschaft  unseren  wärmsten  Dank 
abstatten. 

Es  gehören  also  ein  fSr  alle  Mal  die  ProtnberaD- 
aen  unbedingt  der  Sonne  an,  und  die  vollige  Nichtigkeit 
der  in  allen  ihren  Theilen  an  sich  sehon  tfberaae  schwachen  so- 
genannten optischen  Theorie  ist  auch  dnrch  diese  Beobaehtangen 
eines  der  ansgeseichqetsten  Astronomen  mit  völliger  £videns  nach- 
gewiesen. Dens  auch  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten der  grOaste  Dank  gebtihrt,  dass  sie  su  diesen  trefflicheD  Beoh^ 
achtongen  die  nfichste  und  anmittelbarste  Veranlassung  gegeben 
hat»  versteht  sich  von  seihst.  Grunert 

* 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost  Majest&t  auf  Öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Directer 
der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  neunter  Band.  Jahr* 
gang  1869.   Wien  1860.  8. 

Der  achte  Band  der  dritteti  Folge  dieser  Annalen,  deren  so  sehr 
regelmässiges  Erscheinen  zugleich  ein  sehr  rühmliches  Zeugniss 
von  dem  regelmässigen  und  ununterbrochenen,  planniässig  geord- 
neten  Fortgange  der  Arbeiten  auf  der  Wiener  Sternwarte  liefert, 
nie  wir  schon  öfters  hervorzuheben  nns  ertaubt  haben,  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  CXXVIll.  S.  3.  \on  uns  angezeigt  worden.  Der 
vorliegende  neunte  H.md  der  dritten  Folge  enthalt  zuerst  die  Bcoh- 
achtongen  am  Meridiankreise  an.«^  t!en  Jahren  1857  und  1858, 
angestellt  von  Herrn  Alld.  Diese  ßeohachtun;;en  Gelen  noch  in 
eine  Periode  von  Versuchen,  feu  welchen  die  In  den  beiden  voi^ 
hergehenden  Jahrgängen  hej»prochene  Einrichtung  lichter  Linien 
im  dunklen  Felde  veranlasste,  und  bedurften  hauptsächlich  des- 
halb einer  umständlicheren  Erläuterung  der  Veränderongen,  welcbe 
nach  und  nach  in  den  Correctionen  der  Instromente  nSthig  wur- 
den. Diese  J&rlfiuterungen  sind  in  der  Einleitung  vollständig  uod 
In  lehrreicher  Weise  gegeben.  Hieran  schiiessen  sjch  die  Plane-' 
ten-  und  Cometen- Beobachtungen  am  Refractor  in  den  Jahren 
lN6d  bis  1850  (Juli),  angestellt  von  Herrn  Dr.  Hornstein.  Un- 
ter den  Cometen  spielt  natOrlich  der  Donatt'sche  Coniet  (1858.  V.) 
eine  besondere  Rolle,  und  wir  machen  die  Leser  hauptsächlich 
\uifinerksamaurdie  interessanten  Bemerkungen  über  die  physische 
Beschaffenheit  dieses  WelfkCrpers  S.  177— S.  182.  Nun  folgen 
die  ZonenheebachtuDgen  am  Mittagsrohre,  welche  wie  fräher 
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Herrn  Oeltz^n  anTertmat  wareir.  Sehloss  naehe»«  »eilst 

efnigen  Reducüofwtafeln,  die  Metatiroloffleeliett  Beebeeh- 
Inn  gen  Tom  Jahre  1858. 

Gans  beeoodec«  erfreulich  \aX  es  ima  geweaen,  dass  die  über* 
41116  verdiewüicfae  Publication  der  älteren  meteorologischen  Beob- 
achtungen, auf  weiche  wir  schon  im  Literar.  Ber.  ^r.  CXXVIIl. 
S.  4.  als  ein  beeooders  wji  htigea  Uoternebaien  uo«  hinzoweieen' 
erlaubt  haben,  nun  wirklich  begonnen  hat,  indem  mit  dem  vor^ 
atebeoden  Bande  der  Annalcn  zugleich  der  erste  Band  diesrr 
ilteree  aieteorologiscbeo  Beobachtsogeii  unter  folgeDdem  Titel 
ausgegebea  vrorden  lat: 

Meteorologische  Beobachtungen  uii  tj  k.k,  Stern- 
warte i  ij  \V  i  e n  von  i 77;3  b i  s  1855.  Auf  ö  f  i  e  n  1 1  i ch  e  Kosten 
heraua»gegol)en  von  Carl  von  Littrow,  Director,  und 
Carl  Hornstein»  Adjuoct  der  Sternwarte.  Erster  Band. 
1775-1796. 

Wie  wichtig  diese  Verwfientliehnng  Slterer  meteorologiacber 
Reobachtongen,  welche  d^n  langen  Zeitraum  von  81  Jahren  um- 
fassen, ist,  und  wie  dankbar  dafiSr  die  l^iasenecbaft  dea  Herren 
Herauagebern  eein  moae,  braueben  wir  nicht  weitttnfiger  aua  ein* 
ander  su  aetsen,  and  mOaaen,  der  Beacbränictheit  dea  Räume  we- 
gen» auch  rudiaicbtlich  aller  Punkte»  welche  in  Betreff  dieaer 
Beobacbtungea  eine  beaeiidere  Erörterung  bedürfen  mOehten,  anf 
die  anafilhrlicbe,  ▼ieifiich  intereaaante  und  lehrreiche  Einleitung 
xa  deneetben  verweisen. 


Physik. 

Variationen  der  Deciination  der  iVlagnetnadel,  be* 
obachtet  in  Krakau.  Von  Dr.  Max  Weisse«  Direetor 
der  k«  k.  Sternwarte  in  Krakau.  Wien.  1859.  4* 

Diese  sehr  verdtenstlichen,  mit  dem  grOssten  Fleisse  und,  so 
weit  es  irgend  di«»  Verhältnisse  gestatteten,  ohne  Unterbrechung 
angestellten,  in  der  vorliegeutlen  Schrift  mit  Lri  i.s.'^er  Vollständig- 
keit und  Umsicht  mitgetlieilten  Heohachtniii;eii  der  Variationen 
der  Deciination  der  IMagnetnadt  I  unirasx  ii  den  langen  Zeitraum 
von  1839 — 1856,  und  lassen  die  lieh.irrlichkeit,  mit  weicher  dabei 
verfahren  \;  Ofden  ist.  Ud) liaft  bewinsderii.  Auf  6.  3 — 8.7.  ist  eine 
kurze  Ces<  hiciite  der  üeobachtungen  in  Verbindung  mit  mehreren 
selir  verdieustiichen  aiJgemeioen  Zosamroensteliungen  gegeben. 
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Uiet»e  allgeaieineri  Zusaninienstellungen  betrefferi  eine  Öeber8icht 
der  Schwankungen  der  Declination  in  verschieflenen  Munafcn,  wie 
sie  die  Beobachtungen  im  Mittel  ergeben;  terner  die  mittleren 
Krakauer  Zp'rten,  zu  welchen  das  Maximum  und  Älininium  dir 
Declinatidfi  in  den  verKchiedenen  Monaten  eintrat;  die  jahrliche 
Abnahme  der  üeclination :  die  Constanten  zur  Ernnttehin^  der 
absoluten  Declination:  <leii  merkwfirdijjen  (iang  der  Declination 
in  den  IVIonatpn  October,  November,  December  1843,  1844,  1845: 
Beof>a(  htiinG:en  der  Dediiiarion  während  der  Zeit  des  Nordlichts 
am  6.  Februar  1840;  einige  Beobachtuncren  der  IncHnation  u.  <  tv, 
Möi^e  der  verdi«^nstvnlle  Herr  Verfasser  in  seinem  rübudichen 
Eifer  fnr  alle  derarliir*»  f^''d)acbturi^eii ,  liir  welche  die  Wissen« 
schalt  nur  daokbar  sein  kann,  nicht  ermüden! 


VermLschte  Sciiriften« 

Die  Königliche  Societät  der  Wissenschalten  in  Upsala*), 
gestiftet  im  Jahre  1720,  hat  sich  bekanntlich  durch  die  Heraus- 
gabe ihrer  „Acta*'  und  „Nova  Acta",  welche  eine  grosjse 
Anzahl  der  wichtigsten  Untersuthungeti  enthalten,  die  höchsten 
wissen«»chartlicben   Verdienste  erworben,  und  erwirbt  «ich  die- 


•)  Stlnvrtlin  Itesiut,  aus-^rr  einer  nicht  gerin<j«*n  An/iihl  anderer 
hTM-list  .icti tlmrer  wisuerisrhaftlii  her  Vprtiinc,  heliannilirh  /.wt-i  <irt»!i»o, 
lirellberulinuc  i^-elehrte  (it'seilscliaiten :  dii-  Küniglii  hc  Akademie  rler 
Wisspnschuften  in  S  t  o  c  k Ii  o  I  ni ,  und  die  Körrig'lichr  S  (i  c  ie  t  ä t  tler  \^  i«- 
•enHcliaften  in  llj>sfil(i,  wobei,  wum  weni/j^Hicns  in  UcuUrhIand  nicht 
allgemein  liekunni  xii  Mein  oder  wenigsten««  niciit  ininier  gehörig  hcHch- 
tet  zu  werden  »eheint,  die  Kamen  Akademie  (Kon gl.  Velenekaps- 
AkActei|iien)  und  Si»eietit  oder  Getellechaft  (Kon gl.  Veten« kap«- 
flMte^^t^o)  woh[  Ten  eiaunder  an  anter«cheiden  und  alt  avUielie 
Beaennnagen  dieser  heben  gelehrten  Korpemehafien  mu  betrachCen  «lad. 
Der  Hemntgeber  hat  e«  für  aogemeseea  gehalten,  die«  hier  einmal  au 
bemerken,  nnd  hat  dain  «elb«t  eine  geirlsse  Terpflicbtnng  and  Berecb- 
tigang,  weil  e«  ihm  vergennt  iit,  e«  «leb  al«  eine  gana  besondere  Ehre 
niireehnen  sa  dürfen,  —  vielleicht  in  Felge  einer  Uelierschätznn^  Reiner 
geringen  wisacnschnftlichen  Verdienste,  —  sowohl  der  Krmi«;Ii(  hcn  Aka- 
demie der  WisnenRchaften  in  Stockholm,  nU  iinch  der  Kfiniglichen  So- 
cietät der  WiHxcnNchaften  in  Upaaln  als  Mitglied  anzugehören;  un<1  wel- 
cher Matiieinntikcr  sollte  dies  nicht,  da  tu  Schweden  die  Mathenuitik 
eine  ko  ü;rnssr  An/nhl  ihrer  Mnrdrfrsfrn  nnd  trefTlichsten  Vertrofrr  zShll 
and  %on  jeher  j^ezählt  hat,  /n^Hfich  auch  als  «Ifijeniefne»  Bildiintjs- 
mittel  der  Jugeod  gans  anbedingt  und  anangefechten  eine  der  emlen 
Stellen  einnimmt!  • 
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«•Ibw  l»rtwibr«Bd.  Die  4ario  ettcWniRdMi  AvMftM  Miideii 
in  lateinltehat  oder  fraiiBSsJseber  Sprach«  iwMIßirft.  fi» 
CcrcOclit  utM  tm  gaos  beBood^rer  Frenda,  aiweigtii  s«  ktanflo, 
dM8  Bebau  dieeen  „Neve  Aeta**  die  Kfifdglicbe  jSociaiSt  vett 
dem  Jabre  1860  an  jetzt  noob  ein  aireitee  perlodiaisb  erecbei*  • 
oeodee  Werk  unter  dem  Titel  „Areskrift^*  heraaazegeben  ang^« 
fangen  ba^  in  welcbem  alle  Arbeiten  in  schwediaclier  Spraebe 
verfaast  aeln  werden»  jedenfiilla  ein  eebt  natlenaler  Gedanke,  den 
man  «eine  bOcbate  Achtung  zdten  muss.  Von  diesem  oenen^ 
Werke»  welcbes  gleicbfalla  fOr  iie  Wieseneebaft  sehr  wicbtig 
an  werden  verspricht»  liegt  nne  der  erete  Jahrgang  vor  vnter 
dem  Tolgendea  Titel: 

Arsiskrift  utgifven  af  Korigl.  V  c  teii  s  kaps  -  S  oci  e  t  e - 
teu  i  Upsala.  Första  Ärgangen.  Upisala.  C.  A.  Leftier. 
1860L  80 

Ausser  sechs  anderen  Abbandtangen  historischen  und  natur*  . 
bietorKschen  Inhalts  von  Hamm  ars trand,  Bonsciorff,  Lillje- 
borg,  Th.  M.  Friee  (ein  sehr  interessanter  Bericht  über  eine 
im  Jahre  1857  nnternnnimene  Reise  nach  Finnmarken)  und  eini- 
gen  literarischen  Anzeigen  von  Werken  aus  dem  Gebiete  der  Zeo> 
l<igie,  enthält  der  vorliegende  Jahrgang  auch  eine  «ebr  beaebtene> 
werthe  mathematlscbe  Abbandlang  noter  dem  Titel : 

Omarbetning  af  Duhameis  hevis  für  „Principe  des 
▼  itesses  virtuelles",  af  Akad.  Docenten  H.  Th.  üaug 
(Prisbelü n t  af  K.  Vet.-Societeten).    j).  149  —  p. '236. 

welche  wir  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  sehr  empfehlen, 
einmal  wegen  der  daria  gegebenen  neuen  Darstellnng  des  Ouha- 
mel'scben  Beweises  an  sich,  dann  aber,  und  zwar  ganz  vorzüglich*  . 
wegen  der  grossen  Anzahl  sehr  lehrreicher  Beispiele  für  die  An- 
wendung des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeitea  bei  der 
LOsung  mechanischer  Probleme.  Je  weniger  solche  Beiapiele  in 
den  Lehrbucbero  der  Mechanik  gewohnlich  vorkommen,  und  je 
wichtiger  dieselben  für  den  Lernenden  sind:  desto  verdienstlieber 
ist  jedenfalls  die  vorliegende  Abhandlung,  und  wir  würden  aus 
dem  angegebenen  Grunde  selbst  eine  Cebersetzung  in's  Deutsche 
oder  in*s  Franzosische  für  sehr  wünschenswerth  und  verdienstlich 
halten.  Jedenfalls  machen  wir  auf  selbige  beeondera  anfmerksam. 

Zvgleicb  liegt  une  ein  nener  Tbell  der  „Kova  Acta''  vor 
onter  dem  Titels 

iN^va  Acta  Hegiae  älocietatis  scieotiarurn  Upsa- 
liensis.  Seriei  tertiae  Vol.  IL  Fascicnlus  posterior* 
1858.   Upsaiiae.   C.  A.  L  et  Her.   1858.  40. 
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Seriei  tertiae  Vol.  II.  Fase,  prior  ist  von  uns  im  Li- 
ter ar.  Ber.  Nr.  CXX  \  II.  S.S.  angezeiiit  worden.  Der  vorlie- 
gende neue  Band  enth  ilt,  ausser  inebr(;reii  anderen  namentlich 
naturhistm  isfhtMi  Ahhandlmiizen  ,  nur  eine  in  den  Kreis  des  Ar- 
chiv'« gehöreode  Abhandlung;,  näniliub: 

Analyst«  aequatioRum  aliquot  fanetionaliam,  quae 
liartim  in  theoria  ellipticarum  partimque  dilogaritli- 
mlearum  magni  snot  oaus*  auetore  Car.  Job.  D:  San 
HUI.      391 --p.  405. 

welche  auch  separat  unter  dem  etwas  verfinderten  Titel: 

Analysis  ae q u a ti cmi  u  lu  aliquot  functionalium,  quae 
paitiin  in  theoria  eil  i  j)  i  i  caru  lu  partiroque  dilogarith- 
wicarum  magni  sunt  usus;  adjecta  est  varia  summatio 
seriei 

Auetore  Car.  Job.  ü:  Son  Hill.   Upsaliae.   1859.  4^ 
erschienen  ist 

Herr  Professor  HUI  bat  sieb  hekaontUcb  schon  durch  andere 
Untersuchungen  Über  die  Auflwsung  gewisser  aligemeiner  Functio- 
oengleichungen  sehr  verdient  gemacht,  und  beschäftigt  sich  ia 
dieser  Abhandlung,  wie  schon  deren  Titel  besagt,  vorzugsweise 
mit  solchen  Functionengleichungen,  welche  für  die  Theorie  der 
elliptischen  und  der  sogenannten  dilogarithmischen  (s.  weiter  un* 
teil)  Functionen  von  Wichtigkeit  sind.  So  sehr  beachten«« ertb 
uns  auch  diese  Abhandlung  erscheint,  so  künneu  wir  doch  aul 
eine  noch  nähere  Angabe  ihres  Inhalts  nicht  eingehen,  theils  der 
Beschrfinktheit  des  Raums  ilie^er  literarischen  Berichte  wegen, 
theils  aber  auch  deshalb,  weil  dazu  eine  ziemlich  grosse  Anzahl 
besonderer  Zeichen,  deren  sich  Herr  Protessor  Hill  bedient, 
nuthig  sein  würde,  die  uns  für  den  Druck  nicht  zu  Gebote  steheo. 
Beachtenswerlh  sind  aber  insbesondere  auch  die  nach  verscbie- 
denon  iMetboden  angestellten  Untersuchungen  über  die  iSoiDOie 
der  iieihe 

welche  als  eine  besondere  Constante  betrachtet  und  durch  \l  oder 
K\n  bezeichnet  wird,  INacb  verschiedeiieu  Methoden,  die  sich 
zum  Theil  an  Legendre  Exercices  anschliessen,  ergiebt  sich 
übereinstimmend : 
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In  VerlMMtliiriff  mit  diesen  Üntersuchnnijeii  stehen  auch  die,  ei 
nen  ähiiliclieii  Z\v<>ck|  wio  /.  ß.  die  bckaniiten  Arbeitei)  »ibcr  den  so- 
genannten Intcüral-I^oQarithraus  verfolijender)  Cntei siH'lmnjien  über 
verschiedene  ans  der  Integration  hervorejehende  transcendente 
Functionen,  durch  welche  Herr  Professor  Hill  sich  schon  früher 
vielfach  verdioiif  fremacht  hat;  dahin  gehört  namentlich  die  vm 
ihm  Lamnia  i^'  numte  und  mit  ylx  besMcbaete  FüttcftiiMli^  wotw* 
ter  die  durch  das  bestimmte  iutegrai 


gegebene  traiucffndeote  Faoction  sa  rerstelieR  ist,  vr eiche  er»Jn. 
Verbiadnog  mit  (l«o  dureb  die  beatimmten  lotegrale 


/'da: 


gegebenen  Functionen,  F^nctiones  elementarie  Dilogarith-, 
mieäe*)  genannt  bat*   Ffir  die  Function  Lamma  liegt  uns  eine 
von  demselben  ausgexelcbneten  IMatbematiker  berechnete,  eehr 
▼erdieostllche  Tafel  anter  dem  Titel: 

•  Tabula  fu  nctionis  Lamma  ejusq  ue  Deri  v  atae,  item* 
quo  Logaritbmi  naturalis  cum  differen tiis.  Lundae. 
1859.   4«  .  .  ' 

ver»  auf  die  iHr  noch  beeendera  avlmerkaam  macban« 

Sitsnngsberlehte  der  kOnigl*  Bayerischen  Akade* 
mie  der  Wiaaenacbaften  in  Mflnchen. 

Die  künigl.  bayerische  Akademie  der  Wissenscliafteii  in  Mün- 
chen hat  mit  dem  Jahre  1860  auch  die  Herausgahe  von  Sitzunus- 
berichten  über  ihre  Verhandlungen  begonnen,  was  uns  zu  ganz 
besonderer  Freude  gereirht,  und  wofür  wir  dieser  holien  gelehr- 
ten Körperschaft  im  iNamen  der  Wissenschaft  den  wärmsUi»  Dank 
sagen.  Wir  werden  uns  angelegen  sein  lassen,  aucli  vod  diesen 
Sitzungsberichten  federzeit  unmittolliar  nach  dem  Erscheinen  der- 
selben Anzeigen  in  unseren  literarischen  Berichten  zu  liefern, 
wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  wir  un.s  dabei  lediglich 
aut  den  in  den  llreia  des  Archivs  gehörenden  lahaU  bescbrän* 


*)  Speeiiiicii  (  xercitii  analjtiei  etc.    Part.  1«  L^»* 

diiii  Gothorun.    1630.   4^,  l. 


I 
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ken  mflssen,  wodurch  natfirlicb  die  Wiehtigkeit  de«  fibrigen  Inhalte 
nicht  im  Geringsten  von  nns  verkannt  wird;  der  ons  knapp  zoge- 
messene  Raum  und  der  Zweck  unserer  Zeitocbrift  legen  uns  aber 
von  selbst  eine  solche  Beschränkung  auf.  6« 

1860.  Heft  I.  Dieses  erste  Heft,  mit  welchem  die  Reibe 
der  Toriiegenden  Sitzungsberichte»  deoen  wir  eine  Dauer  bis  auf 
die  spätesten  Zeiten  aufrichtigst  wünschen»  beginnt^  enthält  zuerst 
awel  interessfuite  Abbandlongen  meteorologischen  Inhalts  yen 
flenm  G*  Kuhn»  , 

a)  Beitrag  zur  Kenntniss  des  Teroperaturganges 
zu  Jerusalem.   S.  1  —  S.  20. 

h)  Ueber  die  Vertbeilung  der  Gewitter.  S.20— S.36u 

Die  erste  Abhandlung  liefert  einen  sehr  dankenswerthen  Bei*_ 
trag  aar  Meteorologie  des  Orients^  wobei  die  bei  näherer  Unter- 
suchung zu  Vertrauen  berechtigenden  Temperatur- Beobachtungen 
zur  Grundlage  dienten,  welche  von  einem  deutschen  Lehrer.  Herrn 
Palmer,  in  den  Jahren  1847  bis  1855«in  Jerusalem  angestellt 
worden  sind;  diet^e  Beobachtungen  waren  von  dem  verstorbenen 
Gebeim-Ratbe  Schubert  bei  dem  Conservatorium  der  k.  Stern- 
warte deponirt,  und  von  Herrn  Conservator  L'amont  mit  bekannt 
ter  Bereitwilligkeit  und  dem  wärmsten  Interesse  ffir  die  Fort- 
schritte der  ihm  selbst  so  viel  verdankenden  meteorologischen 
Wissenschaft  zur  BenotzuDg  fiberlassen  worden.  Rficksicfatlicfa 
der  Resultate  dieser  mit  grossem  Fleisse  und  grosser  Umeicht 
angestellten  Untersuchung  mOssen  wir  auf  die  Abhandlung  selbet 
verweisen. 

Ganz  besonders  machen  wir  unsere  Leser  auf  die  zweite»  auch 
in  aliscmein  physikalischer  Rücksicht  wichtige  und  interessante 
Abhandlung  Ober  die  Vertbeilung  der  (Gewitter  aufmerksam.  Für 
21  Orte  hat  Herr  Kuhn  die  mittlere  Jabressumme  der  Gewitter, 
so  weit  die  vorliegenden  Beobachtungen  reichten ,  bestimmt,  und 
dann  die  Abweichungen  einzelner  Jahre  für  die  Jahre  1844—1860 
von  diesen  Mittelsablen  tobellarisch  zusammengestellt  Daran«  hat 
sieh  ergeben«  dass  nur  selten  die  Abweichungen  mehrerer  anf 
einander  folgender  Jahre  ungleiche  Zeichen  haben,  sondern  ge> 
wQhnlich  mehrere  anf  einander  folgende  Jahre  einen  Ueberecbass, 
andere  ein  Zntffckbleiben  unter  dem  Mittel  anseigen»  so  dase-ee 
also  fast  den  Anschein  hat,  als  ob  eine  gewisse  Periodicitit  im 
Auftreten  der  Gewitter  während  einer  gewissen  Ansahl  ven  Jah* 
ree  stattfinde,  eine  Aneicht,  die  Herr  Kuhn  noch  wdter  zu  be- 
grfinden  sacht.   Findet  nun  aber  eine  langjährige  Perlode  Im 
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Aaftreten  der  Gewitter  wirklieb  Statt,  so  Unn  ein«  dmitige  ge- 
•etzmfissige  Vertheiiungsweise,  wie  sie  die  Gewitter  seigeo,  weiiB 
Tuan  grössere  Landesstrecken  unter  einander  Tergleiclit,  nicht  her* 
vortreten,  wenn  nicht  eine  und  dieselbe  Ursache»  die  aaMcfaliess* 
lieh  an  der  Erde  und  nicht  in  der  AtmospbRre  wirltt,  aogeiMftlimeil 
werden  kann,  eine  Annahme,  für  weiche  auch  andere  Thatnach6il 
sprechen.  Da  nun  bekanntlich,  abgesehen  von  der  Schönbein* 
sehen  Hypothese,  hauptsächlich  zwei  Anschauungsweisen  üb« 
die  Entstehung  der  6ewitter  sich  bis  jetzt  geltend  Seemacht  ha- 
ben, von  denen  die  erste  die  Quelle  tiir  die  Geu  itterhildung  ledig' 
lieh  in  der  Atmosphäre  sucht,  die  zweite  die  eiL^tntliche  Ent- 
stehungsquelle an  oder  in  der  Erde  zu  suchen  sich  lür  berechtigt 
hält,  indem  beide  darin  übereinkommen,  dass  die  Bildung  eines 
Gewitters  ohne  die  Anwesenheit  von  Wolken  in  der  Atmosphäre 
niclit  mügÜch  ist:  so  würde  also  in  den  Untersuchungen  iles  Herrn 
Verfassers  die  zweite  Ansicht  einen  neuen  wichtigen  ^tüti^punkt 
finden.  Wegen  des  weiteren  Inhalts  niüssen  wir  auf  die  vielfach 
interessante  Abhandlung  selbst  verweisen,  welche  Niemand,  der 
sich  mit  Untersachuogeu  über  das  Gewitter  beschäftigt^  unbeacb* 
tat  laaseo  darf. 

Ferner  enthült  das  vorliegende  Heft  die  Denkrede  den  Herrn 

V.  Marti  US  auf  den  Mineralogen  J.  F;  L.  Hausmannj  mit  ei- 
nem  vollständigen  V  erzeichnisse  der  Schriften  dienen  verdienten 

Gelehrten.    S.  57  —  S.  75. 

Endlich  setzt  Herr  SchOnhein  seine  verdienstlichen  Beiträge 
rar  näheren  KenDtoias  des  Sauerstoffes  fort.  S.  75 — S.  91.  ^ 

18t30.    Heft  II.    Ausser  niehreren  interessanten  naturhistori-  . 
sehen  Abhandluiiüen  enthalt  dieses  Heft      160  — S.  163.  eine  sehr  ' 
interessante  Mittheiiung  über  ein  Fernrohr  mit  Objectiv  nach  der 
Construction  von  Gauss,    welches   Herr  Steinbeil    in  seiner 
schon  jetzt  sehr  berühmten  Werkstätte   hat  construiren  lassen. 
Gauss  hat  bekanntlich  gezeigt,  dass  es  möglich  ist,  ein  Objectiv 
la  construiren j  weiches  Strahlen  von  zweierlei  iirechbrirkeit,  und 
zwar  solche,  die  der  Aze  unendlich  nahe  und  solche,  die  am  Rande 
einfallen^  in  aller  Strenge  in  einem  Punkte  vereinigt.    Die  eigen- 
tbüroliche  Gestalt  der  Bestandlinsen  dieses  Objectivs,  welches 
jedenfalls  in  theoretischer  llücksicht  vor  allen  übrigen  den  Vorzug  ■ 
▼erdient*)»  setste  aber  bisher  der  Ausführung  desselben  fär  un* 


*)  Üer  Herausgeber  erlaubt  ticli  «nf  seine  auefahrliclie  theoreCieclie 
Unterrachung  und  niimeritclie  Hereclinnng  dieeee  Ohleetive  in  teineo 
Optiechen  Uaterettciiiingen  ThLlI.  $.225  —  8.956.  t«  verweieeo. 
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ab«r«teSgbar  gehaltene  'tlindermsae.  entgegen,  und  encli  noch 
manche  andere,  —  eelbst  theoretische,  —  Bedenken  machten  sieh 
geltend.  Sehr  erlrenlicb  und  wichtig  ist  es  daher,  an  erfahren, 
daas  Herr  Steinheil  durch  sehr  sinnreiche  HSiTsmittel  alle  diese 
Hindernisse  jetzt  fiberwnnden  an  haben  glaubt,  und  sich  der 
sicheren  Hoffnung  hinglebt,  bessere  grossartige  Reiractoren  her« 
stelien  au  können  als  bis  jetatt  muglleb  vrar.  Mugen  die  Bemüh vn- 
gen  des  um  die  Optik  schon  so  hoch  verdienten  Mannes  mit  dem 
aehvnsten  Erfolge  gekrönt  werden !  Weiteren  Mittheilungen  sehen 
wir  mit  grossem  Verlangen  entgegen. 

1860. '  Heft  III.  In  den  Kreis  unsere  ««Archivs"  gehörende 
Abhandlungen  enthält,  streng  genommen,  dieses  Heft  nicht.  Hin- 
weisen wollen  wir  jedoch  in  der  Kdrae  auf  SchSnbein's  Fort« 
setaung  seiner  Beiträge  aor  näheren  Kenntniss  des  Sauerstoffs 
S.  272— S.  289.;  auf  Pettenkof  er 's.  Aufsätze  über  die  Bestim- 
mung der  freien  Kohlensäure  im  Trinkwosser,  und  Ober  einen  Re- 
spirations*  und  Perspirations- Apparat  im  physiologischen  Institute 
SU  Mönchen;  endlich  auf  einige  Berichtigungen  zu  Kuhn' s  obiger 
Abhandlung  über  die  Vertheilung  der  Gewitter. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
dl  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioscbi  a  Pavia,  A.  Genoccfai  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.  4«    (8.  Literar.  Ber.  Nr.CXXXlX.  S.  14.) 

Nr.  3.  (Maggio  e  Gingno  1860).  La  Teorica  delle  fun» 
zioni  ellittiche,  e  sue  applicazioni.  Monogratia  del  Prof.  Enrico 
Betti  ((  ontinuaztone).  p.  129.  —  La  Teorrca  dei  Covarianti,  e 
degli  Invariant!.  Monogratia  del  Prof.  F.  Brioschi  (Contimiazione). 
p.  160.  —  Sopra  iin  problema  generale  di  Geonietria.  rsota  fiel 
Prof.  L.  Creni(jna.  p.  169.  —  Snr  quelques  fonctions  symme- 
triques  des  racinci*  des  equations  alg^briques.  Par  Michael 
Roberts,  p.  172.  —  Ricerche  geometriche  sulle  InDzioni  ellit- 
tiche. Nota  del  Prof.  B.  Tortolini.  p.  J78.  —  Sulla  riduzione 
di  un'  integrale  alle  funzioni  ellittiche.  Nota  del  Prof.  Torto- 
lini.  p.  183. 
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Wichtiges  wissenschafüiclias  UBteraebinen* 

Des  re^icreinleii  Knni<;s  von  Bayern  IMajeistät  haben  den  Wis- 
8en$cbaften  wieder  einen  neuen  Beweis  Allerhöchster  Aufraerk- 
sanikeit  gegeben.    Der  bei  der  Akademie  der  Wi$8en8chaften  in 
München  von  dem  Könige  Maximilian  gegründeten  historischen 
Coniniission  sind  so  eben  mit  grosster  Muniticenz  die  tieldmittel 
gewährt  worden,  welche  zur  ungesäumten  Ausführung  der  schon 
früher  beschlosseneii  Bearbeitung  einer  Geschichte  der  Wis* 
seB«chaften  in  Deutschland  errorderltch  sind.    In  den  Ktehl 
dieses  Unternehmens  ist  nun  natürlich  auch  die  Geschichte  def 
Mathematik»  der  Astronomie  und  der  Pbyaik  in  Deutschland  ge- 
sogen worden.    Die  Geschichte  der  Mathenatik  wird  Herr  Pro- 
fessor Gerhardt  in  Eis  leben  übernehmen,  der  si<;||  durch  dia" 
Herausgabe  der  Werke  von  Leibniz,  durch  seine  tTirrj^fiSUijpin 
Ünterancbungen  fiber  die  Geschichte  der  Differentiaireohnung  und 
•nderc  ansgeieichnete  historische  Arbeiten  *)  schon  so  vieifacli 
verdient  gemacht  hat.    Die  Bearbeitung  der  Geacbichte  der  Aatro* 
noroie  wird  Herr  Profeaaor  v«  Littrow  in  Wien  fibernebmen,  dai 
sich  gleichfaiiüs  schon  längst  init  erfolgreichen  «Studien  auf  den 
'Felde   der  Geschichte  der  Astronomie  beschäftigt   hat»  ffit 
a.  A.  die  achune  Abhandlung  im  Atehiv.  Tbl.  XXXIV.  8.349. 
teigt.   Die  Geschichte  der  Phyaik  endlich  ist  in  die  HSnile  4aa 
Herrn  Profeeaor  Jelly  in  München  gefegt,  von  dem  alcb  gleiche 
falls  Ausgeaeichnetes  auf  diesem  Gebiete  erwarten  iSast.  Wir 
glauben. daher 4  dass  ganz  die  richtigen  Männer  ffir  diese  grasa* 
Arbeit  gewählt  worden  sind, «und  begrSssen  das  gaoae  Untemeh- 

*)  M.S.X.K.  Archiv.  IM  IL 2UU. 423. 427.  iJI.S.284.  XXVIl.S.m. 
ThUXXXVl.  Hfl.  8.  2 
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nien  mit  der  grossteii  Fit  ude,  weshalb  wir  ancli  iitiseren  Loserr» 
über  dasselbe  hier  besondere  Nachricht  zu  geben  nicht  verfehlen 
zu  dürfeu  geglaubt  haben.  Von  sehr  grossen  Schwierigkeiten  ist 
diese  wichtige  üiiteriiehmung  keineswegs  frei,  »velche  nach  un- 
serer Meinung  bauptsüchlich  durin  liegen,  dass  die  IVIatheniattk 
und  Physik  im  eigentlichen  Sinne  Welt  wissen  Schäften  sind, 
auf  deren  Gebiete  sich  jederzeit  fast  alle  Culturvulker  an  allen 
wichtigen  Entdeckungen  selbst,  oder  wenigstens  an  deren  weite- 
ren Verrollkonimnung  und  Entwickelung,  betheiligt  baben,  ao  daaa 
es  gewiss  nicbt  leicht  sein  wird,  sicii  anf  den  engen  Kreis  nur 
eines  Landes,  —  wenn  auch  nur  so  viel  wie  möglich,  —  zu 
beschränken.  Indess  sind  diese  Schwierigkeiten  nicht  unuberwind- 
bar,  und  wenn  sie  gliicklicb  überwunden  worden  sind,  ist  das 
Verdienst  der  unmittelbar  bei  dem  Unternehmen  Betheiligten  und 
des  hoben  Monarchen,  dessen  regem  Sinn  fSr  die  Wissenschaf- 
ten dasselbe  «eise  Entstehmig  verdankt,  desto  gr6sser,  G. 


Arithmetik* 

Theorie  Lcenerale  de  I '  el  i  m  i  n  a  ti  o  n.  Par  le  Cheva- 
lier Fran(;ois  Faa  «le  Bruno,  Üocteur  es  seien  de  la 
faculte  de  Paris,  rapitaine  honoraire  de  l'^tat  major 
Sarde,  Prot'esseur  libre  a  ruuiversite  de  Turin.  Paris. 
im.  8«.  .     •  ' 

Wir  bedanem  reeht  sehr,  dass  wir  dieses  wichtige  ond 
Siasgeselchnete  Werk,  welches  ans  erst  jetzt  genauer  bekannt 
geworden  Ist,  nicht  schon  früher  unseren  Lesern  halten  zur  Be- 
acktaag  empfehlen  können.  Indem  uns  kein  Shntiches  Werk 
bekannt  ist.  In  welchem  die  Tleten  Arbelten,  welche  die  Theorie 
der  Elimination  den  neueren  Mathematikern  verdankt,  in  einer  so 
Tollstlndigen  systematischen  Zueammenstellung  beisammen  anzo- 
trefen  wftren.  Alle  hierher  gehörenden  Untersuchungen  von 
Euler,  Besout,  Gramer,  Cattchy,  Lagrange,  LlouTille, 
Jacobi,  Sylvester,  Bettl,  Brioschi,  Borchardt,  Cayley, 
ScblSfii  o.  A.  findet  man  hier  mit  oftmals  eigener  Begründung, 
und  mit  eigenen  Untersuchungen  vermehrt,  zu  einem  Ganzen  ver- 
einigt, eine  Arbeit,  für  welche  der  Herr  Verfasser  den  lebhafte- 
sten Dank  verdient,  da  wohl  jeder  Analyst  schon  die  Erfahrung 
an  sich  selbst  gemaelit  haben  wird,  wie  viele  Schwierigkeit  es  in 
mehrfacher  Beziehung  iiat,  sich  mit 'allen  diesen  Untersuchungen, 
namentlich  den  neueren,  aus  den  verschiedenen  mathematischen 
Journalen,  in  denen  sie  sich  vorzugsweise  zerstreut  tinden,  be- 
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kannt  lu  mebed.  Hivr  mfiMen  wfr  ans  mit  Am  folgenden  An- 
gäbe  des  Hauptinhalts  begnflgM:  Frraii^r^  Fartle.  Theo- 
rie de  l'^limination  entre  deal  ^qnatlons.  Cbap.  l.  Sar 
Im  fooGfiODii  aym^triques  des  racine^  et  aur  leurs  propri^t^.  — 
Chap.  II.  Elimination  de  la  variable  entre  deux  ^quations  k  une 
variable.  —  Chap.  III.  Propriät^s  et  emploi  de  1^  resultante  da<ia 
la  recherehe  des  racines  comniuiies.  —  iBeuxl^me  P»rtie. 
Theorie  de  reiiniination  dans  je  cas  de  trois  ^quations 
a  deux  variables.  Chap.  I.  litichcrche  et  propri^t^s  de«;  Solu- 
tions commuiies  a  deux  equatioiis  a  deux  variables.  —  Chap.  H. 
Elimination  deg  variables  etitre  trois  equations  a  deux  variables. 
—  Troisl^me  Partie.  Tln  oiir  <:onerale  de  relimina- 
tion.  ('bap.  I.  Pioprietes  relativtvs  aux  Solutions  conimunes.  — 
Cha]!.  II.  Recherche  et  formation  de  la  resultante.  —  Chap.  III. 
Proprieles  de  la  resultante.  — ^  Notes,  welche  verschiedene  speciel- 
.lere  Theoreme  von  Borcbardt,  Cayiey,  Betti«  u.  s.  w.  betreffen. 

Jedenfalls  verdient  Herr  Fai  de  Btnno  f0r  4le  Bertinagabe 
dieeea  Werkes  besonderen  Dank«  da  4nrch  dasselbe  elnein  wak<^ 
res  fiedflrfnisse  abgebolfen  und  entgegen  gekommen  vHrd. 


Geometirie. 

IMoliisione  ad  ii  n  eorsn  t\\  Geonietria  superiore, 
1(1  tta  (1  a i  Dottel  Luigi  ('reniofia,  Proi'essore  ordinär io 
di  questa  scienza  nell  universita  di  Bologna.  Movem*> 
bre  im  Milaao  mi,  & 

r 

In  dieser  Einleitung  zu  seinen  Vorlesungen  Ober  neuere  Gee- 
mettle  an  der  Universität  zu  Bologna  giebt  Herr  Professor  Luigi 
Gremona  in  allgemeinen,  aber  scharf  gezeichneten  Zügen  ein. 
sebf  ansiehendes  Bild  von  Tendenz,  Inhalt  und  Metbode  dieser 
Wissenschaft»  Vojiiei  er  sich  mit  allen,  dieselbe  betreffenden  Lei; 
stnngeoy  namentlicb  auch  mit  den  Arbeiten  der  deutschen'  G<ßo-' 
meter  Stelner»  Möbius,  Seydewitz  *)  u.  A.  vollkommen  be- 
kannt vod  vertraut  seigt,  und  namentlich  auch  durch  die  Wärme, 
mit  welcber  er  das  eifrige  Studium  der  neuen  Wissenschalt  ^ei- 
neo  Zubörern  empfiehlt,  das  Interesse  des  Lesers  in  der  viel- 
facbsten  Weise  erregt  ond  io  Anspruch  nimmt.  Wir  bekennen, 
dass  wir  diese  Sdirift  mit  dem  grössten  Vergnügen  gelesen,  und 


*)  Arebiv  oa  vMen  MI«»,  s.  lnliallsvorioUliAissS.  7»M.  ao« 
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▼i<»lfa«be  Belobmug  aus  deraelbeii  gjadiüfft  haben;  mfki  wuss- 
teu  wir  kaqM  eilte  aridere  Schrift  m  miid«»^,  in  vpelcber  die 
Hauptpunkte,  auf  <IU  ^  hier  Aiiifoaiiit»  mit  dmelbcD  Üeuttiob* 
keit  iwd  BttHlinmtbeit  her?oigelioben  wären,  i»  d«r  äberhMpt  da« 
^.6960  der  Qenerw  ^eesietrie  «o  «ebarf  ebarakterwirt  wütep  «b 
in  der  mllegeedeD,  washalb  wir  dieseibe  unteren  Leeem  drin- 
gilftd  auf  Beeobleeg  empfehlen ,  eed  den  Herrn  Verfa«e«r  leebt 
aelbf  Hkf  deren  Pablioetien  denlcen. 


Intorno  ad  iina  lineu  »Ii  quart*  ordine.  Nota  di  F. 
Siacci.  (Kstratta  d  a l  i<»r nale  areadico.  T«.CLXV1L  Mag- 
gie e  Uiugno  im.}   Homa  i86L 

Die  Linie  des  vierten  Gt^es«  welche  der  Herr  VWfotier  Id 
dieser  leeeeewertlieii  SobrUlreleer  geeeeereii  Betraeiiteaywrterio- 
gen  ImI,  wird  dvrcb  die  GlekNng;  ' 

cbareKterieirt,  die  gewiseenDaMee  die  UmJcebning  der  Gleicbnog 
äer  Eilipee  ist.  Ee  iet  nne  ieteremnt  geweeen»  dese  dieee  Corva 
eine  so  grosse  Anxehl  bemerlcenswertber  Eigenschaften  bat,  andk 
▼ielfach  sa  einfachen  Constnictionen  Veranlassung  giebt ;  nnd  der 
Herr  Verfasser  hat  sich  feden&tts  durch  diese  mit  Geschick  und 
Sachkenntniss  angestellte  Untersuchung  ein  Verdienst  erworben, 
iusbeaondere  naeh  unserer  Mehiung  auch  um  den  roathematiscbeB 
Unterricht.  Denn  di^e  bis  jetzt  bekannten  Curven  sind  schon  w 
bäiuiig,  fast,  möchten  wir  sagen,  zum  üeberdruss  unterflncbt  snd 
als  Beispiele  lür  die  Zwecke  des  Unterrichts  benutzt  worden,  daas 
es,  wie  jeder  Lehrer  gewiss  schon  geliihlt  haben  wird,  buchst 
wQnscbenswerth  ist,  die  Anzahl  solcher  Beispiele  durch  einige  neue 
Curven,  deren  Betrachtung  zu  beniorkenswerthen  Resultaten  fiibrt 
und  in  lehrreicher  Weise  aufgestellt  werden  kann,  vermehrt  zu 
sehen.  Einen  dankenswci  theti  Beitrag  hierzu  liefert  jedenfalls  die 
vorliegende  Schrift,  wes!iall>  uir  Marnentlich  auch  alle  Lehrer  aaf 
dieselbe  aufmerksam  macheiij  uinJ  Anlangern  die  in  Rede  stehende 
Curve  Behufs  ihrer  eigenen  Uebnng  zur  selbststündigen  Unter- 
suchung recht  sehr  empfehlen,  welche  wahrscheinlich  noch  zti 
weiteren  interessanten  Resultaten  fuhren  wird,  wenn  auch  die 
Rectification,  Cubatur,  Coroplanation,  die  Bestimmung  der  Schwer- 
punkte u.  s.  w.  in  Angriff  genommen  wird»  was.  in  der  vorliegeo* 


*^  Dem  DiMruiiiK  et '  i  n  a  ti  ii  ra  tiu  n  du  conr^  de  g<^onit'irit 
tiiperieiure  v<mi  Chimle^i  j»telit  UieMlbe  in  wuidig^ster  W«ia«  aur  Seii^ 
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den  Scbriit  noch  nicht  geschehen  ist.  Auch  dürfte  zur  IJebua^ 
in  der  Analysis  nehen  obiger  Curve  uuo  wohl  aucb  die  UiitfHr> 
sucbuDg  der  durch  die  Gleichung 

cbarakterisirten  Curve  zu  empfehlen  sein.  Wir  uünschen  der 
Schrift  nochnials  die  Beachtung  der  Lehrer  und  Schüler. 


Astronomie« 


V 

I  ^ 


Gr«««e  SoiiDeDlIiivlernis«  ▼•in  1&  J«li  1860.  (M.  0^ 
Literar.  Ben  Nr.  GXLI.  8.8.). 

Ea  war  zu  erwarten,  dass  das  prtiKBaisohe  Uaterricbts-Mini* 
sterium,  welches  alIeD  Untornehmuogen,  von  denen  sich  wirkliche 
Früchte  fär  die  Förderung  der  Wissenschaft  mit  Sicherheit  hoffen 
lassen,  jederzeit  seine  kräftige  Unterstitsung  zu  Theil  werdeo  zu, 
lassen  bereit  ist,  vHe  andere  Regierungen,  gleiefafall»  eineo 
acthicktea  AstronomeB  s«r  Be«baehtiiiig  der  groesea  Sennen ftn« 
aft«ntlse  oaeh  Spanien  senden  wflrdew  [Nese  Erwartong  tat  vä  der 
eelrealicfaiitie»  Weise  in  ErfOUang  gegangen,  and  der  preMsiacbe' 
Datenwiiis*BliniBter  Herr  Ton  Betbmann*Ilollweg  ExeeUw^ 
vesdietkt  Jedenfalls  den  grOesten  Dank  aller  Freunde  der  Wissen- 
CMsbaft,  dann  er  dmeh  besonderes  l^eecript  vom  M.  JoH  Hem 
D«e«br  €.  Bremiker  in  Berlin  den  Auftrag  ertbeille,  in  Oeber^ 
eenqtimmnng  mit  dem  Dlrector  der  Ktfnlgllcke»  Steraitrarte»  Hemi 
Piofeeeor  Eneke,  vnd  mier  dessen  speeietter  Anweieoag,  dcb 
den  in  Spanien  vereannnelnden  Astronomen  ananaehRiBSsen,  mii 
an  der  Beobacbtnng  der  grossen  Sonnenfinntarniss  am  '18.  MI 
Tbeil  an  nehmen.  Die  von  dem  Herrn  Minlaier  getroffene  WaM 
mnse  nnter  allen  Bedingungen  eine  hOchst  gMeklfebe  genannt 
weiden,  da  Herr  Doetor  Bremiker,  als  trefflicher  Mathematiher. 
Iftngafr  -bekannt  nnd  vielfech  verdient,  damit  grosse  GeechiekKeii* 
Icnii  nnd  Fertigkeit  im  Beeteehten  verbindet,  nnd  dnreb  seine 
MMgebMitnten  astronombicben  nnd  physikalischen  Kenntnisee  in 
dnr  aebdneten  nnd  voMkemmenaten  Weise  liellihigt  Ist,  —  wenn 
vrtr  nn  sagen  dfirfen,  In  den  gansea  Geist  einer  solchen 
Etnehelnnng,  am  deren  Beobaobtang  ea  sieh  hier  handelte,  eia^ 
zudrtngea  and  denjenigen  Momenten,  auf  die  es  hier  Vorzugs* 
weise  ankam,  seine  volle  Aufmerksamkeit  zu  widmen.  In  sehr 
zweckmässiger  Weise  hatte  er  mit  Herrn  Encke  die  Verabre-' 
duug  getroffra,  awar,  wie  es  sich  von  selbst  verstand,  die  astro« 
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nomUcben  IVIomente,  in8bc8nrHlere  Zeit-  und  ßreifen-Bestinutiung, 
keineswegs  ganz  zu  vernachlässigen,  dieselbf^n  ;L[)er,  wie  es  sonst 
wohl  geschieht,  nicht  zur  I lanptsarhe  zu  nia«  lien,  sondern  viel- 
inehr  vorzugsweise  den  Protubet nnzen,  deren  Grösse,  ihrer  Zu- 
und  Ahiiahine  und  den  Positions- W  inkeln  seine  Aufmcrksanikeit 
zu  widmen.  Der  von  Herrn  Docfor  liremiker  Her  Berlinfr  Alca- 
df'iiiip  erstattete,  in  jeder  Bp/ltliuni;  höchst  interessante  und  wich- 
tige Ilerirht  über  den  Erjoli^  seiner  ihm  von  Herrn  von  Betb« 
mann -Uoliweg  anvertrauten  Alissio^  liegt  unter  dem  Titel: 

*  Beriebt  Aber  die  Beobacbtnng  der  Sonnenfinster« 
nies  am  18.  Jnli  186Q  von  Dr.CX  Bremiker  in  Berlin.  (Aas- 
zn%  aus  den  Monetsbericbte  der  KOnigl.  Akademie 
der  Wissensebäften  m  Berlin  ffir  den  NoF'enber  IMD») 
Berlin.  1800. 

uns  je|zt  vor^  und  wir  erlauben  uns,  über  dt«  gewonnenen  Resul- 
tate unseren  Lesern  im  Folgenden  einige  Mittbeiiongen,  za  maeben« 

Herr  Doctor  Brem  ik er  be^ab  sich  Aber  Paris  und  Lyon 
nach  Marseille,  und  gelanute  von  dort  nach  einer  36stündigen  Fahrt 
mit  einem  Schiff  der  Me«$sagerie  imperiale  am  13.  Juli  nach  Valen- 
CTH  ,  weiches  bereits  innerhall)  der  Zone  der  totalen  Veriinsterung- 
Jap;.    Von  dort  begab  er  sit  Ii   nacii  Castcllon  de  la  i^lana  ,  dem 
Hauptorte  der  Provinz  ülciclif n  ?Snii)en.H,   in  einer  sehr  trnrhtba- 
ren  Ebene,   eine  halbe  !\Ieile  von»  Mitteilend ischon  Meere,  ijnf3 
der  Linie  der  centralen  \  erfinsterung  sehr  nahe  gelegen.  Hier 
traf  or  mit  Herrn  L  a  in  n  n  t  ans  Mfinchen   znsiinnuen,    und  beide 
trefflich^  Astronomen  wählten  zu  dem  Oite  ihrer  Beobachtungen 
in  buchst  zwecicmässiger  Weise  einen  ÖOÜ  Schritte  Hstlicb  von  der 
Stadt  nach  dem  Meere  zu  gelegenen  Garten,  wo  die  Instrumente 
sieber  in  einem  Gartenhnuse  untergebracht  werden  konnten,  und 
der,  mit  hoher  Mauer  umgeben,  8chutz  gegen  jede  Störung  ge- 
währte.   An  Instrumenten  stand  Herrn  Breiniker  zu  Gebote  ein 
Fernrohr  von  Steinbeil  von  3V<2  1""»«  Fokaliänge  und  33  Linien- 
OeffDung,  ein  SpiegeMextant  mit  Quecksilberhorizont  von  Gert* 
llng,  und  ein  Taschenchronometer  von  Tiede.  Oer  ]7te  Juli  und 
am  18ten  die  Zeit  vor  dem  Anfange  der  Finsterniss  ward  aar  A»* 
Stellung  aliev  notbwendigen,  im  eigentlichen  Sinne  astronomische» 
Beobeobtungen  (natürlich  bauptsäoliliob  Zeit'  and  Breitenbestim- 
nnngen)  kenntet,  dann  aber  die  ganze  Aufmerksamkeit  der  praeb^ 
vollen  Erscbeifiong  selbst,  vor  Allem»  wie  eidi  von  selbst  ver» 
steht,  der  Corona  und  den  Protuberanzen  zugewandt,  wobei  «He 
Umstände  den  Beobachtungen  in  jeder  Beziehung  gtlnstig  waren« 
und  die  durob  di^lbea  gewonnenen  Remiltat»  Zeit  nad  Mflbe 
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und  cfie  weite  Reise  vollkommen  lohnten.  Die  fifW-hst  interes- 
sante Bcischreihung  der  nierkuurdio^en  Erscheinung  in  der  treff- 
lirhen  Schritt  seihst  nacfjziiiest'r) ,  nu'isscri  "'ir  unseren  Lesern 
überlassen,  und.  wollen  deriscllini  nun  nur  noch  die  wichtigsten 
Resultate  vorführen,  welche  Hen  Ki  enukeV  aus  seinen  tichunen 
und  ühernns  snrjfäitijTen  Hcobachtunt^en ,  die  iu  jeder ^BesiobuBg 
lür  m^öterbait  gelten  können,  gezogen  bat 

Was  zuerst  die  Corona  betrifft«  so  kano  dieselbe  dureb  eine 
Reflecfion  in  der*  Erdatmospbäre  nicht  erklihrt  werden»  da  bei 
einem  Durchmesser  des  Kerascbatteoe  von  25  Meilen  nnd  einer 
Hobe  der  AtmbsphSre  von  10  Meilen  sich  ein  donkler  Uof  leigen 
atisstey  dessen  Radius»  der  Taugente  entsprechend»  eine 
scheinbare  Grosse  von  51  Grad  hätte  und  dessen  Mittelpunkt  die 
schnelle  Bewegoog  des  Kemschatteos  tbeilte,  so  dass  der  Mond 
wihreod  der  totaleo  Finsteroiss  den  Durchmesser  oder  eioe  Sehne 
dieses  dunkeln  Hofes  durchlaufen  musste.  An'  eine  Beugung  . 
des  Lichts  kann  in  so  gros'ser  Entfernung  Tom  Mond* 
rande  gar  nicht  gedacht  werden»  und«  m  flndet  daher 
die  C^roM  nur  Ibre  KrklAnum^  In  dem  -Torlianilenfl^in 
dnw  S^nnennteonpUjre»  welete  dan  ÜtcM  den  €?en» 
iralkürpera  rclleciirt. 

Rücksicbtlich  der  Protuberanzen  bemerkt  der  Herr  Verfasser 
auf  S.  16. /dass  jedei  \  ersuch,  die  Protub erart zen  auf 
optische  Erscheinungen  zurückführen  zu  wollen,  auf 
lauter  Widersprüche  führt,  da  nichts  wahrgeuo  nmi  eii 
wird,  was  mit  Retlectron,  Refraction,  lofiection  oder 
Interferenz  die  gerinirste  Aebniichkeit  hätt^.  abgesehen 
^  von  den  nach  verschiedenen  Richtungen  vom  Mondraiitle  ausgeh- 
enden Strahlen,  weltlie  als  Retleetion  von  den  IJergwänden  oder  ' 
anderen  Unebenheiten  des  Mondraniles  wohl  ihre  Erklärung  finden 
niÖGjen.  Hie  Protiilieranzeii  wind  daher  nnrli  dem  fferrn 
Verfasser  —  mit  Rücküielii  Hui*  «lle  obi^e  Krkläninff 
der  Corona  und  in  tinmittplbar<T  V«'rbiiiiduiitt^  mit  der- 
»elbrn  betraelitet  —  Alm  i%ieder§chlllg:e  in  dem  niede- 
ren Tliclle  der  $$onnenntmo«iiitinre  anzuseilen»  mmlicli 
anderen  Woliien,  welciie  bei  seringerer  TemfieratuF 
als  der  Centralkörper  eine  gerini;^ere  IieuebUkraft  Iie«  ' 
sitBen,  und  die,  da  am  dem  Zusammeiüiange  mit  den 
Sonnenflecken  nicht  mehr  fr^Kwelfelt  werden  kmm» 
•Ich  hei  starker  Bleudungf  mat  der  ^onnensehelhe  nl« 
•Awnrze  Flecke  prolleüren. 

Dem  Einfrande,  dass  eine  .andere  Veränderong  In  den  OrSn- 
«611- Verhältnissen  als  solche  dnreb  die  Bewegung  des  Mondes 
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bedingt  ist  .  beohrK  f^tet  oder  aut«  den  Beobachtungen  abgeleitet 
«ei,  l^t'iri  [)csMiid©fefe  Gewicht  beizule^n,  da  die  Beobach- 
tung unregeiniäfcsir>(>r  Gestalten  und  ihrer  Poditionsn  inkel ,  ver» 
bdl^den  mit  der  genauen  Zeitangabe,  f;ro8.scn  ünsicberbeiteii  uoter- 
worfeii  ist,  und  die  gefundenen  Unter^i  liiode  in  der  Schwierigkeit 
und  Hast  der  Beobacbiuiii^  ilire  Erklärung  üiiden  dürfteo  *).  Erst, 
wenn  es  gelungen  sein  wird,  während  der  Dauer  der  totale» 
Verlinsterung  von  der  ganaeen  Erscheinung,  der  Corona  sowohl, 
als  den  Frotuberanzen ,  eine  Menge  von  Photojirajdi'u'n  >  pfwa  von 
5  zu  5  Secundeo,  zu  nehmen,  eine  IMethode  der  Beobachtung, 
worauf  bei  künftigen  Finsternissen  die  Hanpt-Aufm^rkäanikeit  sich 
ri(litt<n  wird,  kann  tibor  das  ZutrffT<Mi  fln  (>rü^sen- Verhältnisise 
mit  der  reialiven  Bewegung  des  iUondet»  vor  der  SoDoe  eio  eod* 
göltige«  Urthei!  «jefidit  werden. 

Mit  eine  selir  I f  Ii i reichen ,  auf  die  Lamhert'sche  Formel 
gegründeten  Bt  traclitung  ül)er  die  auffallende  flelliükert  der  \  <  nus 
nährend  der  Finsterniss,  welche  auf  das  |fache  der  U<  lÜL^keit 
des  Jupiters  gescliatzt  vrurde  und  mit  ihrer  Nähe  zur  iintoreu 
r()!i]ni)t(iun  nach  pliotoinctrischen  Grundsätzen  nicht  leclit  ver- 
einbar schien,  schliesst  der  Herr  Verfasser  seinen  in  jeder  Be- 
xiehung  höchsf  interessanten  und  lehrreicht  ii  Im  licht. 

So  ist  (ienri  ;mcli  durch  die  Beobacbf i;iii,('n  der  nach  Spanien 
gesandten  prenssischeri  Expedition  in  der  unzweideutigsten 
und  hcstinuntt  >teo  Weise  die  Kichtigkeit  des  scbon  ?oo  O.  Struve 
sahr  treffend  als 

beielcbneten  Satzes**)  bewiesen  vrordeo: 

dase  die  Coroaa  nod  die  Protuberanzen  ledig-' 
lieh  der  Sonne'aod  niebt  dem  Monde  angehören, 

and  dass  es  aU<i  auch  nach  diesen  schünen  Benbachtnngen  mit 
der  sogenanaten  optischen  Theorie  gar  nichts  ist.  Jedenfalls  ge- 
bührt dem  preussischen  Ünterricbts-Minist)  rimii  und  ilerru  i^oelor 
Breoilker  unser  end  der  VVissenscbait  wärro^r  Dank* 

Graaert« 

Vermischte  Schriften. 

fittviinfslrbrtehte  der  b.  bnbmiseben  Geseilecbaff 

BMoaden  wean  die  fteoliacbteiigeo  von  angenbtea  Befibacbtsm 
mit  gsiM  >mittdmtMig«ii  lavtremenMli  mid  eilten  dem  Omeke  TOii^efks«* 
lov  Msimngen  asirntsUt  worden  «ind.  6. 
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li^r  WiBlreii«€lr«rt6B  In  Praf.  Jakrfttiig  1860.  Jali  ^ 
D^ewbet.  V^rgt  Literar.  B^r.  Nr.  CXXXOL.S.  14.  - 

S.  3.'  Barr  kaiaarl.  Ratb  Kalik  apradi  dliar  aiaa  eigaaa 
Vorricbtang»  am  dia  Tbarmuhraa  vaa  allaa  atuoapbi* 
riaaban.  ESnflfiaaaa  naabbSagig  su  naaban  and  Ihaaa 
dan  Gang  ainar  gutan  Pendalabr  a«  Taracbaffen.  Im 
loliaraapa  daa  allgein«ioen  Baataa  wobl  lu  baaabtaa.  —  'S*  11« 
Harr  Pur kyal  tbailte  wieder  mebrere  physialagjacb-aka- 
«tiscbe  Vaiaoaba  luit,  dia  wir  auch  in  phyaikaädbar  Blieb* 
«ficht  für  sehr  interessant  halten.  —  8.  18.   Heirr  Plarra  blatt 
«inen  denionstrati ven  Vortrag  über  dia  Entalabang  def 
Netzhautbildes   bei   den   zusammengesetzten  Augen 
der  Gliederthiere.  —  8.  34.    Herr  Purkyn?  öber  die  Var- 
werthung  der  bisherigen  Beobachtungen  im  Gebiete 
des  subjectiven  8ehens  für  Anatomie,  Physiologie, 
Physik,  Psj^chologie,  Kunst  und  Gewerbe.  —  S.  64.  Herr 
Koristka  besprach  eine  von  General  Kriz  eingelangte, 
mit  11»  ehr  er  eil   A  b  b  i  l  d  u  n «»  e  ü   versehene  Beschreibung 
des  persischen  Astrolabes.    Wir  haben  schon  im  Liter.  Ber. 
Nr.  CXXXIX.  iS.  IG.  eine  kurze  Notiz  über  dieses  altpersische  Astro« 
lab  roitgetbeilt,   welches  noch  gegenwärtig  vön  den  persischen 
Gelehrten  gebraucht  wird.    Von  ull^enieiru  in  Interesse  aus  dem 
vorliegenden  neueren  Aufsatz  durfte  die  folgende  Ableitung  des 
Worts  „Astrolab"  bei  den  Persern  sein.   Während  man  bekannt- 
lich gewuhiilicb  die  Wurzel  in  den  griechischen  Worten  aQi^ov 
und  Aa|upavco  sucht,  erzShIen  die  persis>clien  Mollah's,  dass  vor 
etwa  2000  Jahren  ein  persischer  Herrscher  Hur m uz  einen  Sohn 
Namen»  Lab  ^pehaht«  der  sich  viel  mit  Astroriomie  befasst  haben 
soll.    Eines  Tages  brachte  man  Jeoem  eioe  ae*tronomiscbe  Arbeit 
seines  8nhiies.    „(Vinn  asteraba?**  (wer  hat  die^  geschrieben?^ 
fragte  Hunnuz  arabisch.    „Asteraha  Lab"  (Lab'  hat  es  ga- 
abrieben)  lautete  die  Antwort,  woraus  Astroiab  gdbUdet  worden 
sein  soll.  —  8.  55.    In  diesem  Archiv.  Tbl.  XXVII.  S.  275.  bat  - 
Herr  K  oTistka  ein  Instrument,  Hohenwinkel  dvrcli  Heflexion  zu 
messen,  beschrieben,  welches  er  Reflexions -Hypsometer  genannt 
hat.    in  den  vorliegendetj  Sitzungsberichten  pieht  er  eine  kurze 
IVotiz  über  ein  von   ihm  construirtes  NiveJiir- Instrument  sammt 
Stativ,  welches  aul  Keisen,  namentlicli  bei  Hohenmessun^en  wi« 
jenes  frühere  Instrument  voiUieilbaft  gebraucht  werden  kann,  aber 
vor  diesem  älteren  InsUuuiente  mehrere  wesentliche  Vorzüge  bat. 
Als  Stati\  verwendet  Herr  K.  ein  Syst«  :ii  mid  hohlen  F/isenblech- 
Riiliren,  deren  Widerstand  genen  SeiteudriM  k  und  Torsion  eine 
hinreichende  und  deren  Leiehtigkeit  im  Vergleich  zu  den 
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▼en  H»lMMtes  etoe  bedeqteado  Ist,  dm  «kh  tterr  K.  Qr 
die  Folg«^  eine  tMgcliretlet«  Anwendniig  d#nBelb«ii  .M  Statim 
▼eitpiieht  KQnitler  scheinen  hieraof  avfinerksam  su  nscben  sein. 


Anzeige  and  iBilie. 

Als  ich  mit  der  Bearbeitung  meiner  Tafeln  bestimmter  Inte* 
grale  bpsrhfiftiiit  war,  hal>e  ich  an  das  mathematische  Publicum 
die  Bitte  geiicfitct,  mir  zur  Erreichung  mof^lii  fi.«t  grosser  Voll- 
ständigkeit die  hie  und  da  erschienenen  Monographieen  über  diese 
Functionen  zusenden  zu  wollen  ;  eiuicje  Journale  haben  diese  Auf- 
fonlenin^  damals  aufirc Miüiiimen.  Vor  der  Herausgabe  der  Tafeln 
ist  n\ir  nichts  zugekommen.  Donipnigen  aber,  die  mir  spSter  ihre 
werthvollen  Abhandlungen  zusendeten,  statte  ich  Iiier  nochmals 
meinen  verbindlichsten  Dank  ab,  so  wie  auch  denen,  die  mir  die 
Recensionen  der  genanutea  Arbeit  zukommen  zu  iaesen  die  GüU 
batten.  . '  .  , 

Da.icb  nun  durch  die»  meine  Erwartungen  in  dieser  finnsfcbt 
it^  übertreffende  Abnahme  der  „Tables  d*Integrales  d^ß« 
^les  (publik  par  l'Acaddmie  Royale  des  sciences.  Am< 
sterds.m)«  irodurch  'die  Auflage  fast  erschupft  worden  ist»  in 
^ner  neieit»«gSnzlich  umgearbeiteten  Ausgabe  schreiten  muss,  zu 
dsr  mir  ausser  der  ersten  Autlage  noch  einiges  Material  zu  Ge*  ' 
bete  siebte  «s  ruie  ieh  noch  einmal  die  frenndlicbe  Hilfe  dir 
SsfbverstSndigeo  In  sweifacber  Rfijksiobt  an  und  bitte  «ie.:  | 

10  die  belrsiBndflo  Abbandlsngenj  insaweit  sie  Im  den  Tablss 
«»••'fr.  8.31,23  nicbt  dtirt  end  alse  nicbl  bewirtsl  fverden  sulp 

2^  die  kritischen  Recensionen,  insofern  die  Herren  ReferentBD 

sie  mir  schon  zu  übersenden  noch  nicht  die  Güte  batten,  mir 
auf  dem  Wege  des  Buchhandels  schicken  zu  wollen:   erstens  an 
bei  der  genannten  zweiten  Auflai'e  nioiilichst  grosse  Vollsland^  ^ 
Iceit  zu  erzielen,  und  zweitens  um  von  allen  Winken,  wo  es  ; 
angebt  und  erspriesslich  scheinen  möchte,  einen  uüt^&iicbeD  Ge*  | 
Iwaoch  machen  zu  können.  ^  ' 

Das  meinem  Ünternehmen  zu  Theil  c;ewo?'dene  !»roRse  liiter-  | 
esse,  und  die,  ich  darf  wohl  sagen,  überau!<^  G^uDstige  Aufnahme 
desselben  von  Seiten  der  Academieen  und  wls\setisc}iatMichen  Jour- 
nale ermuthi<j:eü  mich  zu  diesem  Schritte  sowohl,  als  auch  zu  der 
nicbt  geringen  Arbeit  einer  Umarbeitung  dieses  Werlces* 

Deventer  io  den  Niederlanden  Februar  1861. 

Dr.  H.  Bier^fls  4«  Haan. 
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Literarischer  Bericht 

CXLUI. 


Am  Steil  April  1861  starb  in  Breslau  der  ordentliche  Pro- 
'fessor  der  Mathematik  an  der  dortigen  Universität 

Dr.  Ferttund  JaaoUmstlial, 

geboren  1818  zu  Goidberg  in  Schlesien,  ein  Verlast  för  die  Wig. 
senscjiaft»  den  mit  ans  Jeder  Mathematiker  tief  empfinden  wird* 


Gesdiichte  ^  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

'  Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wiseen- 
scbaften  in  Wien«  Zehnter  Jahrgang  1860* 

D^r  neunte  Jahrgang  dieses  Almaoachs,  auf  dessen  Wichtig- 
keit in  literarischer  Beziehung  wir  schon  mehrmals  aufmerksam 
gemacht  haben,  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXVII.  S.  4.  von  uns 
angezeigt  worden.  D#r  vorliegende  zehnte  Jahrganc^  enthält 
ausser  den  gewöhnlichen  Mittheilungen  wiederum  einen  sehr  interes- 
santen Vortrai;  des  Präsidenten  der  Akademie  Herrn  Freiherrn 
von  Baumgar  tn  er :  üel»er  Gr  und  j^esctz  e  der  iNaturwis- 
senschaft  und  ihre  Geltuni^  im  praktischeo  Leben,  der 
sich  mit  grösster  Sachkenntniss  üf^er  die  verschiedensten  Theile 
der  INaturwissenschaft  verbreitet;  daim  den  Bericht  des  Gene- 
ral-Sekretärs Heriii  Dr.  An  Ion  Sf^hrJUter  über  die  weitere 
höchst  erlblorreichc  Thätigkeit  der  Akademie  in  dem  letzten  Jahre 
im  Al^gfimeioen»  so,  wie  dessen  Beriebt  über  die  mathematisch- 

'  TkLXXXVI.  Hfl.  S.  8 
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natnrwisienffcbalUidie  Klasse  insbesondere,  worin  «ich  aacb  eloe 
Interessante  Besclirelbang  der  fftfdle  ¥lssensebaflen  so  wichtigen 
Weltansegelnng  der  Novara  nnd  Lebensbeschreibungen  von  Ber* 
doni  und  Gralllch  befinden.  In  denen  nach  VeraeSehnlsse  der 
Sclirlften  dieser  so  verdienten  Ma^ematlker  und  Physlkier  mit- 
gethdlt  werden. 

,  *  ' 

Beitrag  zur  Feststellung  des  Verhältnisses  von 
Keppler  zu  Wallenstein.  Von  Otto  Struve,  Mitglied 
der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Pe- 
tersburg. Gelesen  am  &  April  1869^  St.  Petersbarg. 
i860.  40.  , 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  117&  snchte  der  Herr 
•Gymnasiallehrer  Dr.  »Michael  in  Sagan  ans  eifiem  in  Sagau 
anfgefondenen  Actenstficke  nacbiaweisen,  dass  Keppler  nie  ei- 
genlllch  hn  Dienste  Wailensteins  gestanden  habe»  wie  es  von 
Breitschwert,  dem  Biographen  Keppler's,  behauptet  wird* 
Dadurch  ward  Herr  Otto  Struve  veranlasst«  die  In  Fnlkowa 

diesen  Gegenstand  nfiher  an  nntsrsuehen. 

flerr  0.  StruTO  ersShIt  snerst  In  sehr  interessanter  Welse 
die  Geschichte  der  Wandemngen  dieser  wichtigen  und  merfcwgr" 
dtgen  Mannscripte^  nnd  theilt  dann  ans  dem^XVIlIten  Bande  der- 
selben 'drei  Briefe  Wajl  enstein 's  an  Keppler  mit*  die  In  vieler 
Beaiebung,  auch  In  allgemein  historischer  Rficksieht»  s.  B'.  in  Be- 
treff des  Ursprungs  des  Misstraaens  Wallen steln's  gegen  den 
KOalg  ven  Ungarn,  den  nachmaligen  , Kaiser  Ferdln.and,lll.» 
hOchst  interessant  sind.  Dnreh  diese -BHefe  und  andere  ans  ddn 
geda^ten  Bfannscripten  gemachte  Mltdiellnngen  wird'  nwar  -  im 
Allgemeinen  die  Ansicht  des  Dr.  MUhael,  dass  .nimKch  Kepp- 
ler lächt  geradesu  In  des  Herzogs  Ton  Fridhind  Dienstien  gestan- 
den habe»  bestfttlgt«  indem  jedoeli  auf  der  anderen  S^ite  ans  diesen 
Aetenstflek^n  auch  hervorgeht»  dass  zwischen  Beiden  enge  Be* 
siehnngen  stattgefunden  haben  mffssen^  welche-  zu  gegenseitigen 
Leistungen  veipllehteten.  Dass  Keppler^s  Leistungen,  dem  Her- 
zog gegenüber«  sich  hauptsächlich  auf  di^  Astrologie  bezogen« 
Terstebt  sieh  TOn  selbst«  und  aus  dieser  flbmns  lesenswerthen 
Abhandlung  da6  T^rhSltnlss  Keppler's  zu  derselben  nfiher  kennen 
an  lernen«  Ist  hSchst  Interessant,  weshalb  wir  nnsere  Leser  drin' 
gend  auf  diese  für  die  Gesohlchte  der  Mathematik,  insbcfäondere 
der  Astronomie,  wichtige  Sclirift  des  geehrten  Herrn  Terfassers 
aufmerksam  machen,  und  dieselbe  deren  Beachtung  recht  sehr 
empfehlen« 'in  demuns  hier  leider  der  Raum  zu  weiteren  AuS^ügen 


Digitized  by  Google 


S 


Mit  —  Bio  gaiiE- beMüdert«  lalereMe  vwtoiht  iler  Herr  Ver« 
fasser  «einer  so  Terdienelliclieik  Scluift  Boeli  Morcb,  dase  er  io 
einem  Aohenge  auf  S.  13.— S. 30.  awei  «Ten  Keppler  flir  Wal- 
lensteia  geetettte  PregaoaGea,  TolMlDdig  mlttlieilt«  Ten  denee 
das  kSraere  sieb  awar  acbon  im  ersten  Bande  der  yon  Prefeaaer 
Frlseb  besorgten  Ansgabe  der  Keppler'seben  Werice  befindet, 
bier  aber  versebiedener  Varianten  wegen ,  wie  sieb  dieselben  in 
den  Pnlkewaer  Mannseripten  finden«  sebr  sweekmissig  ▼en  Nenem 
abgedmekt  worden  bt  Wir  danken  Herrn'  O.  Strafe  reckt  sebr 
IHr  diesen  fiberaus  wertb?eUen  Beitrag  an  der  Gescbicbte  onserer 
WissenscbafI«  «        6  innert. 


i  A  r  i  t  h  m  e  t  i  k.^ 

Logarithmen  derZahlon  uodder  trigonometrischep 
Fnuctionen  <und  Antilogarithmeii.  Mit  einer  Sammlung 
von  Tabellen  und  Formeln  für  wissenschaftllclie,  tecb« 
nische  und  Schulifi^ecke  in  neuer  Anordnung  von  Dr. 
Fr.  Lukas.  Wien.  Uelf.  1860.  m.  1  Thir. 

Diese  kleiuea  iünfstelligeu  Tafeln  sind  auf  sehr  schönes  und 
starkes  Papier,  und  mit  sehr  deutlicher  und  scharfer  iScIiiilt  ge- 
druckt, überhaupt  heiir  elegant  ausgestattet.  Ausser  den  gcv^ühn- 
liehen  Tafeln  der  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  Winkel lunctiu 
nen  enthalten  sie  auch  die  Antilogarithmen  und  noch  eine  grosse 
Anzahl  anderer  nützlicher  Tafeln  aus  dem  Gebiete  der  reinen 
Mathematik,  der  Physik,  der  Astronomie  und  Technik,  im  Ganzdn 
28  Tafeln,  wie  «.  ß.  Tafeln  für  mittlere  Kefraction,  Verwandlung 
der  Sterrizeit  in  mittlere  Zeit  und  iinii;okehrt,  Verglelcluing  der 
Tbeniiünieterscalen  nach  Celsius,  Heauiimr  und  Falireiifieit,  Ko- 
duction  des  barometers  auf  0^  K.,  l*sychrometerta(elii  nach  August, 
Reduction  der  Aräonieterg^rUde  nach  Baume  auf  das  speciöscho 
Gewicht  bei  15*^  K.,  TaU'In  zum  Ilühenmessen  mit  dem  Barome- 
ter nach  Gauss,  Aeqaivalente  chemischer  (ii  undstoffe,  Ausdehnung 
einiger  Körper  durch  die  Wärme,  Specitische  Gewichte,  Maasse 
und  Gewichte,  u.  s.  w.  Zui^leich  ist  ein  bei  anderer  Gelegenheit 
(Literar.  Bericht  Nr.  CXXXVUl.  iS.  13.)  von  uns  ausgesprochener 
Wunsch  in  diesen  Tafeln  wenigstens  tbeilweise  erfüllt  worden^ 
Indem  Taf.  V.  auch  die  wirklichen  numerischen  W-erthe  der  Si- 
nns, Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  enthalt.  Diese  Tafel 
schreitet  aber  leider  nur  von  15  zu  15  Minuten  fort,  was  für  den 
bequemen  Gebrauch  nicht  ausreicht,  welcher  ein  Fortschreiten  durch 
die  einielnen  Minuten  fordert  Dann  aber^mOssen  solche  Tafeln 


iUerärUektr  BerM^CXlfil, 


diese  Functiooeu  sec  =  — cosecss      dienen,  die  häufig  vor- 

eot  •tu 

IcomnieiideB  DIvUimim  ^arok       Co^m  und  Sinus  in  d^  laidfr» 

tma  MaHiplicailloiieik  Mp.  vlt  der  SManto  «nd  der  G«««caafft 

Bii  TemaiiMiij  was  natfltiieb  fttr  den  be^acmaa  pnkliMm  €r9> 

fcraoelL      grosser  WiebtlgMC  tot  Wir  wAnadm  daker  redit 

sehr»  daaa  M  einer  neuea  Avegaite  aetaier  TafiBm  ^  ^^^^ 

finser  eiae  dareti  die  elnaelaea  Mtonten  forteebnralteiida  Tafd  4ar 

wlrldiefaea  WerÜie  der  3laiia,  CssIbm»  Taagenlaa,  CetangeDtoBj 

Seeaoleii  and  Coeecautea  Mßige»  weielie  ia  der  Pfa^  ia  ««Ik 

▼ielen  FlUen  too  dem  vortheilliaftestea  Gebianch  aetn  Icana.  Die 

trefliidien,  nameatlicli  aekr  eorreeten  Tafeln  vobSherwIn^  wtfr- 

dea  aar  eine  Verkflraaag  aaf  fliaf  Decimatoteliea  erfordeni»  «m 

aine  solche  Tafel  mlt.grQsster  Lefebtigkett  conatrairea  an  kOaiiea. 

Wk  wflaacken  dem  ktfwakan  BMüeia  aeiglUtige  Beaektnag. 

Leider  scbeuit  der  Preis  von  1  Tklr.  awak  aiebt  an  siek,  aber  ia 

Verbillaiaa  au  dem  anderer  TaCeln  etiraa  keek  aa  aeiai  nad  doifte 

der  au  wunsckeiidea  weiteren  Verbreitnng  eiatgarmaaaea  Idndemd 

eolgegen  treten.  '  ^ 


Geometrie. 

Dee  Apolloniaa  venPerga  aiekefii  Btieker  €ber  dieK«- 
gelsckaitte  nebat  dem  darek  Haliey  wi^derkergeatall- 
teri  aektea  Bneke.  Deataek  keiivbeiiat  Toa  H.  Balsam. 
Dabei  ein  Anbang,  eatbaltends  'Die  aaf  die  6'aometrle 
der  KegeJscbnItte  bbaflglichen  Sltse  aaa  Newton 's 
«,pbiloaopbiae  naturalis  principia  matbematiea.*'  Mit 
"91  Fignrentafeln.   Berlin.  G.Reimer.  1861. 


Wir  daainm  Herrn  H.  Balsam  für  dieae  aebr  gute  Ueber- 
Setzung  oder  vielmelir  Bearbeitung,  welclie  von  der  TerdleasÜicbea 
Verlagshandlaag  aaeb  äusseriich  sebr  gut  aasgestattet  worden 
iai«  der  voUattadigen  aebt  Bfieber  des  apolieniaeben  ileistenrerka 


Das  jetzt  seltene  Buch  hat  den  Titel:  SherwinU  Matema- 
tijiai  Table«.'  The  third  edilion.    Carefiilly  reTiscd  and 

rorrectod  hy  Willimu  Gardincr.  London  1742.  8.,  wobei  wir 
bemerken,  daas  es  darauf  unkoiuuit  «gerade  diese  Ausp^a1>c  /u  benutzen, 
weil  die  neueren  Auagaben  von  Clark  ütiaserct  fehlerhaft  gedruckt  «iod. 


Digitized  by  Google 


V 

I  ' 

Mimmmktf  BmieM  cxutL  '  5 

vod  l&deB  es  »nch  gans  uradaRiMig  ood  MgclmBflDy  das» 
Herr  Bearlieiter  sieh  nieiit  scUTiseh  dem  WortlaDt  des  Originals 
aogeseblossen,  sondern  ^efa  einer  freieren;  der  neueren  Wissen*  ^ 
sehaft  nebr  änsdiliessenden  Eesriieitang  liedient  liat  Ein  gleielies 
VerMren  liabea  aodi  die  IHberen  Besfbeiter»  insbeeeodere  Bar- 
rew  in  seiner  eebr  gaten»  nnter  dem  Titel:  Apelionii  G^nica: 
metbodeneva  illastrata  et  aneclnctedemoteetrata.  Per' ' 
Isaaenm  Barre ir«  Loodtnl  IflTSw  4^.  erschienenen  Bearliet- 
tnng  der  ?ier  ersten  Bdcher«  welche  hekaiintlich  allein  nodi  Im 
Original  verbanden  sind,  befolgt;  undBarrow  hat  slcb>  vrie  schon 
der  Zosats  %,sncclnete  demonstrata*'  anf  dem  Titel  andentet»  noch 
viel  grossere  Freiheiten  erlanbl^  als  der  Jetslge  Herr  Herausgeber. 
Die  vier  erstef  Bdeher  sind^  wie  sehen  erwShnt  Im  Original  die  . 
die  drei  folgenden  in  einer  arabischen,  Uebersetsnng  vorhanden, 
and  das  achte  Ist  von  Halley  nach  der  kurzen  von  Pappus 
gegebenen  Anselge  wiederhergestellt.  -  Die  schönste  lateinische 
Ausgabe  aller  acht  Bücher,  die  vier  eraten  zugleich  griechisch, 
hat  Halley  (Oxoniae  1710.  FoL)  geliefert/ nnd  als  eine  neue 
Bearbeitung  in  deutscher  Spracbe  dieser  sebr  schSnen  nbd  sei* 
tenen  lateinischen  Ausgabe  von  Halley  ist  Herrn  Balsams 
venRenstlidies  Werk  an,  betrachten.  Hit  .Dank  amss  auch  von 
denen,  die  Newten's  „Principien**  nicht  besItBen,  die  Bfihhsl* 
'  long  der  in  diesem  unsterblichen  Werke  des  menschlichen  Qe^ 
stes  enthaltenen  Hdtse  iber  die  KsgelecWite  angenommen  wei^ 
den,  so  wie  auch  das  sebr  vollstHndIge  Inhaltsveraeichnlss  des 
apoUonlschen  Werks  anf  S.  3S8.-»fi!.  854»  die  UebeEsIcht  wesenl- 
Beh  erlsiohlsft.  Ilnrmiipibsf  und  Yetkiser  vsfdlenen  jeden&Us 
den  wlittmtflB  Dank  Mr  diese,  Benpiehstmig  des  dentsehen  ma-  '  ^ 
thsmatlnsban  .Lltmtnr»  db  wir  swr  seiifUtilgaten  HeMhtimg  drbi- 
^•nd  empirfden. 
• 

Intorno  alla  cnrv'a  gobba  del  quart'  ordlne  per  'la 
quäle passauoa  sola  superficie  di  secondo  grado,  sunto' 
di  nna  memoria  letta  dal  Prof.  L.  Cremaaa  alT  Accad. 
delle  Scieoze  deir  Instltnto  di  Beiogna  ai  7  di  Marne 
1^1.  Bologna  1861. 

Wir  zeigen  diese  kurze  Aualyse  einer  vor  Kurzem  in  dem 
Institut  zu  Bologna  gelesenen,  wie  es  scheint^  sohr  interessanten 
Abbandluni?  des  Herrn  Professor  Lui^];i  Cremotia  über  eine  Curve, 
durch  welche  nur  eine  Fläche  des  z\\eiteü  Grades  ^cht,  die  in 
den  Schriften  des  genannten  Instituts  erscheinen  wird,  und  auf 
die  wir,  so  bald  »ie  in  unsere  Häode  gelangt,  zurücklsommen  wer- 
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den,  hier  för  jetzt  nur  ao,  um  aaf  .b«lr«CMd6  Ablumdlimg 
Mlbflt  ?orläitfig  anfni^riuaoi  la  macbatt. 


Vermischte  Schrifteih 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXVII. 
S.  13.,  wobei  bemerkt  wirdj  dass  dort  durch  ein  Versehen  nicht 
angezeigt  worden  ist,  dass  die  Hefte  17,  18,  20,  22  zu  Tbl.  XXXVII.» 
die  Hefte  2;^,  24,  25  su  Thi,  X2(ZVliI.  geboreo). 

Band  XXX VIU.  1859. 

JNr.  26.  Frtesacb:  Aatronomiscbe  und  magnetbche  Beob- 
achtungen in  Amerika,  angestellt  in  den  Jahien  1857,  1868»  J859 
S.  5d3.  —  Fritaeb:  Ueber  die  Störungen  des  tSgü^sben  Ganges 
einiger  der  wiebtigsten  meteorologiscben  Elemente  an  Gewitter- 
tagen (mit  1  Tafel).  S.  633.  —  Alltf:  Ueber  die  Bahn  der  Ne- 
mansa.  S.749, 

* 

N r*  27.  Bl  n  rm  a  n  n :  Ueber  die  Babn  der  Buropa  (Fortsetning). 
'S.  8S1.  r~  Strancb:  Auszug  aas  der  'Abbandlnng:  „Abls  umge- 
kebrte  Problem  der  Brennlioien.*'  S.  861. 

Nr.  28.  ^  Luwy:  Ueber  die  Bahn  der. Eugenia.   6.  1Ü25. 

Band  XXXIX.  1860. 

Nr,  1.    Schmidt:  Ein  Beitra^^  zur  IVlcchLinik  der  Gase.  *  S. 41. 

—  Wül lerstorf-Urhair :  Ueber  das  Verhalten  und  die  Ver- 
tbeilung  der  Winde  auf  der  Oberfläche  der  Erde,  so  wie  insbe- 
sondere aber  die  Windverhältnisse  ^am  Cap  Horn  (mit  6  Tafeln). 
S.105. 

Nr.  4*  Reitlinger:  Ueber"  die  Einwirbang  der  Elektrlc'itKt 
aof  Springbrunnen.'  S.  590.- 

Nr. 6.  Littrowi.And^ntongen  Ober  Mtronemiscbe  Beob* 
aebtnngen . bei  totalen  Sennenfinsternissen.  S. 636.  — .Derselbe: 
Physische  Znsammenkflnfte  der  Asteroiden  im  Jahre  1860.  S.636. 

—  Knochenbauer:  Ueber  das  elektrische  Lnftthermometer. 

S.  701. 

Band  XL.  18ü0. 

Nr.  7.  V.  Littrow:  Ueber  das  Mikrometer  mit  lichten  Li- 
Viien  bei  den  Wiener  Meridian -Instrumenten.  S.  27.  —  v.  Son- 
klar:  Ueber  die  Aenderongbn  der,  Temperatnr  mit  def  Hobe* 
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S.  88.  —  Pohl:  Ueber  mikmkopiicbe  Probeob)ecte,  insbeiNHidere 
Nobcrt's  Testobjeot-  Platte.  S.  63. 

Nr.  12.  Helmholtz  und  v.  Piotrowski:  lieber  Reibung 
tropfbarer  Flüssigkeiten.    S.  607. 

fiand  XU.  1860. 
Nr,  13. '  L5ffier:  Beitrag. sum  Crohleme  der  Bracbystocbrone. 

Nr.  14.  Hornstein:  Ueber  die  Helfigkeitsmessunq^en  bei 
kleiiien  1' ixvsternen.  S.  261.  —  Sonndorfer:  Ephemeriden  lür 
die  Helligkeit  der  Asteroiden  im  Jahre  1860.  'i/l.  —  Od- 
slrcil  und  Studnicka;  Ueber  clektriscbe  Entladung  und  lit- 
duction.    S.  302. 

iSr.  10.  Keitlifiger:  Zur  Frklärur):;  der  Lichtenbergiscben 
Figuren.  S.  358.  —  Kreil:  Beitrag  zur  Klimatoiogie  von  Central- 
Afrika.  S.  377. 

Nr.  17.  y.  Lang«  Ueber  das  Gesetz  der  lationalen  Verhält- 
nisse der  Tangenten  tautozonaier  Kryatalle.  S.  625.  —  Ni'emt- 
sehik:  Ueber  die  directe  Conatmction  der  scbiefaxtgen  Kryetflll- 
geflrtalten  aus  den  Kantenninkeln.  S.  535.  —  Mach;  .^Ueber  die 
Aenderong  dea  Tones  tiod  der  Farbe  darch  die  Bewegung.  S.  543. 

'Nr.  18.  Petaval:  AngatrSm*« '  experimentelle  UDterenchnn- 
gen' über  das  l^pectrum  de«  elektrischen  Fnnkens  in  Beatehmig 
auf  die  Farben  der  Hoppelsterne.  S.681. 

Nr.  19.  WInckler:  Einige  allgemeine  Sfttse  mr  Theorie  46r 
Reihen.  S. 675.'  —  Petzval:  Ueber  Profeeaor  A. Mfiller'e  Dis- 
cussionsmethode  der  algebraischen  Flächen  höherer  Ordnungen. 
S.  735.  •  /  • 

Nr.  20.  Reitlinger;  Zur  Erkhäruii^  des  LuUin'schen  Ver- 
suches und  einiger  cmderen  Artunterschiede  der  positiven  und 
negativen  Elektrirität.  iS.  759.  —  8  ehr  auf:  Bestimmung  der  op- 
tischen Constanten  krystallisirter  Üürpcr.  1.  Reihe.  S.  769. 

Band  XLU.  im, 

Nr.  21.  Dauber:  Ermittelung  krystallographiscjier  Constan- 
ten und  deren  Zuverlässigkeit.    S.  19. 

Nr,  2"2.  Sc  braut  :  Bestimmung  der  optischen  Constanten 
krystallisirter  Körper.  11.  Keihe.  S.  107.  —  ScbOnfeld:  ßeob« 
achtungen  von  veränderlichen  Sternen.  S.  146.  —  v.  LIttrow: 
lieber  Herrn  M.  Eble  s  graphische  Methoden  der  Auflösung  sphS- 
rischer  Dreiecke  mit  besonderer  Radcsicht  auf  seio  neuestes  ^StoB* 
denzeiger"  oder  „Horoskop**  genanntes  Instrttment  S.  203. 

Nr.  24.  MkCheilang  des  Herrn  Buy«  Ballot,  Direelors  des 
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meteorologischen  Instituts  in  ü^rtcht  &  209.  Weiss:  Deber 
die  Babo  der  Ariadoe.  S.  371. 

Nr.  25.  und  26i  Mmaianti:  Ueber  die  Balm  der  Europa 
(PortsetBDDg).  S.432.  —  y,  Walteobefen:  Ueber  die  Stromricb* 
teng  der  NebeDScUiesraDgen  sBeammengesetzter  Ketten.   S.  439, 

'  Nr. 27.   Hornstein:  Elemente  und  Oppositions-Ephemeri- 

den  (1861)  der  Calliope.    S.  519.  —  Resl  1j  u  b e  r :  Bericht  über 

die  im  Jahre  1859  auf  dem  mamu  tischen  übservatoriuni  zu  Krenis- 

niüiister  beobachteten  Störungen.     S.  533.  —  Dersell>€:  V  or- 

läuüge  Mittheilung  über  die  BewöIkungsverhäUoisäe  des  UiromeJs. 
« 

Annali  di  Matematica  pora  e'd  applicata  pvbblicftti 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilatt  da  E.  Bettl  a  Pisa, 
F«  Brioscbi  a  Pavia«  A.  Genoccbi  a  Torino,  F.  Torto« 
üni  a  Roma.  4<^.  (S.  Literar.  Ber.  Nf.CXLI.  S.20.) 

Nr.  4.  (Luglio  e  Agosto  1860).  Suila  riduzione  di  uo' 
integrale  alle  funzioni  eilitiche.  Nota  del  Prof.  B.  Tortolini  (Cod- 
tinoasione  e  fine).  p.  193.  —  Intorno  alla  moltiplicaztooe  d'alcaoe 
forme  qua draticbe.  Nota  dtAngelo  Geooechi.  p.202.  —  Sopra 
la  teorica  del  nnmeri  congrui.  Nota  di  F.  Woepcke.  p.  206. 
Sopia vna traafonnazione  deli'  integrale  ellitticoi  Nota  di  F.  Br  io- 
schi.  p.  ^16.  —  Discorso  commemoratiTe  eu  Gustave  Pietm 
Lejenne  Dirichlet  pronunciato  da  E.  E.  Kammer.'  TradusioDe  dai 
tedeeco  di  Feiice  Caeerati.  p.22l. 

Riiri<)ta  bibUograplilea»  Sopra  la  propagazione  delle  oode 
piane  di  un  gaz,  di  E.  Betti.  p.  232.  —  Sülle  soperficie  di  se- 
coud'  ordine  oroofocali,  di  L.  Cremona.  p.  241.  —  Lezioni  di 
Meccanica  rationale  di  O.  F.  Mossottl.  La  Statica  dei  sistemi 
di  forma  invariablle  di  F.  Brioschi.  —  El  einen  ti  di  Meccaoic» 
razionale  di  D.  Chelini  deile  Scuole  Pie.  Articolo  di  Giovanni 
Novi.  p.  245.  —  Sopra  nn  teorema  di  Geometria.  Nota  di 
Alessandro  Dorna,  p.  252.  —^Intorno  ad  alcuni  integraü  de* 
finiti.   Articolo  di  F.  Brioschi.  p.254. 


Academie  des  sciencea  de  Paris« 

» 

Grand  prix  de  ni  a  t  Ii  e  ni  a  t  Iq  u  es  pour  1862. 
Rysumer;  discuter  et  perfectionner  en  qaelque  point  impor- 
taiit  les  resultats  obtenus  jaaqu'ict  sur  la  ,th^orie  des  coui^ee 
planes  da  quatrieme  ordre. 


\ 
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SymUm»,  Iiehr«  mmA  WCrteASeker. 

H.  G.  Doerk«  i<ehrbacl(  der  Matbeniatik  für  Gymnasies  and 
Reaiicliulen.  II,  Bd.  2.  TM,:  L«hrbacb  im  Stereometrie,  ephSri- 
sehen  Trigonometrie  uo^analyllscbeD  Geometrie.  gr.8<*.  geb.  Berlin. 
2i  Ngr. 

Li.  H-offroann^  Matbematiscbea  WOrterbocb.  J4*  u.  15.  Lief, 
gr.  80.  Beriin.  k  20  Ngr. 

Ajritlaiuetik. 

Aloys  I\Iayi,  Grundlegung  der  Theorie  des  Variationä-Cal- 
cölfi.    Wurzburg.    8^.    Mit  eingedr.  Holzschi).    "24  Ngr. 

Ci.  lildffell  Airy,  On  the  Algehraical  und  iNuinerical  Theory 
Errors  of  Obijt'rvatiuiiei  and  the  Combwation  of  Oböervations. 
London.   8^.  2  Thir.  18  Ncir. 

\V.  Herkhar»,  Die  Ainvendurig  der  (ieouietiie  auf  Arithmetik 
und  Algebra,  enthaltend  die  wichtig.sten  Lehrsatze  der  Arithmetik 
und  Algebra  durch  seouiei lische  (Instructionen  «Inr^cstellt,  mit 
Hin\vei8ung  auf  Wiegaad  «  Lehrbuob  der  Arithiuetik.  gt,iP.^ 
geb.    Halle  a.  d.  S.    24  Ngr.  •  , 

D  u  h  a  II)  e  I ,  Elements  de  calcul  intinitesintal.  2*ädition.  Tuu^e  Ii. 
Paris.  80  Mit  l  Taf.  l^eis  beider  Bände  4  Thir. 

E.  Heine,  Uandbusb  der  Kugeifanotionen.  Lex.-b**.  geb. 
BerUn.    1%  Thir. 

€.  J.  Dd.  Hill,  MatheseoH  fundamenta  nova  analytica.  Pars  I.: 
.Matbe^io  universalem,  in.uaum  praelectionum  adornafam.  coni' 
pTehendena.   Londiui  Gotborum.    Greilswald.  4*^.  2  Thir.  10  ^gr. 

E.  M eissei,  Lehrhulh  der  Arttbmetik  und  Algebra  für  höhere 
Lehranstalten  bearbeitet,    gr.  8^.    geh.    Berlin.    1  Thir.  25  Ngr. 

J.  B.  Montag,  Populäres  Uundbucb  aur  leichten  und  schnei 
len  Seibsteriernong  der  l^uchstabenrechnnng  und  Algebra.  Ein 
Commentar  zu  Meyer-Hirsch'.s  Sammfang  von  Beiapielen,  For* 
raein  I  und  Aufgaben  ans  der  Bacbstabenrecbnung  und  Algehra. 
Theoret.  Tbeil,  2.  Aufl.   gr.  8*».   geb.   Braunschweig.  27  Ngr. 

F.  ' Ramm  er,  Die  Bocbstsbenrecbnung  und  Lehre  von  den 
Gleichungen.  Mit  einer  Sammlung  von  Aufgaben.  LTbl.  3.  Aufl. 
gr.        geb.,  Heidelberg;  IVs  Thir. 

S.  Spitzer,  Ueber  MOnz-  und  Arbitragen-Rechnung,  gr. 
Wien.  geb.  1  Thir.  4  Ngr. 

A.  Timmermans,  Traiti$  de  eaicul  difftfrentiel  et  de  catcuL 
integral.  2«  ddit  Gand  et  Bruxelles.  8^.  ^  3  Thir.  5  Ngr. 


F.  ViUicuti,  Vpllfltäiidiges  Lehr-  niid  Uehuii<^slmch  der  Arith- 
metik fÖT  Unter  UeaUchulen.  1.  ThI.  F  ür  die  J.  Kla«be  der  Un- 
terrealschule,   gr.  8".    geb.    Wien.    *  ^  '  hir. 

A.  Zillroer,  Die  matheraatischen  Rechnnn<;eti  bei  Lebeof- 
und  Renten- Versicherungen,  systeniaL  entwickeit.  üerlin.  4^.  'iTbir. 


Apollonias  v.  Porg  ,  Siebon  BOditr  fiber  KogebellDiltf 
nebst  dem  dnrdi  Oatley  wieder  hergestellleo  sefafen  Bscle. 
Üeatseb  beorik  foo  H.  Bslvam.  Dabei  ein  Aabaegy  '«iitb.:'lNe 
aaf  Geometrie  der  Kegelscbnitte  bezüglichen  Sfttse  ans  Newtoo't 
„philosophiae  naturalis  principia  roatbematica."  Mit  31  Figireii* 
tafeln.    Berlin.  S«.   3  thlr.  10  Ngr. 

C.  Fliedner,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  in  Verbindung 
mit  einer  Aufgabensamnilunir  zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr- 
anstalten,   gr.  8®.   geh.    Marburg*   25  Ngr. 

C.  Kehr,  Praktische  Geometrie  för  Volks-  und  gewerbliche 
Fortbildungsschulen.  Auf  das  Princip  der  Anschannng  gegrundel, 
in  heurist.  Lehrform  dargestellt,    gr.  8'^.    geh.    Gotha.   28  Ngr. 

The  (^uadrature  of  tbe  CIrcle.  Correspondence  betweeo  an  emi 
nent  i^athematician  and  James  Smith.  8®.  London.  Cloth.  lOs.ßd. 

CR.  M.  Tal  bot,  Sir  fsaac  Neivton'»  Enumeration  ol  Liiie> 
üt  the  Third  Order,  Generation  of  Curves  by  Sbadows,  Or^inii 
Descriptinn  of  Corves,  and  Constructton  of  Eqaations  by  Curves* 
Translated  from  the  Latin.  V^^itfa  Notes  und  Exanipies.  London. 
8^.   Mit  14  Taf.  und  m  Holzschn.   4  Thlr.  6  X^r. 

f  V^olff,  Die  beschreibende  Geometrie,  die  geometrische 
Zeicbenkiiiist  und  die  Ferspekti?e.  3.  Aufl.  gr.  8^.  Mit  Atia«  in 
gr.  4fi.   geb.   Berti«.  3»/,  Tblr.  ^ 

TrisoMOictiie* 

K.  E.  Zetzsche,  Die  Elemente  der  ebenen  Trigonooietrie. 
gr.  8^.   geb.   Altenburg.   16  Ngr. 


G.  üecher,  Uandbach  der  rationellen  Mechanik.  4.  Bd.  Mecba- 
uik  flüssiger  Systeme.   Mit  2  Steintaf.   Augsburg.   S^,   2  Tblr. 

C.  Holtzmann,  Lehrbuch  der  theoretischen  MecbaniL  gr.^* 
geh.   Stuttgart.   2  Thlr.  6  Ngr. 

Gst.  Schmidt,  Die  Gesetze  und  die  Kräfte  der  reUtiveo  Be- 
wegung In  der  Ebene.  Vorgetragen  am  ausserordentlichen  Mascbi- 
uenbauofirs  au  der  k.  k.  Montan  -  LebranstaU  in  Pribram  18^/60. 
pt  Holzschn.    Wien.  16  Ngr 

Sturm,  Cours  de  mecanique  de  l  Ecole  polytechniqne,  pnblie 
d  a|)i  es  le  voeu  de  i  aotenr  par  £.  Prouhet.  Toiee  L  Ia'& 
Paris,   les  2  vols.   12  fr.  . 
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Perpetom  MtbUe^  «».Seatck  fat  IMf-notlve  Power  dvriDg 
tli*  I7th ,  IM»  «na  IMt  G«»(iiri6s»  iUo»trfttod  from  vvmni^  autbentic 
.   Sources  in  Papen»  Essays,  Lettars»  Paragrapbs»  aod  imneroiis  , 
Ratest  Specifications«  vritb  an  Islroiiietory  Essay  by  fl.  Dircksi 
LoiMisn.  8P.  4  Thir.  6  Mgr. 

Astronomie. 

Annale«  de  rObservatoire  Inp^rial  de  Paris,  pubJieee  par 
U.  J.  Le  Verriet.  Observations.  Toroe  XIII.   Paris.  4^. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  fiSr  den  ^nlang  des 
Jahres  1S56,  entworfen  anf  der  KunIgL  Sternwarte  zu  Bonn.  [Von 
F.  Argelaader.]  &  IML  Bonn.  FoL  4  litbogr.  Taf.  3  Tbir. 

F.  Braun,  Le  monde  edlest« cn  taUeanx  tianspareiits ;  atla« 
ia-4.  de  2ß  pL  leptdaealaiit  lee  constellatieiis  des  dtöUes;*  aecom-' 
pttgnd  d'ane  carte  transpareate  dn^  eiel  et  d'oii  tüte  eiplieatir. 
Bmxelles.,  8  Tbtr. 

C.  Brnbns«,  Astrooenieebe  Strabfenbreebang  fai  Ibrer  biato* 
rJacbeaEntwieketaagdargeatellt.  Lex««^.  gebw  Leipsig.  V/^Thlt, 
Handatlas      Bnle  «nd  des  Himmels,  Neu  ledig*  Ausgabe. 
Liet  IaipL«Pol.  kWNgf.^  YeHm^Aiagabe.  Imp^Fol. 
'  '21-^%  IMt  k  8  Ngr.  Weimar. 

H.  Heelcy  Recberebesastronemiqaesderobsefvalolre^Ctreebt. 
1.  IM,  De  llntnenee  den  monvements  de  la  terra  «or  les  pbtf- 
nete^nes  fondamenteanz  de  Toptique  denl  sesertrastrenomie.  gr«  4**. 
Mit  2  gelith.  uitst.  platen.   La  Haye.  2  fr.  50  c. 

J.  H.  Mädler,  Die  Fixsternwelt.  2.  Aull,  des  Werlies:  Ueber 
_  die  Fixsterne  im  Allgemeinen  und  die  Doppelsterne  insbesondere, 
ergänzt  durch  einen  Nachtrai^  der  neuesten  Erforschungen  auf  die- 
sem Gebiete ,  nebst  3  Tab.  und  1  Sternkarte.  Berlin.  8*^.  22Vt  i^gr. 

G.  I).  E.  Meyer,  Ueber  die  totale  Sonneoüost.  am  18.  Juli 
1860.    4^    Kiel.    Ii  N^r. 

PubUcations  de  Tobservatoire  d'Athenes.    II*  Serie,  tome  1.: 
Beiträge  zur  physikalischen  Geographie  von  Griechenland  von  ' 
'  J.  F.  Jul.  Schmidt    3  Hfte.   Athen.   4®.   4  ThIr. 

M.  Ri,edig,  Sternkarten  in  20  Blättern  nach  Bode's  ürano- 
graphie  io  kleinerem  Maassstabe  dargestellt.  2.  Aufl.  qu.  gr.  4®. 
geh.   Leipzig.    15  Ngr. 

G.  Küroker,  Die  totale Sofineniinsterniss am  18.  Juli  1860.  Be- 
Obacht,  zu  Castellon  de  la  Plana.  Hamb.  4<».  MitlChromolltb.  20Ngr. 

C.  BremikeT,  Annoaare  nantiqne  en  dphdmdiidss  et  tables 
eomptetes  ponr  Tan  1863  poiir  ddtermuier  In  longitnde.  Ja  lalitnde 
et  te  tempa  dana  la  navigation  etc.  gr,  8^.  geb.  Beilbi.*  19 19gr. 

C*  Bremiker,  Nantiscbes  Jabrbncb  od.  vollst.  Bpbemeriden 
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u.  Taleln  f.  d.  Jalir  1863  zur  fi<  sfimimiuij  der  Liinge.  Breite  u.  Zeit 
zur  See,  iiacli  asii  ofioiii.  BeobachturigiMi.  nr.  8**.  geh.  lierlin.  ISNgr. 

F.  J.  S  ta  III  k urt.  De  regeling  voti  kompassen  aan  boord  van 

ijzei  en  eu  boiften  schepeii.    gr.  8*^.  Met  5  gelith.  platen.  Anistec- 

dara.   5  fr.  '  '  • 

Pliy«iJ(. 

J.  K.  liaehr,  Der  d\iKtniische  Kreis.  Die  natürliclie  Keihen- 
folge  der  Ele^Jiente  und  zusattuncDgesetzten  Körper  als  Resultat  der 
Beobacht.  ihrer  dynani.Wirksaink.  2.  Lief.  gr.  4'\  Dresden.  3V2Thlr. 

Gi.  rapelli,  Oi»i»ervazioiil  Meteorofot^iche  eseguite  nella 
R.  Specola  astrononiica  di  Aiilano  negli  aiwu  1858 — 59.  Milaoo. 
40.   6  Thix.  20  N£?r.  •  ^ 

8b.  Cornelius,  Die  Theorie  des  Seheii^  nnd  räumlichen 
Vorstellens.  Vom  physikalischen .  fthy^iologiseh.  u.  psychologisch. 
Standpunkte  aas  betrachtet.  Mit       Holzschn.  Halle.  H^.  4  Thlr. 

eil.  Drion  et  M.  Fernet,  Traite  de  phvsique  eleiirentaire, 
suivi  de  proldemes.  1.  Partie.  In-i2.  Avec  ligures  dans  le  texte. 
Paris.  4  fir. 

.  AUgemeiiie  Encyclopädie  der  Physik.  Bearb.  von  Brix  etc. 
9.  lief..  Lex. -80    geh,   Leipzig.   2  Thlr.  20  Ngr. 

K.  Kreil,  Jahrbucher  d»*r  !c.  k.  Centralanstnlt  IVir  iMf  f mroloo^ie 
u.  Erdmagnetismus.  7.  Bd.  Jahrg.  1855.  lmp.-4^  geh.  W  ien.  8  rhlr. 

G.  Lame,  Legons  sur  la  tbeorte  analytique  de  la  chaieur. 
Paris.   8».   Mit  in  den  Text  gedr.  Holzschn.    2  Thlr.  5  Ngr. 

G.  Landgrebe,  Grundzuge  der  physikalischen  Erdkunde. 
l.  Bd.:   Geologie.   2  Thie.   Leipzig.   8«.    4  Thlr.  15  Ngr. 

L.  1\1  afthi essen.  Ueber  die  Anorduiine:  der  Elektricität  auf 
isolirten  Leitern  von  gegebener  Form  und  Hi<»  Methoden  der  !\les- 
tsun;^  der  Birjdunjjscoeffizienten  ndtden»  elektrischen  X  erjstärkungs- 
Apparate.  Eine  experimentelle  Untersuchung.  Jever.  4^.  Mit  einer 
Steintafel.  16  Ngr. 

'  F.  J.  Piako,  Die  FluoK-srenz  des  Lichtes.  Mit  inl den  Text 
aufgenommenen  Holzschn.    Wien.   8®.    24  Ngr. 

Repertorinm  für  Meteorologie ,  herausgegeben  von  der  kaiserl. 
geographisch.  Gesellsch.  zu  St.  Petersburg.  Redi?.  v.  f j.  F.  Kaenitz. 
H.  Bd.  1.  Hn.  gr.  40.  Dorpat  u.  Leipzig.  Preit»  liir  den  vollständ. 
Band  7  Thlr. 

P.  RIess,  üeb.  dieelektr.  Hi"gfie:"r^"  gr.8P.  Berlin.  ]2Nsr. 
€.  Sainte-Claire  Deville,  Recberchies  sur  les  principaux 

f)henoni<Mies  de  nietoorologie  et  do  physi^ue  terrostre  ;nix  Antil- 
es.  Tome  l^^,  compreiüHit :  1**  Oltservations  sur  le  treniliiement 
de  terrc  du  8  fevrier  1843  ;  2"  Tabieaux  roet^orologiiiues.  Paris. 
4<».  Mit  Karte.  5  Thlr. 

Pb.  Spill  er,  Neue  Theorie  der  Elektricit&t  u.  dee  Magine- 
tismus  in  ihren  Beziehungen  auf  Seball»  Liebt  und  Wfirme.  3.  Aufl. 
gt.  8^.  geb.   Berlin.  5  Ngr. 

Verinlselite  Schriften. 
Barrow.  —  The  Matheniatira!  Works  of  Isaac  Barrow,  edi- 
ted  for  Trinity  College  by  W.  VV  hewell.   Cambridge.  8^.  6  Thlr. 

DeukschriÜen  der  kais.  Akademie  der  WisseoscbafteD.  Mathe- 
niatiach-natttrw.  Claase.  19.  Bd.  gri4o.  Wien.  geb.  W/i  Tbir.  ^ 
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Literarischer  Bericht 

CXLIV.  . 


Arithmetik, 

A  HIstory  of  ihe  progress  of  tli«  ealcalqs  of  Taria*. 
tions  dnriiig  tli>'Bii>*t«*iith  «entary.  By  L  TodhoMter,- 
M.  A.  Fellow  aad  prlntfipal  natliematieal  L«€tnr«r  of 
8t,  John's  College,  Cambridge.  CambVIdge  aad  London« 

Dieses  grosse,  532  Seiten  umfassende  Werk ,  auf  welches  wir 
einen  Jeden,  der  an  den  neueren  Fortscbritten  der  Variationsrech- 
nung Theil  nimmt,  aufmerksam  machen,  enthält  sehr  vollständig 
die  Geschichte  dieser  Wiasenscbaft  im  neunzehnten  Jahrhundert. 
Aber  es  ist  dleonieht  eine  blosse  Geschichte,  sondern  der  gelehrte, 
mit  der  gesammten  betreffenden  Literatur  in  der  vollständigsten 
Weise  vertraute  Herr  Verfasser  liefert  ans  in  diesem  Werke  sehr 
aasfidbrliebe  AuszOge  aus  allen  neueren  wichtigeren  einzelnen  Ab» 
handlangen  und  grösseren  Werken  über  die  genannte  Wissen- 
schade  wobei  namentlich  auch  die  bekannten  Arbeiten  deutscher 
belehrten  die  sorgfältige fo  imrl  eingehendste  Beachtung  gefunden 
baben,  eo  daee  in  der  Tbat  dieses  Werk  eine  ganze  ^ibiiotbek 
von  Schriften  über  die  Variationsrechnung  ÜMt  an  eraetien  Im 
Stande  ist,  und  daher  dringend  zur  Beachtung  empfohlen  werden 
nwis«:.  Der  Herr  Verfasser  eetbst  betrachtet  sein  Wet-k  in  gcv^  Is- 
ser Rücksicht  als  eine  Fortsetzung  des  im  Jahre  181Q  gleicbfalle 
in  Cambridge  erschienenen  Buchs:  A  Treatise  on  leoperl* 
metrical  Probleme  and  the  Calculus  of  Variati ons.  By 
Robert  Woodbovae,  A.  M.,  F.  R.  S.,  Fellow  of  Caiue  Col- 
lege»  Cambridge,  weiches  od«  bleber  unbekannt  geblieben  und 
nidit  an  Cieeiebt  gekommen  iat   AnaaAge  klinnen  wir  naliriieb 
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hier  nicht  sieben ,  führen  jedoch  im  Folj^enden  die  Ueberschriften  dei 
einzelnen  Kapitel  nn,  um  unseio  Leser  zu  einem  Iii  heil  über  die 
grosse  VollstäiKÜnkeit  des  VVerlves  ivenigstens  einigermaassen  in 
den  Stand  zu  setzei»;  I.  Lagrange,  Lacroix.  il.  Dirksen,  Ohm. 
'  III.  Gaus8.  IV.  Poisson.  V.  Ostroi^radsky.  VI.  Delaiinay.  VIl.  Sar 
ru8.  VIII.  Cauchy.  IX.  Legendre,  ßnmarci,  Jaroln.  X.  Com- 
mentators  on  Jacobi.  (Delaunay,  ßertrand,  Mainardi,  Brioschi, 
Eiscrilohr,  Spitzer,  Hesse,  Clebsch).  XI.  On  Jaeobi's  Mcmoir, 
(Bertiand,  Bonnef,  JIrine,  zwei  Hei^piele).  XII.  Miscellaneous 
Menirms,  (Crfiffe,  Günding,  (Joldscbniidt,  Pagani^  Bjiirling,  Ber- 
ti am!  ,  Schellbach»  Spitzer,  Giesel ,  Löffler,  Lindelnef).  XIII. Syste- 
luatic  Treatises.  (Strauch,  Jellett,  Stegmann).  XIV.  Minor  Trea- 
tises.  (Brunacci,  Gergonne,  Verdam,  Verbulst,  Hordoni,  MomBeii, 
Bri)un,  ßjörling,  Schläfli«  u*  8.  w.,  u.  w.)  XV.  Miscellancmi:« 
Articles.  XVI.  Miscellaneons  Artiiles.  XVII,  Conditioos  of  lote- 
grability.  «       '  ^ 

Es  Ist  dies  ein  Werk  von  sehr  {|;rosser  mathemaÖscher  Ge* 
Jehrsainkelt  and  Bejesfliiheit«  nad  um  so  dankeoswerther  avfnh 
neksMO,  weil  es  bisher  npsers  Wisaeos  kein  Werk  gicbt,  In 
weickem  man  alles  hierher  Gehörende  nur  annfthernd  iiiU  «o  gro»* 
ser  VolbtSndigkeit  belsAinnien  finden  dürfte,  wie  in  dem  vpHi«' 
genden  t  höchst  schfttacbaren  und  mit  besonderem  Dank  aufzuneh- 
menden Buche,  Mögen  die  obigen  knraea  Bemerkungen  lünreicbeD, 
um  die  so  wohl  verdiente  Aufmerksamkeit  auf  dasselbe  im  reich- 
sten Maasse  zu  lenken!  '  , 

Logarithmisch-trigottometrische  Tafeln  mit  aetke 
Declmalstellen.  Mit  besonderer  BerQekalCbtignng  ffit 
den  Schnigebrauch  bearbeitet  von  Dr«  C  Bremikei* 
Berlin.    NIcolalseb«  Verlagsbuehbandlnng.  IMl' 
1  Thiff.  7Va  Sgr. 

Herr  Dr.  Brem.iker,  schon  so  vielfach  verdient  durch  die 
Herausgabe  trefflicher  logarithmisch -trigonometrischer  lafeln  und 
andere  mathematische  uiul  nautische  Arbeiten,  hat  bereits  ioi 
Jahre  1852  eine  sechsstellige  logarithroisch- trigonometrische  Tafel 
unter  dem  Titel: 

Logaritbmorum  VI  decimalium  nova  Tabula  ßero- 
linensis  et  numerornm  vulprAHnm  ab  I  us1q[ue  100000  et 
functionom  trigonometricarum  ad  decades  minutoruni 
secundorum,  auctore  Carole  Bremiker,  Dr.  Pfa.  Bero- 
linK  1852.  8^  ' 

herausgegeben,  welche  von  uns  im  Literar.  ßer.  ]\r.L.\XVjI.  S.963. 
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wnfftmUgt  und,  wie  sie  es  so  sehr  verdiente,  driogeod  zur  Beaeb* 
luog  empföhle»  werden  iel«  lo  der  lehrreichen  Vorrede  zu  der 
verllQgenden  eeiee  Aoegabe  äoicher  Tafeln  setzt  der  Herr  V«f* 
fasser  deutlich  aus  einender»  daee  man  bei  den  meisten  Anwe»- 
^SBgen  der  Logarithnm  mit  secbsstelligM  Tafele  vollständig 
«mMiehti  worin  wir  ihm  durchaus  MetiflUMD.  Steimtiiehe  Reeli- 
vumgtmt  weJelM  den  Z^cck  habe»,  aae  geMoteaeii  Stifehe»  «a> 
dere  irgendwie  damit  znaaflimenhfingende  zu  beetinUBM,  gebo|l 
•Ol  feblerliaftae  Reeeliat,  weil  die  durch  BeobaelitaBgen  oder  Ver* 
mMi«  feweaaMMii'  Dala  fehlerhaft  sind,  lud  dieser  FeUer  iat 
MdMl  bei  das  genaaealea  moä  nit  4m  jrerzuglichsteii  InstiaiDmi* 
tatt  aagaataUten  Meeseogea  mMeotana  Mch  fifaftDal  grosser,  ale 
darjenlg»,  welohar  dni^  die  renaeliliaaigf e  aUaata  Decimalstelle 
ia  der  Ba*fcwup§  aiek ,  aAbSofan  fcaaa.  Der  aaa  den  folilerfaall' 
gegebenen  Stfieken  Ia  das  RecIrouDgereeiilUt  übergebende  Fehler 
kann  daher  weder  erbeblich  vermehrt«  nooh  renniodert  werden» 
man  mag  die  alebeiite  Oecimalatelte  ibitnebmen  oder  ganz  fort- 
lassen» end'  dies  Ist  der  Grund,  warum  maa  zum  'gewSbnIichen 
Gebrancbe  auf  dem  Tische  des  Astrooomen  und  Physikers  nar 
noch  die  sechsstellige  Tafel  antriSI. 

Ueberlegt  man  nun  aber  dies,  so  ist^  es  in  der  Tbat  schwer 
zu  begmlfen,  wcabal^  erfahrangsmfissig  auf  den  büberen  Ltbran- 
atalten  die  SehUler  immer  aocb  sa  Tiellacb  mit  den'groasen  sie- 
beosteUigen  Tafeln  gaqnftlt  werden,  and  waram  man  niebt  schon 
ttngst  w  den  so  finsserat  beqaemen  Sfocbsstelligen  gegriliea^bst, 
w^n'  man  mit  föafeteUlgen  sich  nicht  begnügen  su  dflrfen  glaubte. 
Wir  wfinsebe%  dringend  die  Einlilbriuig  sechaateUiger  Tafeln  auf  * 
de«  Schnlaa,  wie  wir  dies  scben  oft  gaevg  In  dienen  Berichten 
»osgestyroeben  haben  ^  vad  susmI  dabss  dar  Mciunag.  daaa  der  Herr 
Yorfasaar  and  'die  Verlagshandlaaf  alcb  darcb  die  Herausgabe 
di«asc  asf  gHtaa  Papier  nit  sehr  scharfen  und  deollieht o«  dm 
Aogen  sehr  wobltboenden  Ziffern  gedrucl^ten  aecbsstelligeo  Tafeln 
^ein  ^ebr  wesentliches  Verdienet  um  die  Schulen  erwerben  haben, 
welchee  die  letzteren  nur  durch  recht  rielen  Gebrauch  einiger- 
maassen  lohnen^  mugen  I  Die;  allgemeine  Einrichtung  ist  überall 
bUehst  sweckmSssig,  zyrar  keineswegs  ganz  flbereiostimmend  inlt 
der  Irisher  meistens  fiblichen,  aber  doch  nicht  bedeutend  daroar 
abwoiehead,  was  bei  eiaem  Barbe  dieser  A^und  zu  diesem  Zwecke 
nur  Tpllkonimea  gebilligt  werden  kann;  aber  einen  sebr  wesent- 
^  Beben  Vorzug  vor  dem  alten  Vegalsohev  Bandbadie  bat  der  Herr 
VerfiwsW  asiaeii  Tafehi  dadnreh  geslebert,  «daas  In  der  trigoao* 
metrisaheB  Tafel  dieWinkef  darehgUagig  von  10  au  10  Seoaadsn, 
ia  den  aistea  vier  Gtaden  netHk  ansseidem  vea  Seeaade  aa  Se- 
cnode,  CMctsebreitea,  eia  Vemg  voV  den  iltereo  Tafele,  der  «o 
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wiclitig  l»t,  «Uws  nicht  oft  und  nioht  dringeiKl  geug  mr  finipM» 
lung  dieser  neuen  Tafein  auf  denselben  hingewiesen  werden  kann. 
Die  Einleitung  enthält  »lies  den  Gebrauch  der  Tafeln  Betreffeade 
In  der  deutlichsten  und  vollständigsten  Weise,  und  den  Schluss 
dee  eehr  Terdienetlieheo ,  jedweder  Empfehlung  wördigen  Buche 
macht  eine  eehr  vollständige  Tafel  der  Maasse  und  Gewichte», 
welche  auch  sügleich  sehr  dankensitertbe  Naehweisungen  über 
die  Diraensioneii  der  Erde,  die  Längen  dar  verseliiedenen  Biei- 
tengrade  in  geographiiichen  Meilen  und  Kilometern,  die  Längwi 
der  Grade  der  Parallelkreise  unter  Tersehiedeneii  Breiteo  in  d«»- 
*  aelben  Maassen,  die  Fl^chenräume  der  von  zwei  um  einen  Grad 
ven  einander  abstehenden  tMeridianen  und  Parallelkreisen  eing^ 
apbteeaeaen  Gradahtheiloiig»  und  aoaeerdem  noch  eine  Tafel  binig 
in  Gebranch  fcommeoder  cenatantar  Legarithmeo  eathilt. 

Mochte  CS  uns  gelungen  sein,  durch  das  Vorstehende  die 
Aufmerkbanilceit  aller  Mathematiker  und  Physiker,  namentlich  aber 
und  zunächst  der  Schulen  auf  dieses  in  allen  Beziehungen  höchst 
empfehlcriSHerthe  Buch  zu  lenken  und  dieselben  zu  dessen  viel- 
facheei  Gebrauche  za  veranlassen  I 

HltRflckslcht  auf  tmsere  Anseige  der  aoageaeiehneten  Seh  rSii* 
neben  LogarlthQien<-Tafeln  im  LIterar. Bericht  Nr.  CXLl. S. d.  « 
bemerken  wir»  das«  'iiiis  jetst  dnrch  beaendere  Gflte  anch  die  Ati- 
alcht  eintofl^auf  meergrünen  Papier  gedrucltteii  Ezeroplani  dieser 
achOnen  Tafeln  Terefattet  werden  ist,  and  ÜOniien  ea  tina  nicht 
^Teraagen»  nachträglich  uaaere  Leaer  nach  besendera  anf  dleee 
Exemplare  anftnafaiam  an  machen,  da  wir  die  Farbe  des  zu  den* 
selben  verwandten  Päpiera  den  Augjen  gherava  wobltbnend  gefim* 
den  haben,  und  daher* der  thStigea  Verlagshandlnng  von  Frle-  * 
drich  Vieweg  und  Sohn  In  Braanaebweig  iroaem  beaondereo 
Danit  sagen,  dass  sie  die  Erwerbnbg  solcher  Exemplare  möglich - 
gemacht  hat,  in  gleicher  Weise,  wie  dies  in  England  bei  einigen 
Logarithn^en-Tafelii  der  Fall  ist 

..  '   
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Astronom  i  e. 

Uehef  die  Beatlmmung  den  Llngenmiterachiedaa 
awlachen  Altona  and  Schwerin,  aasgefOhrt  Im  J^ahre 
1SS8  dnrch  galvaniache  Signale.  Ten  Prefeaae?  D?«  CA* 
F.  Peters,  DIreetor  der  Kgnigllchen  Sternwarte  in 
Altona  u.a.w.  Altona  1861.  4<», 
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Wir  habeß  hier  ein  in  jeder  Bezieliuner  ausgeieichnetes  Werk 
vor  1II1M,  welches  tlie  Leser  des  Archivs  ketuesivegs  qllein  nach 
der  aui  dem  Titel  ijenannten  speciellen  astronomischen  Operation : 
„die  Bestimmung  des  Länj^ennTiterschiedes  zwischen  Altona  und 
Schwerin  durch  salvani^clie  Signale'*,   welcher  es  zunaclis-t  sie- 
widmet  ist,  zu  b(  urth<  lU'ti  liabefj.    \  ieimehr  ist  dieses  2H7  iSei- 
ten  in  4^  umfassende  Werk  als  die  vortrefflichste  und  ausführ- 
lichste Anleituni^  zur  AiisfnhninL:  von  Lririi^enLestimiminiren  durch 
galvanische  Signale,   welche  wir  Liei,n'tj\"i  ärtlL^  besitzen,  erläutert 
durch  die  Längenhestimmung  zwischen  den  beiden  auf  dem  Titel 
genannten  Städten»  zu  betrachten,  und  wird,  aus  diesem  allge- 
meinen   vvissenschaniichen  Gesichtspunkte  betrachtet,    zu  allen 
Zeiten  eine  wichtige  Stelle  in  der  astronomisch -mathematischen 
Literatur  einnehmen,     So  vielen  Werth  wir  auch  auf  flas  !)ei  di  r 
in  Rede  stehenden  besonderen  Län^enbestinifuuuL: ,  weltlio  ijiiz\\  L'i- 
felhaft  zu   Hen  j^enauesten ,    aul  dem  Wege  der  telour.iphischeji 
Verbind uTiii (Ml  gewonnenen  L;in<4enbestimmungen  gehurt,  die  wir 
gegenwärtig  Ijositzen,  erlialteue  Hesullat  !e2:en :    so  ist  doch  fflr 
uns  und  unsere  Zeitschrift  die  ober»   hervoii^clioheDe  alli^eniein 
wissenscbaftliche  Seite  des  trefllichetj  lluchs  zunächst  bei  Weitem 
die  wichtigste,  und  wird,  wie  schon  gesagt,  demselben  jederzeit 
einen  wichtigen  Platz  in  der  Literatur  sichern.    Wir  sagen  dab^r 
dem  Herrn  Verfasser  im  Namen  der  Wissenschaft  für  seine  ans* 
gezeichnete  Schrift,  von  der  wir  mit  der  vieifachstjßn  Belehrung 
genaue  Kenntniss  genommen  haben,  den  wSrrasten  Dank«  uml 
machen  alle  mwere  Leser,  ,die>  sich  für  den  in  derselben  mit  &o 
grossem  FMm  mod  so  grosser  Sachkeontniss  bebandetton  Gegen- 
stand interessiren ,  gaiw  besonders  aber  alle  diejenigstt«  waldM 
selbst  LSngeobestiromnngen  auf  telegraphischem  Wege  zu  machen 
lM«lMilebtigeB,  dringend  auf  dieses  Msgestiobnete  Werk  anfmerk- 
ajBkta,  iadsm  wir  der  MeinMg  sind^  dass  namentlich  Keiner  dar 
Letitsten  dasselbe  bei  seinen  Arbeiten  kfinftig  wird  entbehren 
*  können.   Dass  ein  solches  Werk  eines  Auamgß  an  diesem  Orte 
nicht  fUliig  ist,  welcher  immer  mir  ein  sehr  vevolUtändiges  Bild 
YOD  idemeeUbeo  gaben  würde,  versteht  sich  vtm  seihet,  weshalb 
wir  alle  darauf  beschrSokfii  mäeaaa»  hier  aar  kurz  zu  em^Iha^a, 
daaa  das  Werk  eine  genaue  Beschreibung  der  gebrauehtaa  Instm* 
manta  und  Apparate,  eine  aahr  aorgfältige  Anleitung  zu  deren 
Gebrauch  und  Berichtigung»  ae  wia  natflrHeh  Mne  seh»  eingebende 
Darstellcmg  der  sämmtliehen  angawandten  ßerechnungsmethoden 
enth&lt»  In  welchen  Beziehungen  der  Herr  Verfasser  flllr  ose 
dnrchans  nichta  zu  wünschen  Ahrig  gelassen  hat.   Ueber  die  so- 
ganannlen  Pacaeaal-Differeosen,  welche  natarlicb  bei  LSngenbe-' 
atlmmongan  ton  dar  grOaataa  Wiaht|gka|t  ahid,  finden  M  Tiala 
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•dir  wichtige  aii)<l  interessante  Bemerkungen,  auf  welche  wir  noch 
b^ieiNlers  hinweisen,  eben  so  wie  aut  den  Auliauy,  welcher  eine 
sehr  interefisantc  „Beschreibung  liebst  Abbildunc^  de«  aul  der 
Altonaer  Sternwarte  aufgestellten  Registrir- Apparate  (vuti  Krille) 
fiir  Diirchganö:sbfeobachtuiii;x  n ,  nebst  Vergielchung  einige  r  ai)  dem- 
selben bestiuiiutt'ii  Perjioiialdiffcrenzen  mit  solchen,  diu  auf  ge 
wohnliche  Weise  gefunden  «ind"  liefert.  —  Möge  das  in  so  vielen 
Beziehuii^eM  wichtige  und  interessante  Werk  dei  AiiiinerksamiieH 
u fixerer  Leser  uuchmaiB  recht  dringend  empfohlen  sein!  < 


IV  «  n  t  f  k. 

UeUer  Lbbc  und  Fluth  in  der  Rhede  von  Tries^t. 
Von  F.  Schau  b,  Director  der  k.  k.  Mar  ine- Stern  warte 
in  Triest.  (Mit  zwei  Tafeln  I.  und  II.)  Sepai  atalidruck 
aus  den  Mittlieiiungen  der  k.  k.  geoorraphischen  Ge- 
sellscbaft.    IV.  Jahrg.    1.  Heft.   Stück  76.  Wien  löOO- 

Die  Aendetunt^cn  der  W'asserhohe  durch  die  Kbbe  ut)d  Fluth 
sind  in  <ler  ganzen  Ausdehnung  des  adriatischen  («olfs  zwar  nur 
gering,  eine  genauere  Kenntniss  derselben  ist  jedoch  sowohl  von 
wissenschaftlichem  Interesse,  als  aiicb^fär  die  Schifflahrt  und  viele 
damit  zusammenhängende  Einrichtangen  von  Wichtigkeit.  Des» 
halb  sind  die  reget mSssigeii  Beobachtungen ,  welche  gegenwärtig 
darüber  an  einem  selbstregistrirendm  Flutfiniesser  aal'  äitm  Mato  . 
8artorio  in  der  Rhede  von  Triest  angesteüt  wenks»  v«D  ^BMHI 
wir  schon  ThI.  XXXI.  S.  116.  und  S.  485.  unsMD  lifltm  wtkmm 
Nadiricbt  geben  wa  UiiiM  die  Freude  hatten«  vor  grasMai  Ifi* 
teresse.  IM»  erstet)  ^ehr  verdienstliehen  Resultate  aae  4im&B. 
Beebachtungen  tbeilt  Herr  Uirector  Sehaub  Jetzt  in  der  vodSia» 
-faniaa  Abbaodinng  mit*  in  xwei  TabaMaa  aaf  &  ti.  und  S.  1,,  dene» 
Mwli  iwei  graphische  Darstellungen  auf  twal  beaoaderen  lilhoh 
graphirten  Tafeln  beigefügt  sind.  Wir  roässen  aiaeü  Jeden,  der 
aiefa  flb*  lÜeaa.  Qei^anstände  intareaalrt»  aaf  die  lehrreiche  Scbrilit 
•elbst  vervveisen ,  mil  wollen  mir  bemeilMa»  dass  die  UaCeoaei'l^ 
nämlich  die  ZeÜ^  ma  welche  an  dea  Naa-  und  Voihnondstagen  das 
Hochwasser  später  eintritt  nie  die  Mon4eeulraination,  die  ip  TdMt 
Ma  jetat  gMeb  90*  angenommen  wurde  (m.«S»3»),  ans  die> 
a«ttn«ii(maB«oliMktaBg<enniebgleieh        ergebeo  btl  (».a»8.7.>» 


Vermischte  Schiiften.  \. 
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mi«  der  Wi«s^n»cliaften  zu  Berlis.  Siehe  Literar.  ßer. 
Nn  CXXXIX.  S.  1% 

■ 

Juni  1860.  Dove:  lieber  Flössigkerten ,  welche  die  Pola- 
risationscbene  des  Lichts  drehen.  S.  292 — 293«  —  Borchardt: 
üeber  eine  InteipoiatioMformei  für  eine  Art  symmetrischer  Punc* 
tioneti  und  über  deren  Anwendung.  6.  '293.  (Bfoese  Miüheiiimg  des 
Titels  einer  gelesenen  Abhandlung.)  Dove:  üeber  Compen* 
eation  gleichzeitig  an  verschiedenen  Orten  herabfallender  Regen-' 
mengen.  ^S.  304—314. 

Jnii  1860.  Kuinmer:  üeher  atninsfihrirische  8trahletibre- 
ehunsj.  S.  405  —  420.  (Wir  können  uns  nicht  vetsaijen,  so  ftehr 
es  un8  auch  an  Ranm  «rehricht,  Zireck  und  Inhalt  dii»ser  infer- 
cssanteri  A'ifiandlunj^j  niit  «len  f^i«"*»nc'n  \\  orten  des  Herrn  \  erlas 
serK  kurz  anzugeben:  „Die  atiiin>j)li:irls(  lje  Straliler)!)i  t'rhung  ist 
bisher  fast  ansschlie55slich  nur  iinler  ZiiL'rundelesiinL;  der  Grus- 
senverhältnisse,  %vclrfie  (Vir  unsere  Erde  zufallig  8tatt  haben,  fflr 
den  praktischen  Gebrauch  der  Astronomie  und  (teodSsie  bearbei* 
tet  worden.  Man  hat  darum  eine  Reihe  sehr  interessanter  Er* 
scheinungen»  welche  die  Theorie  darbietet,  wenn  sie  von  einem  < 
aUgeniehiem,  mehr  matbematiscben  Gesichtspunkte  aus  betrachtet 
wird,  wie  es  scheint,  ganz  unbeachtet  gelassen.  Eine  kurze  Ent- 
Wickelung  dieser  Erscheinungen^  welche  ich  hier  geben  will^  wird 
vielleicht  auch  darum  von  Interesse  sein,  weil  dieselben,  wenn 
sie  gleich  auf  unserer  Erde  nicht  eintreten,  doch  auf  den  grusse- 
reil  Himmelskurpem,  wie  z.  B.  dem  Jupiter,  wirklich  Statthaben 
Mfiseen,  selbst  wenn  die  Stärke  der  Atmosphäre  eines  aekheii 
HlmmeisklBrpers  bedeutend  geringer  aeio  seilte;  als  die  der  Efd> 
atmosphSre.'*  Wir  naeben  die  Leser  des  Archivs  recht  sehr  aaf 
de«  Inhalt  dieser  interessant^  Abhandlang  aufmerkaam.)  -Wei- 
er iftr  ans:;  Zur  Theerie  der  siliptiseheDFmielieBen.  8.406.  (Btoase 
Unttheilong  des  Titels  einer  felessnen  Abbandlsog.)  —  Ksmmer: 
Udber  sUgesMliie,  unendlicb  dünne  f  endlinige  StrahtenbAndel. 
S.  460—474.  (Istereseaote  Mitthelhingen,  welche  an  die  Vörie* 
gattg  dreier  ms  Fiden  TsrlbrCigter  Modelle  der  allgemeloen,  ui* 
eedlieh  dfiniMe,  geradlinigen  Strahlen hllndel  geknüpft  worden,  mit 
RAehsieht  auf  die  aas  dem  67steii  fiande  des.  Crelle'sehen  Jeor- 
Dsls  bekamits  ,Abbaadlung  Ober  soMe  Strableobfiodel)  —  Mag* 
a  es :  Ueber  die  Leltong  der  Wirme  dorch  die  Gaee.  S.  485-489. 

Angnst  1860.  Dots:  Ueber  einen  besonderen  Farhenkret* 
sei  des  Herrn  Lohneler  In  Hamburg.  S«  491.  Paalzew;  Ueber 
die  Richtung  und  die  Art  der  Entladung  des  Haupt*  und  des 
Nebeoetromes  der  Leydener  Batterie,  mitgethellt  von  Herrn  Mag« 
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UV«.  S.  497—500.  —  Encke:  Berichte  über  die  totale  Sonnen- 
finsterniss.   S.  501—502. 

September,  Qctober  1860.  Riess:  Ueber  die  Verschi»' 
denheit  der  Priestley'scben  Ringe.  S.  517.  —  Clebscb:  Ueber 
eine  symboliscbe  Darstelluogfiwei^p  nl!]:ehraiscber  Formen,  mit- 
gelbeUt  von  Herrn  Bore  bar  dt.   S.  536^540. 

November  1860.  Dove:  Vorlegung  von  J3  Isothermcharten 
in  der  i'olarprojection.  ISl.  588.  —  Encke:  Ueber  den  Gang  bei 
den  Störangsrcchnans^en  der  nenercn  Zeit.  S.  593 — 51)4.  —  Dove: 
Ueber  die  periodischen  Aenderungen  des  Druckes  der  Atmosphäre. 
(Mit  2  Tafeln.)  S.  644  —  692.  —  Bremiker:  ßericbt  über  die 
Beobachtung  der  Sonnenfinsterniss  vom  18.  Juli  1860.  S.  693—709. 
(M,  s.  unsere  ausfüfirliche  Besprechung  dieses  interessanten  Be- 
richts im  Literar,  Ber. IVr.  CXLU.  S. 5.)  —  Reuschle:  Fortsetzen^ 
der  Berechnung  complexer  Primfactoren,  mit  Bemerkungen  von 
Herrn  Kummer.  S.  714 — 735.  —  VV  i  e  d  e  m  a  n  n :  Ueber  die  Mag* 
oetisirting  des  Eisens  und  »Stahles«  mitgetheilt  von  Herrn  Mit* 
scberlich.   S.  744—746.  *  . 


December  1S60.  Stein  er:  Einige  Folgeruiigefi  ans  4» 
InVolutioniieyetemea  und  Involutionsnetzen.,  S.  834.  (Blosse  Hit« 
theilung  de«  Titels  einer  gelesenen  Ablaodlnng.)  — Du  Bois 
Reyniond:  Ueber  den  secundSren  Widerstand,  ein  durch  dsD 
Strom  bewirktes  Widerstaod8|>hSnoroen  an  feuchten  porüseo  Kör- 
pern, S.  846—906. 

Januar  18()l.  Encke:  Ueber  eine  wichtige  Arbeit  des  Herrn 
Axel  Müller,  Obsprvator  an  der  Sternwarte  i^on  Lund.  S.  141 
—  148.  (Herr  A.  Möller  hat  nämlich  bei  der  Berechnung  des 
Faye'scben  Cometen  gefunden,  dass  auch  bei  diesem  Coroefen, 
wie  bei  dem  £neke*scfaen,  eine  Hypothese  —  etwa  %vie  die  der 
Bewegung  in  einem  widerstehenden  Mittel  —  nnumglnglich  notfa- 
wendig  war,  um  den  Zweek  der  Veteinigmig  der  .Beobaebtangen 
in  erfttUeo;  Jedenfalls  eioe  wichtige  Entdeckung,  durch  welche 
die  Wabnchelnlichkeit  jener  Encke'adien  Hypotbeee  sehr  erhöbet 
wird.)  —  Magnus:  Ueber  die  Temperatur  der  aM'kocheadea 
SalalQkSungen  und  gemischten  Fifissigkeiten  entweichenden  Dimpfe. 
S«  157— >]67.  —  Dove:  Ueber  das  Klima  yoa  Preussen.  S.  I<Mi. 

Februar  1861.   Magnus:   Ueber  den  Durchgang  tler 
roestrahlen  durch  die  Gase.    S.  '246—260.  —  Riess:   Ueber  die 
elektrischen  Ringfiguren.  S.  262—263.  —  Dove:  Ueber  Phospbo- 
resceuz  durch  Bestrahlung  von  polarisirtero  Licht,  S.  .272. 

Mira  1861.  Hagen:  Ueber  Waaaerwelien  bei  conslanter oad 
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endlicher  Tiefe.  348.  (Titel -Mittheilang.)  —  Poggendorff: 
lieber  die  WSrmefUfirkttiig  elektrUcher  Fenken.  S.  349— 3S7. 

April  1861.  Quincke:  üeber  die  Rewegunc:  matoriellor  Theil- 
chen  <lurch  strömende  ElektrioitSt ,  miti^etheilt  von  Herrn  Magnus. 
S.  409 — 42^  —  Rüdorff:  öel>f"r  das  Gefrieren  des  Wassers  aus 
Salzlösuneren ,  mit^etheilt  von  Horm  Magnus.  S.  427  —  434.  — 
A  ronhold:  Aljj;ebraische  Heduction  des  Intei^rafs  fF{.r,y)dx, 
wo  F{x,y)  eine  beliebige  rationale  Function  von  x,  y  bedeutet, 
und  zwischen  diesen  Grössen  eine  Gieicliung  dritten  Grades  von 
der  allgemeinsten  Form  besteht,  auf  die  Grundform  der  ellipti- 
schen Transcendenten ,  mit  einigen  einleitenden  Bemerkungen  vor- 
gelegt von  Herrn  VVeieretraes.   S.  462-468. 

S  i  tz  u  ngsb  e  r  i  f  h  te  der  königlichen  Akadeniie  der 
Wissenschaften  zu  München.  (Vergl  Literar.  Bericht 
Nr.  CXU..S.  17.) 

Die  drei  ersten  Hefte  dieser  neuen  Sitzuogsherichte  einer  der 
ersten  deutschen  Akademieen  der  l^ssenscbaften  sind  a.  a.  O.  von 

uns  ann^ezei^t  worden.  Die  drei  folgenden,  uns  jetzt  vorliegen* 
den  Helte  enthalten  wiederum  viele  sehr  wichtige  Abhandlungen, 
die  aber  sämmtlich  weniger  in  das  Gebiet  unserei  Zeitschrift  ge- 
hören, welche  vorzugsweise  nur  dei  iMatliematik  und  Physik  gewid- 
met ist,  so  dass  wir  uns  diesmal  grosstentheils  mit  der  folgenden 
nur  kurzen  Angabe  der  Titel  der  diesen  Wissenschaften  verwand- 
ten Abbandlungen  begnügen  müssen: 

1860.  Heft  IV.  SchSnbein;  Forteetsong  der  Beiträge  sur 
nilberen  Keniitniee  dee  Saueretetfs.  S.  376.  —  Wagneri  Be- 
Iraehtungeo  Ober  den  gegenwärtigen  Standponlit  der  Tbeorie  der 
Erdbildung  nach  ibrer  gescbicbtlicben  Entwicklung  in  den  letzten 
fttnfzig  Jabren.  S.  375.  —  Jolly:  Ueberdas  epecifiecbe  Gewicht 
dee  flflsisigen  Ammoniaks.  S.  463w 

1860.  Heft  V,  Erdmann !  Oer  Gasprüfer,  ein  Instrument 
eur  Werthbestinimung  des  Leuchtgases  (mit  einer  Tafel).  S.  577. 

—  Wittstein:  Bnobachtungen  und  Betrachtungen  fiber  die  Farbe 
des  Wassers.  S.  603.  —  Harles»:  Zur  inneren  Mecbanilc  der 
Muskelzuckung  und  .  Beschreibung  des  Atwood'schen  Myographien 
<fiicht  eigentlich  hierher  gehörend,  aber  allgemein  interessant)«  S.  625. 

—  Pfaff :  UntersuebuBgen  aber  die  thermisebeo  VerbSlInisse  der 
Krystalle.  S.  655.  —  Steinbeil:  Naebtrügliebee  Obcf  ein  Fem« 
rebr  mit  Objeetiv  nach  Gauss.  S.  663.  Herr^Steinbell  giebt 
in  diesem  knrsen  Aufsatse  die  interessante  Naebricbt,  dass  es 
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Vbm  gehmgeo  ist,  «id  Fernroht  ftMh'diMen  PiinelpIdD  Von  87^ 
Oeffnung  und  87*  Bmiiitreite  sii  coii«(riir«ni,  welelies  «IcA  dmch 
afigefrilhnllclie  Sehirfe  md  ParUfMiigMt  des  Bilde«  fmvMkwi^ 
9o  4iM  durcfc  diese«  lestniineDt  der  tketsliclilielie  fievels  gelie* 
fert  Utv  dses  die  Gans&'sche  Consfreetiee  Teltkonmenevi»  Beifree- 
teree  ehr  ^elle  bisberigeo  Constrectioeee  liefert«  ivofiei  es  eber 
wesentlieb  ist»  daee  die  Kassosg  des  Objectiw  ee  coeatrairt  ist» 
dsss  «ie  eloe  Terstelleog  der  Linsen  dofcb  Scbrauben  In  eilen 
Bichtneiee  seJisst  Nur  dedarcb  Ist  es  möglich,  eile  Gebier,  die' 
in  dem  Bilde  eboiee  OI^Mtire  verl^oinnien  feOneee,  nechtrü^licb 
soi  bebeoy  and  svrar  eo  streng«  eis  das  Avge  sie  neeb  se  erkao- 
nee  vemag;  sngleieb  giebt  diese  Eintlcbinng  den  Vertbeilf  daee 
die  AbweidiuDgen  dee  Oenlare  end  selbst  sobjective  Feblbr  de« 
Aagee  anfgebeben  werden  I[8enen.  Herr  St  glaubt»  dnrcb  dieee 
Inelnnneeto  die  DIoptrifc  llBr  greese  Dbueesioaen  um  einen  wosent- 
Hjiiben  Sebrltt  gefördert  tu  beben. 

1861.  Heft  I.  Scbönbein:  ReUräge  zur  näheren  Kenntnis« 
des  Sauerstoffs.  S.  22.  —  Harless:  üeber  die  Leistung,  Er- 
niiiduDg  und  Erholung  der  Muskeln.  8.  43.  —  Seidel:  Ueber 
das  Werk  der  Hrüder  Schlagifitweif,  ( Betrifft  das  nanjentlich  auch  i 
in  physikalischer  Rücksicht  wichtige  Werk,  welches  die  Gel>rü(]er 
Hermann  und  Robert  von  Schlajiintwoit  über  die  mit  ihrem  ver- 
storbenen Bruder  Adolph  unternommene  Reise  nach  Indien  und 
Hochasien  erscheinen  lassen:  Results  of  a  scientific  IMis- 
sioD  to.India  and  High  Asia  etc.  by  H.  A.  and  H.  de  i$cb. 
Voh  L  Leipzig.  Brockhaus.  ISöL)  3.  äö. 

im.  Heft  IL  Diese«  Heft  entbXlt  mehreie  Intenesante 
Aulsitee«  aber  keinen  lamlttelbar  in  den  Krei«  imeerer  Zelleebilll 
gehörenden.  Allgemein  interessant  sind  aber  awei  Abhendfarageii 
von  MSgell:  Ueber  die  Verdunstung  an  d«r  doreh  Kerksubstens 
geecbdtsten  OberiUtehe  von  lebenden  und  tedteit  Pflanaentbeilen. 
8.238.  andt  Oeber  dfe  Wirkung  dee  Froetee  auf  die  PflanzeoiBelleD. 

*  k 

Aj|Aall  di  Matematiea  pt^ra  ed  applieata  pubblieati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  £.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioscbi  a  Pavia,  A.  Gejioccbi  a  Torino,  B.  Torte* 
lini  a  Borna.  4«.  (S.  Uterar.  Ber.  Nr.  CXLIU.  &&) 

Nr.  5.  {Settembre  e  Ottobre  1860.)  Sülle  coniche,  e  «ulle 
euperfieie  di  secondo  ordine  congiante.  Memoria  del  D.  Luigi 
Cremona.  pag.  257.  —  DiescorsoCommemorativo  so  Gnstavo  Pietro 
Lejeune  Dirichlet  pronunciato  da  E.  £•  Kummer.  (Continaaziooe  e 
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fine.)  TradazIoBd  dal  Ttdem  A  Fellae  Oaaorati.  pag.^  — 
La  TeorlcB  delle  foDBioDl  ellitädie.  Monografia  del  Prot  Enrico 
Betti«  Parte  seconda.  p.  296.  —  Sur  U  courlke  |iaraUil«  \  fcAlpae 
par  M.  A.  Cayfey.  pag.  311. 

RivUta  bibliograpbica.   Sulla  Curra  Jogociclica  del  Sig. 
Bootk   ArtiCoto  del  Prof.  B.  Tortolini.   pag.  317.  -  Pubbücar^ 
zioDi  rooentL  pag.  324.  (Hier  fiadeo  aicb  u.  A.  folganda  ia  Denfadi- 
kuid  weniger  bekaayto  jScbriften  aageaeigt: 

Carlo  Maria  Piuma:  Nota  salJa  determioazione  delia  parte 
aicebr'ica  oell*  iategraziooe  in  fuDziooe  finita  espHcita«  GenoFa 

im,  40. 

D.  Luigi  Cremona:  Memoria  sulle  superficie  gobbe  dei 
terz' -  ordhie.  Milano  IfiOl.  4^.  (Eatratta  daU'  lostituto  Lorobardo 
VoLU.) 

Bj  er kn  ea :  Ueber  die  geomeCrkche  Reprftaoitation  der  Glei- 
chvngen  awiaeben  awei  verXoderlielien  reellen  oder  complezeo  GrSa« 
sen.  Chriatlaoia  \m.  (Ui|iTer8!tUa-Pr<KgramiB  fl^  daa  aweke 
Halbjahr  18591) 


<NMrlaiuitB8die  Gwelbchaft  der  Wissoischafteii  in 

Görlitz. 

Die  Oberiausitzisehe  Geaellacbaft  der  WiMenacbafteD  jeu  Gor* 
Ütz  hat  folgende  Preisaufgabe  gealeUti 

Lebenabeaehreibung  dea  fibrenfrled  Walifcer 
von  Tacbirnhana  auf  Kieaalingawalde  itnd  WSr* 
dlgnng  aeiner  Verdlenate. 

Einlieferungstermin:  31ste  Januar  1863.  Prota  50  Tbir.  Die 
Abbandlungen  sind  versiegelt  und  mit  einem  Motto  verseben  an  den 
Sekretair  der  Gesellscbaft  elnioaenden.  Zugleich  haben  die  Verfas- 
aer  Ihren  Namen  in  einem  versiegelten  Zettel  beizufügen,  der  mit 
dem  gleichen  Motto  zu  bezeichnen  ist.  Auch  darf  die  Abhandlung 
nicht  von  dea  Verfaaaera  Hand  .geachrieben  aeln. 


A  ufforderun  g. 

lo  diesem  Jahre  werden  die  deutscheo  Naturforscher  uod  Aerzte  " 
,  sich  in  der  alten  echt  deutschen  Stadt  Spei  er«  jcBseitß  des  deut- 
schen Rheinstroms,  in  deren  herrlichem  Dome  so  viele  deutsche 
Kaiser  in  deutscher  Erde  ruhen,  zum  86eteii  Male  um  die  gewObn* 
liehe,  hinrelrhoTid  bekannte  Zeit  Tewammctn.  Viit  wir  aiw  zu- 
▼erlfissiger  Quelle  Teniebmen,  w  ird  von  allen  Seiten  —  ve0  Stadt 
und  Regiemog  - '  Allee  geeebehen^  um  den  Tbeilnehmern  an  der 

.  VeiBammlong  dieselbe  so  angenehm  und  lehrreich  nie  muglicb  su 
Mchen,  worin  ja  Speier  in  der  schönsten,  für  alle  Zeiten  unver* 
geeelicbeo  Weise  im  Jabre  1858  dae  nachbarliche  Carlsruhe 
vorangegangen  i«t«  Wie  gern  hätten  vi-ir  unter  den  Geschäfte* 
fübrern  der  Versammlung  den  treffUcben  Schwerjd,  auf  deseen 

'  Besitz  Speier  mit  Recht  stolz  ist;  geeebeol  jedocb  bat  dae  ver- 
gertlckte  Alter  des  verehrten  !Mannos,  wie  wir  boreo»  dieeen  un- 
eeren  Wenecb  leider  nicht  in  Erfülhieg  gehen  lassen ;  gewiee  aber 
wird  er,  eo  wie  der  Wissenschaft,  ancb  dieser  Vereamnhiiiig  tle 

,  Mitglied  zur  besonderen  Zierde  gereicben.  Wenn  es  aoeb  en- 
iweifelbaft  ist,  daas  diese  Vereammlong  io  einem  dfer  eebOneteii  ' 
Gene  dee  deutschen  Vaterlande  von  einer  gewise  eehr  grossen 
AniabI  trefflicher  Mlener  aoe  Sfld  uod  Nord  beeucht  werden^ wird: 
eo  macht  ee  nne  doch  besondere  Freude,  einem  mebrfaeh  gegen- 
uns  anegeeproebenen  Wunsche  naebzebommen,  indem  wir  eneere  ' 
weit  Terbreitete  Zeitechrift  benntaen.  znntebst  an  alle  nysifcer, 

.  Astrendmea  nnd  Mathematiker  die  AofTordernng  ao  richten»  bei 
dieser-  vfelfersprichenden  Verbammking  deetselwr  MSaner»  ille  ki 
der  Jetaigen  Zelt  nicht  bleee  ren  groeeer  wteeenscbaftiidMr  Wiflh»« 
tigkeit«  sondern  angleich  Ton  beeenderer  politischer  Bedeutung  ist,  . 
sich  in  recht  grosser  Zahl  ebiaufiDden,  damit  auch  recht  aahl- 
reiche  Sectionen  ffir  ,,Physik^'  und  för  „Mathematik  nnd 
Aatronomie'*  eich  bilden  können. 

Sollten  die  ^rwählteu  hochachtbaren  beiden  Ctpschäftsführer 
uns  über  die  Versammlung  vielleicht  einige  nähere  Mittheilungen 
zeitig  genu^  augeben  zu  lassen  die  Gute  haben,  so  würden  wir 
dieselben  gern  in  uoserm  näclisten  Ldterariscben  Berichte  au  wei- 
terer Keontniss  bringen. 

Greifswald  im  Juli  1861.  Grnnert 


*)  Nach  9.  der  Ststaten  (entworfen  am  18.  September  1822  in 
Leipzig)  fangen  die  VersammlaDgen  jeteiiMil,a>it  den  18.  Septem b«r  so 
■ad  daeem  oiebrere  Tage. 
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